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Dérivations des distributions

1 Définition de la dérivation

Pour f € CY() et ¢ € D. Alors, la formule d’intégration par partie donne :

ﬂ 731/1(35) dx.

(@) (a)de = - / £la) %

On interpréte alors cette formule en terme de crochet de dualité et on I’étend aux distributions :

Definition 1.1. Soit T € D'(Q), on appelle dérivée par rapport & la variable x;, que 'on note
gTZ; la forme définie par :

aT N

V%Z) € D7 <87.%'1’w> = _<Ta %)

1 orT oT

Proposition 1.2. - ou; est une distribution et si ordre(T) < oo alors o0; est d'ordre

< ordre(T) +1
2. supp(g—xTi) C supp(T).

3. Pour f € C', alors la distribution g—g{l coincide avec la dérivée de la distribution [ au

sens des distributions.

4. La fonction T — gTT est continue au sens des distributions.
2

Preuve. Pour le premier point, soit K un compact. On dispose alors d’une constante Ck
et d’en entier k tels que, pour ¥ € D(K) :

(T, )| < Ckll9llen-

On applique alors a _% (qui est encore & support dans K') puis on utilise le fait que || % lox <

||| gt il vient :

aT o
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ler < Cklldllenr
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I ) < Ckll

ox;"' — ox
Cela prouve le premier point. Le deuxiéme point est évident. Le troisiéme point est clair par
construction.

Pour le dernier point, soit 1 une forme test fixé et T}, une suite de distributions T}, — T
au sens des distributions. Alors, par définition (% € D est fixe) :

. 0T, L o, oy, 0T
lim(5 2 ) = ~Hm(T, 55) = ~(1, 25 = (5-.0).
Cela termine la preuve. (|

Observons que l'ordre de la dérivée d’une distribution peut étre celui de la distribution
(par exemple pour une distribution C'). La proposition précédente apparait comme remar-
quablement simple a prouver. C’est parce qu’en fait tout a été fait pour que les distribution la
vérifient.



Exercice 1. Calculer les dérivées de dp au sens des distributions.
Exercice 2. Soit T € D' et f € C°, montrer que 'on a la formule de Leibniz :
a . .
a(] — Y2 o—1
(fT) §:<i>8f8 T
1<a

Proposition 1.3. Soient Q un ouvert de R"™ et T € D'(Q2). Alors
oT

1. Doy €St limite de quotients différentiels : au sens des distributions, dans tout ouvert
Ve, ona
oT . TtekT -T
— = lim ——.
oxy, t—0 t
2. pour tous indices i et j, on a :
O*T O*T

8901-8553- - 895]89@

3. si QY €Q et heR" est tel que |h| < d(OY, ), alors

Wl —T = /1 (6(T).h) dt.
0

2 Formule des sauts

Soit f une fonction C'! par morceaux sur I un intervalle de R. Soit E ’ensemble (localement
fini) des points de discontinuité de f. Pour z dans E, on pose s, := f(z™) — f(z7) la hauteur
du saut. Soit enfin D! le lieu sur lequel f est C'. On note {f’} la dérivée de f sur D' (plus
précisément la fonction L' qui coincide avec f’ 1a ot celle-ci est bien définie). On a alors la
formule suivante, dite formule des sauts :

Proposition 2.1. La dérivée de f au sens des distributions est donnée par :
=AY+ et
zeE

Preuve. Le résulat est local (par recollement). On peut donc supposer que la fonction f (ou f”)
admet un unique point de discontinuité x sur I = [a, b]. On considére ) une fonction & support
compact dans I et on écrit :

() = /[a’b] (@) = /H —fe) (@) + / — fe) ().

[,0]

On integre par partic [, —f(@)/(2) = [~ f@0@) + [, F'@0b(@) = —fe-)b() +

f[a ] f'(x)¥(x). On procéde de méme pour l'autre intégrale et on observe :

(') = }{f’(w)}w(fv) +(f@") = f@)v(@).

la,b

Autremenent dit f' = {f'} + c40. O

Exercice 3. Montrer que la fonction 1+ est une primitive du dirac en 0. En déduire que la
dérivée seconde de la fonction x — |z| est dy.



Exercice 4. On veut montrer que In |x| est une primitive de la valeur principale.
1. Pourquoi a-t-on que In|z| € D'(R)?
Soit Iny |z| := max(In |z|, N)). Montrer que Iny(|z|) — In|z| dans D',

Calculer (Iny |z|)" & I'aide de la formule des sauts.

Ll

Conclure.

3 Généralisation de la formule des sauts & la dimension supé-
rieure.

On a la premiére généralisation :

Proposition 3.1. Soit f € L} (), on suppose que pour presque tout (132,1‘3, ceeyTp), T —
f(xy,22,...,2,) est C et que danl ainsi définie est dans L. Alors 01 f = da:1

Preuve. Par définition et par Fubini, pour une fonction test ¢, on a :

(Ouf. ) = —(f, ) = — / o
Q
2/ (| —flz1,22,.. )gw dzy)dxs ... dx,,

Qyy Jm1

ou g, est U'intersection de  avec '’hyperplan (y; = z1). On intégre alors par partie et on
conclut par Fubini. O

Exercice 5. Soit T = Inr, r?2 = 22 + 3%
1. Montrer que T € D'(R?).
2. Calculer AT

Solution.  +— In|z| est dans L}, car :

2
/ | Inr|d\ = / / —(lnr).rdfdr < oo,
B(0,1) 0,1 Jo

et en dehors de 0, T est lisse. En particulier, T' € D'(R?). T € C*°(R?\{0}) donc pour presque

tout xo, ng1 = 73 On a alors que :

|561| 1 2T
—Qd/\ < —dX\ < dfdr < oo,
B(,1) T BO1) T [0,1] Jo

oz : ) o _
donc € Ll - On peut donc appliquer le resultat précédent et on a 01T = 7

On ne peut pas réiterer le procedé car 2L = 1/r% + 222 /r*. Remarquons alors que AT = 0
sur R2\{0}. Donc supp(AT) C {0} (on peut déja en conclure que AT est une combinaison
linéaire de dp et de ses dérivées a l'ordre 1). Soit p € D(R?) et ¢(x,y) = (r,0). Alors :

2 10, 0 10
(AT, p) = (T, Ayp) = /R+/ Inr( 7"87“( gf))Jr—Qa—qg] drdf.

L’intégrale du second terme en 6 est nulle (périodicité). Donc :

0 do
a1 = [ et 2P



on pourrait finir ainsi mais on reprendra ce calcul plus loin avec de meilleurs outils. O

On veut maintenant un analogue a la formule des sauts en dimension supérieure.

Definition 3.2. Soit Q un ouvert de R™, on dit que Q est de classe C* si 02 peut-étre recouvert
par des ouverts U tels que sur chaque U, il existe f € CF telle que :

QNU = {z, f(z)> 0}, 92NU = {x, f(z) =0},
el ﬁf ne s’annule pas sur 02N U
Soit f une fonction définie sur 0f2, continue et & support compact.

Theorem 3.3 (Théoréme de Stokes). Soit Q un ouvert de classe C! et xq la fonction ca-
ractéristique de cet ouvert. Alors, il existe une unique mesure o positive supp(c) C 9 et
dixa = —Njo dans D'(R"™) ot N; = N.€; et N et la normale exterieur a 0.

Exemple 1. Soit Q = {(z1,...,2,), 2z, > 0} (la fonction f qui définit le bord est alors x,).
On a alors :

(Oxa ) = —(x, ;%) = — /Q 9,

Supposons que j # n. En coordonnées et par Fubini :

(Oixq,¥) = —/

1 GR,...,IJ‘,1 G]R,xj+1 ER,...xp—1€ER,xn,>0

(/ 8j¢1d1‘j)dl’1 e dxjfldijrl e dl’n,1 e dl‘n.
ijR

On intégre alors par partie l'intégrale en x; et on trouve 0 ([ ¢'(z) = 0!). maintenant, on
prend j = n et en coordonnées et par Fubini :

o) = [

(/ Opdxy)dzry ... dx,_1.
(z1,.sTn—1)ER?=1 Jz

n:0

(Onxa, V) = 1zp(:cl,...,xn_l,())da;l...datn_l.
R

On a donc ici que o est la mesure de Lebesgue sur R~ 1,

Exemple 2. Soit = B(0,R) C R? (on note alors (z,y) les coordonnées). On a alors, en
coordonnées polaires :

(Bex2, ) = — (xe0 0ah) = — / Do)

B(0,R)

—/ / — 0 ¥rdrdd.
0<r<R Jo<0<2r

Soit ¢(r, 0) la fonction C* sur R x [0, 27] définie par ¢(r,8) = ¢ (z,y). On utilise que

_Ordp 900p xdp ydp _
0= o Toson —ror 2o~ 0

Jdp  sin(0) 0p
or r 06’




On applique Fubini et on intégre par partie le terme f0<T<R cos(@)%frdr. On trouve
0
/ cos(G)—gprdr = [cos(@)gor]oR - / cos(0)pdr
0<r<R or 0<r<R

= ¢(R,0)Rcos(0) — / cos(0)pdr.
0<r<R

On applique Fubini et on intégre par partie le terme f0<9<27r sin(ﬁ)g—‘gdﬁ :

/ sin(H)a—gpd@ = [sin(A) o™ — / cos(6)pdb
0<0<2r 90 0<0<2r

=— / cos(0)pdb
0<0<27

(le terme crochet est nul par périodicité). On somme et on reconnait :

(Oexa, ) = /0<9<2 —1(R,0)R cos(6)do

- / G(R,0)(~Ny)do
9B(0,R)

o Ny = cosf = (1,0).(cosf,sinf) ((cosf,sinf) est la normale extérieure) et do = Rdf est
la mesure de Lebesgue sur le cercle de rayon R. On peut étendre ce résultat & la boule de
dimension n.

On peut étendre les cas particuliers et montrer que la mesure o du théoréme de Stokes est
la mesure de Lebesgue sur le bord du domaine. Néanmoins, pour prouver cela il faut faire un
peu de calcul différentiel (et on n’a pas le temps) et en pratique, on considérera essentiellement
les cas ou 'on a affaire & un demi-espace ou une boule.

Preuve du théoréeme de Stokes. On se place en U, un des ouverts recouvrant 0. Soit f la
fonction telle que

QNU ={z, f(x) >0}, 90NU = {z, f(z)=0}.

0, f
VIl

On a alors que la normale extérieure en x € 0f) est donnée par —”g—fw et que donc —NN; = i
On considére une fonction h : R — R, croissante et C*°, 0 < h < 1 telle que

0siz<0
M) =9,
lsiz>1

On considére alors x.m(z) = h(mf(z)), alors x, € C! et x,m — xq dans L}, (U) par conver-

gence dominée. Par continuité de la dérivation, on a alors 0;xm — 0jxq au sens des distribu-
tions. Or, djxm = mh/(mf(x))0;f. Si Pon choisit la coordonnée xy, telle que Oy f # 0 sur U
(c’est possible quitte a restreindre U), on en déduit alors que mh/(mf(x)) — %’“}C—XJ? au sens des
distributions. Or mh/(mf(x)) est une distribution positive (i.e une mesure positive) donc on
peut poser lim V fmh/(mf(x)) = o ot o est une mesure positive. On reconnait alors que :
o;f
U?
IVl

ijm —

ce qui est bien le résultat annoncé. On procéde alors par recollement (observons que o ne
dépend pas de j ni de f). O



Il existe alors plusieurs formules issues de la formule de Stokes, on aura tendance ici a les
appeler toutes "formule de Stokes", dans la littérature on aura toutefois tendance a trouver
une variété de noms quasi-infinie (fabriquée a partir de Gauss, Stokes, Bonnet, Green...).

Proposition 3.4. Soit Q € Q' un ouwvert de classe C*. On considére la distribution T dans
Llloc telle que :
- Tiq est donnée par h € C'(Q)
= Tiqe est donnée par g € C1(9e).
Alors : 01T = x01h + xq<019 + (g —

h)Nio
Preuve. La preuve consiste simplement & écrire T' = xqh + xqcg et dériver le produit. O

Rappelons que Oy désigne la dérivée radiale. On a alors (c’est une conséquence directe de
ce qui précede) :

Proposition 3.5. Soit (i, p) € C(R™)" x C*(R") et Q un ouvert borné. Alors :

/ divip + / @.Vp = / @.N pdo.
Q Q 0N

Dans le cas ot p =1, cela devient :

Dans le cas ot i =Vq :

[ da0+ [ Va5 = [ ponado,
Q Q o0

/ Agp — Apg = / pONG — qON pdo
Q oN

La derniére formule est connue sous le nom de formule de Green.



