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Groupes algébriques

Définitions

Groupe algébrique = variété algébrique + structure de groupe.

Définition

k un corps, une k-variété (k-schéma) G est un groupe algébrique
s'il existe des morphismes 1 : G X,y G — G, t: G — G et
e : Spec(k) — G vérifiant les axiomes usuels de groupes.

G est lisse et donné avec un morphisme G — Spec(k) et le groupe
des k-points de G est

G(k) := {0 : Spec(k) — G section de G — Spec(k)}.
Si k est algébriquement clos, une variété G est un gp alg ssi les

k-points G(k) forment un groupe. On "identifie" alors G et G(k).

On se concentre sur les groupes algébriques affines G = Spec(A).
Remarque : Spec(A) est un gp alg ssi A algébre de Hopf.
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Groupes algébriques

Premiers exemples

e Groupe additif : G, := (k,+) =~ Spec(k[X]).
o Groupe multiplicatif : G, := (k*, x) ~ Spec(k[X, X~1]).
@ Groupe linéaire :
GLa(k) = {(gij) € Mn(k) ; det(gij) # 0}
~ {(xjj, z); det(x;j)z = 1} = Spec(k[Xi, Z]/(det(X; ;) Z—1))

@ Groupe spécial :

SLn(k) = Spec(k[X,-J]/(det(X,-J) = 1))
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Groupes algébriques

Quelques propriétés

@ Topologie de G x, G # topologie produit : algébrique =
topologique.
o G affine ssi linéaire, i.e. G — GL,(k). Dans ce cas, on peut
écrire
k[ X, Z]
(det(X,-J)Z — 1) +a)/’
avec a = (P4(Xj;), a € A) idéal (A fini) et

G —Spec(

G(k) = {g = (gij) € GLa(k) ; Pa(gi;) =0, Va€ A}.

A partir de maintenant, on suppose k = C.
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Groupes algébriques

Rationalité et corps de définition

Groupe défini sur un sous corps k' C k : G/k est défini sur k' s'il
existe G'/k’ tq G = Spec(k) xx G’ i.e.

G— 3G
|2
Spec(k) —"> Spec(k’)

Ca veut dire que les équations qui définissent G sont a coefficients
dans k.

défini sur Q.
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Groupes algébriques

Formes quadratiques et groupes orthogonaux

q : C" — C forme bilinéaire non-dég. de matrice A. On définit

0(q) :={g € GLA(C) ; q(gv) = q(v), Vv e C"}
= {g € GL,(C) ; ‘gAg = A}.

C'est un grp alg (défini sur Q si A € M,(Q)), ainsi que

50(q) := 0(q) N SLA(C).

Remarque : si w :=dxg A --- A dx, € Q"(C"), alors

SLy(C) ={g € GL,(C) ; g*w = w}.

Comme O(q), SL, se voit comme un groupe linéaire préservant
une structure supplémentaire sur C" (les formes volume).
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Groupes algébriques

Formes quadratiques et groupes orthogonaux

® w(X,Y)=xiyan+Xo¥2n—1+" +Xn¥Yntl—Xnt1¥n—"*—Xony1
symplectique, alors

Spn(C) := {g € SL21(C) ; w(gX,gY) =w(X,Y)}

5500 el I ().
o (X,Y) =x1yn+ Xo¥n—1+ ...+ Xny1 symétrique, alors

0) 1
S0,(C)={g € SL,(C) ; 'gAg = A} ot A= ( ) .
1 0)
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Groupes algébriques

Tores et tores déployés (ou scindés)

@ Un tore est un gp alg T connexe isomorphe a (G%)"” = (C*)"
pour un certain n =dim T (on fixe aussi |'isomorphisme).
@ Sil'iso T = (C*)" est défini sur Q, T est dit déployé sur Q.
Ceci signifie
((CX)n - o (QX)H
-
T To
2]

Spec(C) "> Spec(Q)

@ On peut faire la méme chose sur tout corps Q € K C C.

Arthur Garnier Groupes algébriques & groupes arithmétiques 8 juin 2021



Groupes algébriques

Tores et tores déployés (ou scindés)

0 T1:=50,(C)={geSL(C); 'g(;')g=(;1)}.Onaun
iso (5’ 391) — a de T1 dans C*, défini sur Q. Donc T est
déployé.

o Ty :={g € SLy(C); *gg = h}. Cest un tore défini sur Q
mais non déployé sur R. En effet, To(R) = SO2(R) est
compact. C'est bien un tore car T; = SO(2xy) et
T = SO(x? + y?), et les 2 formes sont équivalentes sur C.

0 T3:=S0(x*-2y?)={geSL; 'g(* ,)g=('_5)} On

a x2 —2y? = (x — v2y)(x +/2y), donc T3 est déployé sur
R, pas sur Q.
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Groupes algébriques

Tores et tores déployés (ou scindés)

Théoreme de Grothendieck

G groupe affine connexe.
@ Il existe un tore maximal T < G tq T < G est maximal.

@ Pour tout k-tore T < G et toute extension K/k, le tore
Tk < Gk est maximal.

o |l existe K/k finie tq Gk admet un K-tore déployé.

V

Ceci signifie qu'on peut "ramener" |'étude des tores et systémes de
racines au cas des corps algébriquement clos.

Arthur Garnier Groupes algébriques & groupes arithmétiques 8 juin 2021 10 / 38



Groupes algébriques

Groupes unipotents, résolubles, radicaux

Définition
e Un gp alg G — GL,(C) est unipotent si
Vg € G(C) C GL,(C), g — I, est nilpotent. Par Jordan, c’est
indépendant du plongement.

@ G est résoluble s'il I'est comme groupe abstrait.

@ Le radical (unipotent) de G est le sous-groupe R(G) (resp.
Ru(G)) résoluble (unipotent) connexe normal maximal de G.

o G est semi-simple (réductif) si R(G) =1 (R,(G) = 1).

o G, ={(§7), ac C} est unipotent.
o {matrices triang. sup.} C GL,(C) est résoluble.
@ G/R(G) est semi-simple et G/R,(G) est réductif.
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Groupes algébriques

Rang et Q-rang

Soit G/C réductif connexe. Tous les tores max. de G sont
conjugués et leur dimension commune est le rang rgc(G) de G.

Si G est défini sur Q, tous les Q-tores sont G(Q)-conjugués et on
définit de méme rgp(G). G est dit déployé si rgy(G) = rge(G).

o Il n'y a pas égalité en général (cf Ty 23 ci-dessus).
o G = SL,(C) est déployé sur Q et rg(G) = n— 1.

Un premier lien entre gp algs et arithmétique :

Proposition

Soit g forme quadratique rationnelle non-dég. sur un Q-ev V. Alors

1g9(0(q)) >0 < 3Jve V\{0}; g(v)=0.
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Groupes algébriques

Preuve de la proposition

Sil# T < O(q) tore Q-déployé, on diagonalise
V=o)ViouV\={veV,;VteT, t-v=At)v},

ol A : T — C* caractere provenant de A\g : Tg — Q*. Comme
T C C" non-triviale, 3\g # 1 dans la décompo. et soit
vE Vy, \{0}. Pour t € T tq \o(t?) #1on a

a(v) = a(t - v) = g(a(t)v) = Mo(f)a(v) = q(v) =0.

Si 0 # v; € V isotrope, on compléte en plan hyperbolique (vi, v»)
et soit v3,..., v, base de (v, v2>J‘. Si (x1,...,Xn) coordonnées
pour cette base, on écrit g(x1,...,xn) = x1x2 + ¢'(x3, ..., Xn) €t
T := C* agit sur C" par

x| txg, Xo =t ixo, xi = x; (i > 3),

en préservant g et donc T < O(q). O
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Groupes algébriques

Sous-groupes de Borel, paraboliques

G/C connexe.

@ Un sous-groupe fermé B < G résoluble connexe maximal est
dit de Borel.

@ Un sous-groupe fermée P < G est parabolique s'il contient un
Borel (ssi G/P variété projective, ssi G(C)/P(C) compacte.

@ Si G défini sur Q et si P < G parabolique défini sur Q, on dit
que P est rationnel.

Faits : Les paraboliques rationnels minimaux sont G(Q)-conjugués.
Tout para. rat. min. fixé P est inclus dans un nb. fini de para. rat.
(dits standards et décrits par les racines de (G, T), avec T < P.

Les para. rat. min. sont des Borel rat. si G en admet au-moins un.
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Groupes algébriques

Exemple de GL,

G := GL,(C) est réductif connexe (non semi-simple car
Z(G) = C*l, donc 1 # Z(G) < R(G)). Aussi, G' = SL,(C) et
G = R(G) - G’ (fait général).

Le tore T = {diag(t1,...,tn), t; € C*} est maximal Q-déployé et
t (%)

120(G) = n = rgy(G). Le sous-groupe B := { ( ) } est
(0) tn

un parabolique rationnel minimal et un Borel. Les para. rat.
standards sont les groupes de matrices triang. sup. par blocs.

Dans ce cas, la variété de drapeaux G/B s'identifie a I'ensemble
des drapeaux i.e.
(G/B)(C)={(Vo<W<...< V), Vi<C"& dimV; =i}.

Objet important en théorie de Lie, exemple : les G-modules simples
sont les sections globales de fibrés en droites sur G/B (Borel-Weil).
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Groupes arithmétiques

Commensurabilité et notion de groupe arithmétique

Slogan : Groupes arithmétiques = Z-points des groupes sur Q.
Pour G/Q plongé G < GL,(C), on pourrait définir un groupe
arithmétique comme étant de la forme ' = GL,(Z) N G(Q).

Probléme : Non-invariant par Q-isomorphisme. Du coup, on
remplace ' ci-dessus par un sous-groupe lui étant commensurable.

Définition

e Deux sous-groupes Hi, H» < G sont commensurables (noté
Hy ~ H,) si Hi N H, est d'indice fini dans H; et Hs.

e G/C groupe défini sur Q plongé dans GL,(C). Un
sous-groupe I' < G(Q) est arithmétique si [ ~ G(Z).

Sip:G/Q — G'/Q alors p(G(Z)) ~ G'(Z).
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Groupes arithmétiques

Preuve du lemme

Il faut mq
[£(G(2)) : p(G(Z)) N G'(Z)] < 00 & [¢™'(G'(2)) : ¢ (G'(Z)) N G(Z)] < co.

Quitte 3 ¢ < 1, il suffit de prouver la premiere. Il suffit de
trouver " < G(Z) d'indice fini tq ¢(I") < G'(Z). En effet, on aura
alors

[P(G(2)) : #(6(2) N G ()] - [o(6(2) N G (2) : o(T)] = [p(6(2)) : o(T)] < [6(2) ] < o0
Voyant G C M p(C) et G’ € M,(C), on peut supposer
P((xi4)) = (@i, 1(xi )k, avec i, € Q[Xj ]. On pose

Yij = Xij—0ij et ¥u(vij) == 0k,i(xij) — Oks. On a9y (0) = 0.
Soient d € Z tq dix; € Z[Y;]] et

= {g € G(Z); g = id[d]} = ker(G(Z) — GLn(Z) — GL,(Z/dZ)).

Si g €I, alors d|(g — id) donc (g — id) € M,(Z) et donc
p(g) = v(g —id) + id € G'(Z), d'ot ¢(I") < G'(Z). O
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Groupes arithmétiques

Cas des corps de nombres

Corollaire
0 Sip:G/Q = G'/QetT <G(Q). Alors T arithmétique ssi
o(T) arithmétique.

o SiT < G(Q) arithmétique et g € G(Q), alors gTg~! < G(Q)
aussi.

Généralisation ?

Soient F un corps de nombres (une extension finie de Q), Op son
anneau d'entiers et G un groupe alg. linéaire défini sur F.

Définition

Un sous-groupe ' < G(F) est arithmétique si I ~ G(Of).

arithmétique/F = arithmétique/Q, mais peut &tre utile d'utiliser
des corps de nombres pour définir les groupes arithmétiques.
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Groupes arithmétiques

Foncteur de restriction des scalaires

On construit un foncteur
Resyp/q : Grpr — Grpg

tel que (Resp/9G)(Q) = G(F) et (Resg/9G)(Z) ~ G(OF).

Pour x € F, on regarde ji, := (y — xy) € Endg(F). Choisissons
une base vy, ..., vy de F/Q et notons p(x) := Mat,,)(#x), d'ol

une représentation fidele
p:F—s My(Q).
Soient f, ..., f, formes Q-linéaires sur [F telles que

p(F) = {(y*)ap € My(Q) ; A(y*?) = = £(y*’) =0}

Arthur Garnier
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Groupes arithmétiques

Foncteur de restriction des scalaires

Supposons
G ={g e GLy,(C); Pi(g) =0, Viel} avec | fini et P; € F[Xj;].

Ecrivons
g)= Z Y1 1507, nginll : g,Y"n" avec ay, ; € F.
Viij
On définit P;(y) a coefficients dans My(Q) par
P(y Zp Ay . Y1 i )a’ )it ...((yﬁ;lﬁ)ayﬁ)wn,n c Md(@[yf‘j’ﬁ]).

Vi, j

Voyant GL,q(C) C Mpg(C) ~ Mp(My4(C)), on pose

\vll J?k fk(.yl_] )_O }

ReSF/Q(G) = {(yﬁiﬁ)aﬂa R (yrcf,’nﬁ)a,ﬂ \V/I c / P( ) 0

A Q-iso pres, Resg/g(G) ne dépend pas de la base (v;) choisie.
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Groupes arithmétiques

Interprétation de Resp/g(G) via les plongements F' — Q

Les équations définissant Resp/q(G) permettent de le voir comme
G(F ®q Q). Si 01, ...,04 sont les Q-plongements F < Q, alors on
a un plongement F < Q7 x i (01(x), ..., 04(x)) et
F®pQ ~ Q7. D'oti un Q-iso

Resgg(G) =~ G x -+ x G,

ou, si Gr = Spec(F[X;, Z]/a), alors G := Spec(C[X, Z]/a’")

avec a’ = {coj(a), a € a}. En particulier, si p1,...,us : F— Ret
Ms+1s hs41y -5 s+t s+t - F— (C, alors
s+t

(Resp/gG)(R) ~ H G(FH).
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Groupes arithmétiques

Groupes arithmétiques comme sous-groupes discrets de
groupes de Lie

G/C connexe défini sur Q, alors G(R) est un groupe de Lie. Si
I < G(Q) arithmétique, alors I' sous-groupe discret de G(R).

Si G défini sur un corps de nombres F et ' < G(IF), alors I est
discret dans (Resp/gG)(R) = [[321 G(F/).

@ Si s+t > 1 alors G(Op) n'est pas discret dans G(F77).

F = Q(v/5), alors (x,t) = (2,0) et I'image de
GL>(Or) = GLy(Z[3(1 + v/5)]) dans GLy(R) n'est pas discréte
(car Z[3(1 4+ V/5)] C R est dense).
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Groupes arithmétiques

Groupes arithmétiques comme sous-groupes discrets de
groupes de Lie

o G,={(}2), ac C} est défini sur F, pour toute F/Q et
Ga(Or) = Or. Resg)g(Ga) est isomorphe au commutant de
o(F) dans M4(C) (exercice!) et I'image de Op dans

s+t
Resy/gGa(R H Ga(F#) =R® x C* = R*T*

est un réseau.
® Gp = GLy est défini sur Q et si N(x) := [[,cqai(r/q) o(x) est
la norme de F/Q, alors on peut regarder
N :={g € Resg/g(GL1) ; N(g) =1} < Gy(F) et alors
Op < N est discret.
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Groupes arithmétiques

Reformulation en termes de réseaux

On a fixé une structure entiere sur un Q-ev en fixant une base.
Autre point de vue : réseau compatible a la structure rationnelle.

Soient V un Q-ev et L C V un réseau. On définit
GL(V,L):={g e GL(V); gL =L}
Si G — GL(V ®q C) défini sur Q, le groupe des L-unités de G est
G(L) :=G(Q) N GL(V,L).

Proposition
I < G(Q) arithmétique ssi ' ~ G(L) pour un réseau L.

De méme si V est un F-ev (F/Q finie) et L C V un réseau (i.e. un
sous-Op-module de type fini de V'), on définit GL(V/, L), G(L) et
on a la proposition ci-dessus.
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Lien avec les espaces (localement) symétriques

Paires symétriques

G connexe défini sur Q et G := G(R) groupe de Lie. Si K < G
compact et o : G — G involution tq G®° C K C G7, on dit que
(G, K) est une paire symétrique. Dans ce cas, X := G/K est un
espace symétrique.

Remarque : si X symétrique, G = Is(X)? et K = Stabg(xp), on
pose 0(g) 1= Sx,85x,- Alors X >~ G/K et (G, K) est une paire
symétrique.

Si G est semi-simple non-compact, alors il existe une unique
involution o (a aut. int. prés) tq G? < G soit compact maximal. |l
y a donc un unique espace symétrique de type non-compact
associé a G.
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Lien avec les espaces (localement) symétriques

Quelques résultats sans preuves

G connexe semi-simple défini sur Q et I < G(Q) arithmétique.
» [ < G(Z) = T a un sous-groupe d’indice fini sans torsion.
» LASSE

o L'espace localement symétrique '\ G est compact.
o G(Q) ne contient pas d'unipotent non-trivial.
° rgQ(G) =0.

Si [ < G discret, si ' & G/K = X est propre et si Tors(') =1,
alors ' © X est libre et '\ X espace loc. symétrique.

Théoreme

G connexe réductif défini sur Q et I < G(Q) arithmétique. Alors
MNG(R) compact ssi G n'a aucun caractére non-trivial sur Q et si
G(Q) n’a pas d'unipotent non-trivial.
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Quelques exemples de groupes arithmétiques

Rappels sur les algebres de quaternions

Soient a, b € Q*. H(a, b) est la Q-algebre de base 1,1/, ], k tels que

i’=a, >?=b, ij=—ji = k.
Exemple : quaternions usuels avec a = b = —1. On a une
représentation fidele
p H(a, b) —  M(Q(Va))

o — (7 )

et on a aussi H(a, b) — M4(Q). Remarque : si a € (Q*)?, alors
H(a, b) ~ M2(Q). Pour g = x + yi + zj + tk, on a la conjugaison
v:H(a, b) — H(a, b), t(q) = x — yi — zj — tk, la trace

Tr(q) := g + tq = 2x et la norme

Nr(q) == q-1q = x> — ay? — bz? + abt?.
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Quelques exemples de groupes arithmétiques

Rappels sur les algebres de quaternions

Proposition
e H(a, b) est iso a M>(Q) ou est une algébre a division.
e H(a, b) a division ssi Nr(q) # 0 pour q # 0.
@ p premier, a entier non-carré modulo p. Alors H(a, p) est a
division.

Preuve : Sinon, 39 = x + yi + zj + tk # 0 tq Nr(q) = 0. On peut
supposer x,y,z,t € Z sans facteur commun. Alors on a

2
x? = ay?[p] et si y # 0[p], alors a = <§> [p], contradiction. Donc

ply et p|x. Comme Nr(x) = 0, on a aussi z> = at?[p] et on
conclut de méme p|z et p|t, contradiction. O
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Quelques exemples de groupes arithmétiques

Groupes fuchsiens arithmétiques

On suppose a € N*, b € Z et H(a, b) a division. On définit
O:={x+yi+zj+tkeH(ab); x,y,z,t € L},
MN:={q€0; Nr(q) =1}

Comme a > 0, on a H(a, b) ®g R = M>(R), i.e. H(a, b) met sur

M3 (R) une structure rationnelle non standard. Et on a
p(I) < SLy(R).

Proposition

Si H(a, b) est comme ci-dessus, alors I ~ p(I') est un sous-groupe
discret de SLy(R) et '\SLy(R) est compact.

v

Remarque

Si H(a, b) ~ M2(Q), alors ceci donne les sous-groupes
arithmétiques de SL(R) commensurables a SLy(7Z).
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Quelques exemples de groupes arithmétiques

Groupes modulaires de Hilbert

Soient d € N*\ (Z*)? et F := Q(+/d) corps quadratique. On a
deux plongements réels et aucun complexe et SLy(C) est défini sur
IF. Resg/q(SL2) est défini sur Q et de Q-rang 1 et on a

(RGSF/QSLQ)(R) = SLQ(R) X SL2(R).

Le groupe arithmétique I := SLy(OF) est un sous-groupe discret
de SL>(IR)?, appelé groupe modulaire de Hilbert. L'action I' ¢ H?
sur le plan hyperbolique est propre et F\H2 est de volume fini.
C'est la surface modulaire de Hilbert associée a F.

Géométrie de M\H? « propriétés de F. Exemple :

#{bouts de MN\H?} = nombre de classes de F.

Plus généralement, on peut considérer [F : Q] = d avec F
totalement réel. Alors I := SLy(Of) < SLo(R)9 discret et on a
M\H.
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Quelques exemples de groupes arithmétiques

Groupes de Bianchi

d € N*\ (Z*)? et F := Q(v/—d). Resg/g(SL2) est défini sur Q, de
Q-rang 1 et
(RGSF/QSLQ)(R) = SL2(C)

Le sous-groupe discret ' := SL(Op) < SLp(C) est discret, appelé
groupe de Bianchi.

L'espace symétrique X = G/K (G = SL»(C)) est I'espace
hyperbolique de dim 3 :

dx? + dy? + dt?

H3:{(X7Y7t)€R3;t>0}etd52: 2

SLy(Or)\H® exemple typique de variété hyperbolique
non-compacte, arithmétique et de volume fini, de dim 3. |l existe
aussi des sous-groupes co-compacts arithmétiques de SL(C),
construits via des algébres de quaternions sur IF...

Arthur Garnier Groupes algébriques & groupes arithmétiques 8 juin 2021 31/38



Quelques exemples de groupes arithmétiques

Groupes modulaires de Picard

@ Corps quadratiques réels ~~ groupes modulaires de Hilbert.

@ Corps quadratiques imaginaires ~» groupes modulaires de
Picard.

Ces derniers motivés par les équations différentielles a singularités
régulieres (en 2 variables) et exemples importants pour le
programme de Langlands.

Comme Bianchi, mais avec SU(2,1) a la place de SL;. Soit la
forme hermitienne (-,-) sur C3 définie par

(z,w) =ZTw1 + ZZwp — Z3Ws.
On considere
SU(2,1) := {g € SL3(C) ; (gz,gw) = (z,w), Vz,w € C3}.
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Groupes modulaires de Picard

SU(2,1) défini sur Q, donc sur F = Q(v/—d) (g € N*\ (N¥)?).
Resg/gSU(2,1) défini sur Q, de Q-rang 1 et

(Resy,SU(2,1))(R) = SU(2,1)(C).

Le groupe arithmétique I := SU(2,1)(Or) < SU( 1) est le
groupe modulaire de Picard associé a F. Si G := SU(2,1), alors

X = G/K = SU(2,1)/S(U(1) x U(1))

~B2={(z,w) € C?; |z +|w[>* <1}
et SU(2,1)(OF)\B2 est la surface modulaire de Picard de F.
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Groupes modulaires de Picard généralisés

V un ev de dim 3 sur F = Q(v/—d). L C V un Op-réseau et
J:V x V — F une forme hermitienne non-dégénérée sur V a
valeurs dans OF sur L, en particulier, J(u, v) = o(J(v, u)) avec
{1,0} = Gal(F/Q) et J(au, bv) = o(a)bJ(u, v). On suppose
sign(J) = (2,1).

SU(J, V() = {g € SL(V®C); J(gu,gv) = J(u,v), Yu,v € VRC}.
est défini sur IF et
(RGSF/QSU(J, V ® C))(R) = SU(2,1)(C).

Le groupe I' := {g € (Resp/pSU(J, V@ C))(Q) ; gL = L} est le
groupe modulaire de Picard de (V, J, L).
En particulier, les surfaces de Picard '\ B sont importantes car

espaces loc. symétriques de mémes QQ-rang et R-rang, égal a 1.
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Merci !
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