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Exercice 1

)

Le discriminant du trindme 22 + 2z + 2 est donné par
A=2"—4x1x2=4-8=-4<0.

Ainsi, ce trindbme n’admet pas de racines réelles. De ce fait, il ne change jamais de signe
sur R et comme sa valeur en 0 est 02 +2 x 0+ 2 = 2 > 0, il est toujours strictement
positif et donc son logarithme est toujours défini. On en déduit que f est définie sur R :

D; =R.

Le logarithme est dérivable dés qu’il est défini : sur R* et le trinome 22 + 2z + 2 est
dérivable sur R. Ainsi, f est dérivable sur R :

_Df/ :R

De plus, en posant v : z — In(z) et v: x — 22 +2x+2, on a f = uow et, par dérivation
de fonctions composées, on a
V' () 2r+2 2 +1)

Vr € R, f/<$> = ul(v<x>>vl(‘r) = U(l’) = 22 4+ 20 4+ 2 - 22420+ 2

On a
lim 22+ 2242 = +00

T—>+00
ainsi que
. 9 . 9 2 2
lim z°+22+2= lim = 1+—+—2 = +00.
T——00 T——00 x x

De plus, comme lim,_, « In(y) = 400, on obtient, par composition de limites

lim f(z) =400 = IEIPOO f(z).

T—r—+00
Etudions le signe de f’ : puisqu’on a
2(x +1)
VreR, fl(x)= ——7——,
‘ J@) x2+2x+2

on obtient
fl(2)>0 & 2x+1)>0 & > —1.

On en tire le tableau de variations de f :

T —00 —1 +00

f(x) p /!




5)

Soit € R. On calcule
f(=2—2)=In((-2—2)*+2 x (-2 —2)+2)
=In(4d+4r +2° —4— 22+ 2) = In(2? + 22 + 2) = f(z).
Ceci entraine, en posant y = 1 + x,
f=1=y) =f(=2 =)= f(z) = f(=1+y).

En en tire que

Yy eR, f(=1-y)=f(-1+y).
D’aprés le cours, ceci signifie que le graphe de f présente une symétrie axiale par rapport
a la droite d’équation z = —1.

Soit z > 0. On calcule

f@0) @420+ MmE04243) et (i)

X T T T

@) W(2E) 2 m(l+2+3)

T T T T

O N 2 1 ln(l’)
r, par croissances comparées, on a lim,_, , ., —

—— = 0 et comme lim, o In (1 + % + %) =
0, on obtient

21 In(1+2+2
lim @) = lim ( n(z) + Gt w2)> = 0.
rx—+00 I T—+400 €T €T

D’apreés le cours, ceci signifie que le graphe de la fonction f admet une branche pa-
rabolique de direction O, au voisinage de +oo. De plus, puisque le graphe de f est
symétrique par rapport a la droite d’équation x = —1, on en déduit que ce graphe
admet également une branche parabolique de direction O, au voisinage de —oo.
Rappelons que l'on a

2(x +1)
2242+ 2
Cette fonction est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables dont le dé-

nominateur ne s’annule pas. En posant v : z + 2(z + 1) et v : 2 — 2% + 22 + 2, on a
J'= % et donc

Ve eR, f'(x) =

u'(z)v(z) —u(@)'(z)  2(2®+22+2)—2(@x+1)(2x+2)

vz e R, f'(z) = —
TER, f(@) v(r)? (22 + 22 + 2)?
2+ Az +4—4A(x 41?2 22 —dx
B (22 + 22 + 2)2 (2422 +2)2
soit 5 5
Ve eR, f'(z) = — oz +2)

(22 + 22 + 2)2



8)

Puisque f est de classe C? (i.e. est deux fois dérivable et de dérivée seconde continue),
dire que f est convexe sur un intervalle I c’est dire que f”(z) > 0 pour tout x € I. Vue
I’expression de f”, on a

VeeR, f"(2) >0 & —2z(x+2)>0 & z(z+2)<0.

Or, z(x + 2) < 0 si et seulement si z et x + 2 sont de signes différents. Si x > 0, alors
r+2>0et donc z(z+2) > 0. Six <0, alors x(z+2) <0 si et seulement si x+2 > 0,
soit x > —2. On en tire que

() >0 & z €] —2,0[

Ainsi, f est convexe sur |—2,0[ et concave sur | —oo, —2[U]0, +-00[. Ses points d’inflexion
sont —2 et 0. L’équation de la tangente 7, & f en un point a étant donnée par T, : y =

f'(a)(x —a) + f(a), ici on a
Topiy=—(z+2)+In(2) =~z —2+In(2)

et
To:y = x.

On a directement que la tangente en —1 (qui est le seule extremum local de f d’aprés
son tableau de variations) est donnée par I’équation

T 1:y=0.
On obtient 'allure du graphe de f :
Graphe de f
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FIGURE 0.1 — Graphe de f : 2 — In(2? + 2z + 2)



Exercice 2
1) L’équation homogéne (EH) associée a I'équation différentielle (E) s’écrit

yl/_3y/+2yzo

2) L’équation caractéristique (EC) associée a (EH) s’écrit
2 —3x+2=0 (EC)

3) Le discriminant de (EC) est donné par
A=(-32-4x1x2=9-8=1>0.

On a donc deux racines réelles :
o 3=V1 3+VI_,

T1 9 1 o = 9

Ainsi, d’aprés le cours, les solutions y, de (EH) sont données par

yn(x) = ke + (e = ke® + (e**, k,l € R.

4) Soient a,b € R et supposons que f(z) := asin(x) 4+ bcos(x) soit une solution de (E)
On calcule les dérivées premiére et seconde de f :

Ve e R, f'(x) =acos(z) —bsin(z), f"(z) = —asin(z) — bcos(z).

On a donc
f(x)=3f(x)+2f(x) = —asin(z) —bcos(x) —3a cos(x)+3bsin(x) 4 2a sin(x) +2b cos(x)

= (3b+ a)sin(x) + (b — 3a) cos(z).

Donc f est solution de (E) si et seulement si on a

(3b+ a) sin(x) + (b — 3a) cos(x) = sin(z)

et, par identification des coefficients, ceci revient a dire que

3b+a=1 - 3b+a=1 - 9a+a =1 - 10a =1 - a= 15
b—3a=0 b=3a b= 3a b=3a b=
Ainsi, la fonction
sin(x) + 3 cos(x
() = f(a) = L 3co?)

est solution particuliére de (E).
5) D’aprés le principe de superposition, toute solution de (E) est somme de la solution

particuliére et d’une solution de (EH). Ainsi, les solutions de (E) sont données par

y(x) = ke” + Le* + sin(@) _;03 COS({E)’ k.l eR.




6) Soit f une solution de (E). D’apreés la question précédente, f s’écrit

sin(x) + 3 cos(x)
10 ’

f(z) = ke® + (e** +

pour des réels k, ¢ € R. Supposons que f(0) =1 et f/(0) = 0. On calcule

3
L= f(0) =k+ 0+

D’autre part, on a

cos(z) — 3sin(x) .

Vo € R, f(x) = ke® + 20 + 10

Ainsi, on doit avoir

1
= ! = 2 _
0=/1(0)=k+20+

On obtient ainsi le systéme linéaire

k+l+3=1 k+(==L k+(=L
{k+2€+%:0 < < =

Finalement, il existe une unique solution f de (E) vérifiant f(0) = 1 et f/(0) = 0 et
celle-ci est donnée par

fz) = §e“” B %egx N sin(z) + 3 cos(z) _ 1e” — 8e%” + sin(x) + 3005(33)'
29 10 10

Exercice 3
1) D’apreés le théoréme fondamental de 1’analyse, la fonction
F:zw— / te'dt
0

est une primitive de ¢ — te' (c’est la primitive qui s’annule en 0). En posant u : ¢t — €
et v :t+—>t et en faisant une intégration par parties, on a

Ve eR, F(z) = /OI o (H)v(t)dt = [u(t)v(t)]§ — /096 u(t)v'(t)dt

X
= [te']} — / eldt = xe” — [e']f =axe” —e* +1= (v —1)e” + 1.
0
Ainsi, une primitive de z +— xe” est donnée par

i (z—1)e".



2) D’aprés le cours, les solutions de I'équation (EH) s’écrivent yp,(z) = ke“® avec G
une primitive de x — ze® et k£ € R. D’aprés la question précédente, on peut prendre
G(z) = (z — 1)e” et donc, les solutions de (EH) sont données par

yn(z) = ke@ V" ke R

3) On remarque immédiatement que la fonction constante égale & —1 est solution parti-
culiére de I'équation (E).

4) Par superposition, les solutions y de (E) sont données par

y(z) = ke® V" 1, keR.



