UPJV L1S1 - Méthodes et techniques de calcul
UFR des Sciences Louis Pernas - Arthur Garnier

Corrigé de 'examen 2018-2019

Exercice 1 :
Le réel

f="—r

est défini si et seulement si le réel Va? — 5z + 6 est défini et si @ — 4 # 0, soit x # 4. Pour
que le réel /22 — 5x + 6 soit défini, il faut et il suffit que 22 — 52 + 6 > 0. Etudions le signe
de ce trinome. Son discriminant est A = (=5)2 —4 x 1 x 6 = 1 > 0, donc il a deux racines

T = 5%5 =2et 29 = # = 3 et, comme son coefficient dominant est positif, on a
VzeR, 2° =52 +6>0 <= 2 €] —00;2]U[3; 400

Ainsi, le réel f(x) est défini si et seulement si x €] — 00;2] U [3; +00[ et = # 4 et done, le
domaine de définition de f est donné par

Dy =] — 00;2] U [3; 4[U]4; +00].

Exercice 2 :
On calcule la limite avec ’expression conjuguée :

4 - 4
lm ViTd-viTh— lim WATATVIEOWrHd+vt))
T——+00 T——+00 \/x+4+\/l‘—|—5

_ m (Vx+4)?— (Vo +5)?° , r+4—(x—>5) 9

= lim = lim =
rotoo x4+ 44/xr+5 eotoo \Jr+4d+/r+5 et /r+4d+/r+5

Exercice 3 :
Avec le changement de variables u = 1+ €', on a S = €' soit du = e'd¢ et, si ¢t = 0 alors
u=1+e"=2etsit=In(2)alorsu=1+e"? =1+2=3 et donc

In(2) _t dt 34
/ € :/_ﬁzmm@:mm_mm:m §.

Exercice 4 :

a) L’équation homogéne (EH) associée a (F) est donnée par
(EH) : y" — 4y +4y =0.
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b) L’équation caractéristique associée a (EH) est donnée par
(BEC) : 2 —4x+4=0.

¢) Le discriminant de I’équation caractéristique (FC') est A = (—4)> —4 x 1 x4 = 0, donc
(EC) admet une unique solution xy = 4/2 = 2. Par la formule du cours, ceci implique
que les solutions de (FH) s’écrivent sous la forme

Vo € R, yp(z) = (k + lx)e™ = (k + (x)e*,

avec k, ¢ € R des constantes quelconques.

d) Il y a une faute de frappe dans 1’énoncé! Si c¢a arrive le jour de ’examen,
la question sera annulée, & moins que ce ne soit signalé par les surveillants
pendant I’épreuve. Si vous le repérez et trouvez la bonne forme, ce sera
compté en point bonus. Il faut chercher une solution particuliére sous la forme
Yp(x) = az”e®. On calcule y) () = 2axe® + 2ax’e* = (2a2® + 2ax)e* et y)(x) =

(4ax + 2a)e* + 2(2ax? + 2ax)e*® = (4dax? + 8ax + 2a)e** et donc
yo(x) — 4y, (x) + 4y, (z) = (daz’® + 8ax + 2a)e™ — 4(2a2” 4 2az)e™ + daz’e® = 2ae™

et, d'un autre coté, comme y, doit étre une solution de (E), on doit avoir y, —4y, +4y, =
e?® d’oll 2ae*® = €% soit 2a = 1 et donc a = 1/2. Ainsi, une solution particuliére de

(E) est donnée par y,(z) = —IQSM

e) Par le principe de superposition (cours), les solutions de (E) s’écrivent sous la forme

2 2
Vo € R, y(z) = yn(x) + yp(x) = (k + fx)e* + %eh = <k + Lz + %) e*,

avec k, ¢ € R deux constantes.

Exercice 5 :

a) Pour trouver les primitives de ¢ — te', on fait une intégration par parties en posant
v(t) =t et W/ (t) = €' (il faut dériver le polynéme pour obtenir une constante). Pour
trouver une primitive, on peut par exemple intégrer de 0 a x. On calcule

/0 ’ teldt = /0 ' o (t)v(t)dt

= u(z)v(x) — u(0)v(0) — /Ox eldt = ze” — [e']f =xe® —e* + 1= (x —1)e” + 1.
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Les primitives étant définies a une constante prés, on en déduit que les primitives de
t — te! sont les fonctions de la forme

i (r—1)e” +k,

avec k € R une constante.



b)

L’équation homogéne associée a (E) est
y —tely=0

et, par la formule du cours, ses solutions s’écrivent sous forme d’une exponentielle d'une
primitive de ¢ — te’ et, d’aprés la question précédente, la fonction ¢ — (¢ — 1)e est une
telle primitive. Ainsi, les solutions de 1’équation homogéne associée a (E) s’écrivent

Vi e R, yu(t) = kel=D

avec k € R une constante.

On applique la "variation de la constante" : cherchons une solution particuliére y, sous
la forme y,(t) = k(t)eD<". On a y/(t) = K (t)e® V" + th(t)ele=V" et donc

(1) — te'yy(1) = K () + th(B)eel T — pe bty = K (el

_ t . .
et comme on veut que y,, + te'y, = eV on doit avoir

t

VEER, K(t)e" DV =tV — K()=1 = k() =t

et donc on peut prendre y,(t) = k(t)et=De" = telt=De",
Par le principe de superposition (cours), les solutions de (E) s’écrivent

t

vt € R, y(t) = yn(t) + yp(t) = kel 4 1elDE = (k4 1)elDe!

avec k € R une constante quelconque.

Exercice 6 :

a)

Le réel In(z? — 5z + 6) est défini si et seulement si 22 — 5z 4+ 6 > 0. On calcule A =
(=5)? —4x1x6=25—-24=1 >0, donc il y a deux racines z; = 5_Tﬁ =2 et

To = 5+T‘ﬁ = 3. Comme le coefficient dominant du trindéme est positif, on a
Vr€R, 22 =52 +6 >0 < x €] — 00;2[U]3; +00]
et donc
D =] — 00; 2[U]3; +o0].
Si5/2—hest dans Dy, alors il est dans 1'un des intervalles | —oo; 2[ ou |3; +-00[. On étudie

chacun des cas. Si5/2—h €] —00,2[, alorson a 5/2—h < 2, donc —h <2-5/2 = —1/2
et donc h > 1/2 et en ajoutant 5/2, on obtient h+5/2 > 5/2+1/2 = 3 et donc 5/2+h €
]3; +00[ et donc 5/24h € Dy. L’autre possibilité est 5/2 —h €]3; +oo], soit 5/2—h > 3
ou encore —h >3 —5/2 =1/2 et donc h < —1/2, d’'ott h +5/2 < —1/2+5/2 = 2.
Ceci implique que h+5/2 €] — 00; 2] et donc 5/2+ h € Dy. Donc dans les deux cas, si
5/2 — h € Dy alors 5/2 + h € Dy, comme voulu.

Maintenant, soit h € R tel que h —5/2 € Dy. On vient de voir que ceci implique que
5/2+ h € Dy et on calcule d’une part

5 5 2 5 25 25
Z_h)=1 Z_hn) =5(Z—=n —In(Z —s5h+n2— 2 45
f(2 ) n<(2 ) 5(2 >+6> n(4 5h + 2+5 +6)
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et d’autre part

5 5 2 5 25 , 25
f(§+h>—ln<(§+h) —5<§+h)+6>_1n(z+5h+h —?—5h+6)
25 1
ey 2—— = 2——
—In (h . +6) In (h 4)

et on trouve bien le méme résultat, donc f(5/2 — h) = f(5/2 + h). Par le cours, on en
déduit que le graphe de f admet une symétrie par rapport a 'axe x = 5/2.

Le logarithme est dérivable dés qu’il est défini : sur R* et le trinome 2? — 5z + 6 est
strictement positif sur Dy, donc

Dy = Dy =] — 00; 2[U]3; +0o0.

Ensuite, f 8’écrit comme la composée f = wowv avec u(x) = In(z) et v(r) = 2? — 5z +6.

On a donc '(x) 2 5
Vz € Dy, f'(x) = u'(v(z))v'(x) = Z(:f) T2 —56596 +6

Les bornes de Dy sont —oo, 2, 3 et +o00o (attention, on doit regarder les limites en 2~
et en 3% pour rester dans le domaine de f). Par symA(Q)trie du graphe par rapport a
l'axe x = 5/2, il suffit de calculer les limites en —oo et en 2. On a d’abord
lim (22 — 52 + 6) = +o0
Tr—r—00
donc
lim f(z)= lim f(z) = +o0.

T—r—00 T—r+00
Ensuite, on a
lim (#* — 52 +6) = 0"

T2~
et, comme lim,_,o+ In(y) = —o0, on obtient
li = li = —00.
g S = i, Jw) = oo

On étudie le comportement de f seulement en 400, car le graphe de f présente une
symeétrie axiale par rapport a la droite d’équation x = 5/2. Comme on a lim,_, . f(z) =
+00, on doit calculer lim,_, o, f(z)/z. Il s’agit d’une factorisation utilisant les propriétés
de In : on calcule

lim @) = lim In(z* — 52 + 6) = lim In(a®(1-2+5))
r—+o00 I r—+00 T 500 .
n(z?)+m(1-24+5 o] n(1_546
= lim n<x ) n ( T x2) = lim H(aj‘) + - ( T xz) .
T——+00 T ey . .

Or, on a lim,_, 4o In(1—5/2+6/2%) = In(1) = 0 donc a fortiori, lim,_, o L In(1—z/5+
6/z*) = 0. De plus, par croissances comparées on a lim,_, ., In(z)/z = 0 et donc

tim 7% = i <2ln(x)+ln<1_g+%)> — 0.

r—+oo I xr——+00 T T



g)

Par le cours, ceci signifie que le graphe de f admet une branche parabolique de direc-
tion O, en 400 et, par symétrie axiale, le graphe de f admet également une branche
parabolique de direction O, en —oo.

Remarque additionnelle : le fait que lim, ,o- f(z) = lim, 3+ f(x) = —o0 entraine que
le graphe de f admet une asymptote verticale en 2~ et en 37.

Il faut calculer le signe de f’ : rappelons que, pour x € Dy = Dy, on a

20 — 5
/ p—
[le) = 2 —5x +6
Or, sur Dy =] — 00;2[U]3; +00[, on a 22 — 5z + 6 > 0 et donc f’(x) > 0 si et seulement

si 2z —5 >0, soit x > 5/2. Comme x € Dy ceci signifie en fait que = €|3;4o00[. On en
déduit que
Ve € Dy, f'(x) >0 < z €]3;+00].

Ainsi, le tableau des variations de f est donné par

T —00 2 3 400
f'(z) - | e | +
+00 +00
f(z) N e |
-0 Y —o0

Le graphe de f a ’allure suivante :

Graphe de f

axe de symetrie

y=1()

FIGURE 0.1 — Graphe de f : z +— In(z? — 5z + 6)



