UPJV L1S1 - Méthodes et techniques de calcul
UFR des Sciences Louis Pernas - Arthur Garnier

Feuille 3

Exercice 1.

e Comme dans toutes ces limites de fractions rationnelles en oo, c’est la régle des mo-
nomes de plus haut degré qui s’applique. Il n’est pas indispensable de s’en souvenir par
ceeur, il suffit de diviser par autant de puissances de x qu’il faut pour lever 'indétermi-
nation. Ici par exemple, on peut diviser par x qui peut étre supposé non nul puisqu’on
prend la limite en +o00. On écrit

. 2% 43r—4 . 2z+3-1
lim ————F—= lim ———*
T——400 —Tx+2 r—+o0 —7 4+ p
et cette forme indéterminée n’en est plus une : le numérateur tend vers +oo et le déno-

minateur vers —7, d’ou

. 202 4+ 3z — 4
im — = —OQ.
z—+o0  —Tx + 2

e On procéde de méme et on écrit

. 2224 3x—4 . o2+32 -4 9

lim ——W——rF— = lim —F5% = _.

z—+oo  Hx2 + 2 z—+oo 54 = 5
e De méme

| 207 + 3z —4 | 2+§—§2_0

x—1>r-£loo x4 — 5 _oc—1>r-{loo x2—§ o

e Ici c’est un petit peu plus astucieux. On a la formule (& connaitre)

n—1
VCM be R, Vn € I\I*7 a — pt = (CL _ b) Z akbn—l—k'
k=0
Dans notre cas, on peut écrire
n—1
VreR, Vne N*, 2" —1= (w—l)Zx’“.
k=0
Alinsi, on a
r—1 r—1 1

\V/ 1,V EN*, — =
z7 " =1 (e-1){1+z+224+---+2»1) 14+zx+a22+4+-- 427!

et cette quantité tend vers % quand z tend vers 1 et donc

rx—1 1

im )
z—1 g — 1 n

1



e Distinguons si x — 17 ou si x — 17. Le numérateur vaut 1 en 1 et le dénominateur tend
vers 07 pour z — 17 et vers 0~ quand z — 17, donc la limite n’existe pas :
2243 —4 .
lim ——— n’existe pas.
z—1 27 -+ 2
e On a
Ve € R, |e “sin(z)| <e 7,

qui tend vers 0 en +oo, d’ou
lim e “sin(z) = 0.
r—r+00
e Comme la fonction sin n’a pas de limite en 400 (voir exercice IV pour s’en convaincre)
et que x tend vers +o00, la limite voulue n’existe pas. Plus précisément, si x — x sin(x)
admettait une limite, elle devrait étre nulle puisqu’on a, pour tout n € N*,

(An+ 1w . ((4n + 1)7r) _ (4n+ 1)m

>0
2 2 2

et

dn+ 3)m . dn 4 3 dn + 3

(n+3)r _((n+3r\ __ (@n+3)r
2 2

et on voit alors que la fonction x +— zsin(z) posséde des valeurs négatives et positives

pour x aussi grand qu’on veut. Or, si la limite est nulle, alors sin est aussi de limite nulle

en 400, ce qui est absurde.

e Ici, on peut étre tenté d’utiliser I’expression conjuguée, mais cela ne marche pas (essayez !,
le probléme vient du fait que les puissances de = sous les racines ne sont pas les mémes
et donc ne se simplifient pas). On écrit plutot que, comme pour tout > 0 on a 2% +1 <
24+ 2r+1=(z+1)3%

Ve >0, Voe+1— Vel +1<Ve+1 Va2 +2r+1=vVa+1—+/(z+1)2
=Ve+rl—(z+1)=vVz+1(1 -V +1)

et ceci donne

lim Vo +1—-+vVa2+1= lim Vo +1(1-+vVz+1)= lim (1l - ) = —cc.

Tr——+00 r——+00 T—+00

e Cette fois-ci, on peut utiliser I’expression conjuguée et écrire

: . r+1)—(x—1) . 2
lim ve+1—+vVz—1= lim ( = lim =
2400 etoo /o +14+y/r—1 a=to/r+1+yo—1

122

e On ne s’embarrasse pas du x'“* et on écrit

< 2% + In(x) < 2% + In(x) (2) N Inz

Ve >1, 0 = )
=4 — 3a:_|_x122 — 3z 3z

3

3 (%) en +o0o est nulle. D’autre part, comme

Comme In (2) < 0, la limite de (%)I =
In3>1Ine=1, on aque 55 = 55 < & tend vers 0 en +oo, donc que

[
2
X
|
I
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donc que

lim (2) +1n3(f) —0

et donc que

. 2 +Inx
xﬁffoo 3¢ 4 122 0
e Comme lim,_,g+ Si‘;x =1 (c’est la régle de I'Hopital), on a lim, o+ 52% = 400 et donc
) sin
lim ln( 5 ):+oo.
z—0t T

e Comme lim, (1 + 2%) = +00, on a directement

lim In(1 + 2?) = 4o0.

T—+00

e De méme, on a
lim In(1+ 2?) = 4o0.

T—r—00

e Ici, on a lim, , (% — %) =7, d’ou

lim sin <% — 1) = sin <E> = ?

T—+00 i 4
e On alim, , . x =400 =lim, ,,e” et donc

lim x4+ e* = +o0.
T—-+00

e Enfin, comme lim,_, o In(1 + 2?) = 400, on a lim, . In*(1 + 22) = +o0 et donc

. Cnd 2 . _
lim e ™04 — Jim e ¥ = 0.
r—>+00 Yy—r+00

Exercice II.

e On utilise 'expression conjuguée et on écrit

y V1i—z—+Vz+1 Y —2x Y 2
1m = 11m = 11m — =

e (C’est encore l'expression conjuguée :

y Vaz+r+4-—2 , Vii+x+4—+/4
m = lim
z—0 €T z—0 xT

. 4+r+4—4 _ x+1 1
= lim —

1m = —-.
0 gp(Va2+o+4+2) 0ya24+rx+4+2 4




e Celle-ci est beaucoup plus subtile; si vous avez trouvé, bien joué! Nous allons donner
deux méthodes (éssentiellement identiques) pour trouver le résultat. Soit (u,)pen+ la
suite réelle de terme général

1 n
Uy = (1 + —) .
n

On introduit de plus la suite (v,)nen+ de terme général

1
v, = In(u,) =nln (1 + —) .
n

1. Soit n € N* et posons N := %, Le terme général de la suite (v,) se réécrit

In(N +1)
N

v, = In(u,) =

Sil’on cherche a calculer la limite de (v,,), on peut reconnaitre un taux d’accroissement
en 1 de la fonction In et écrire
In(1+N)—-Inl

. o . ! .
sy M=l

et on en déduit que

lim u, = lim e” =e! =e.
n—oo n—oo

2. On peut remarquer que le terme de (v,,) s’écrit encore

vy =nln (1 + %) = n(In(n + 1) — In(n)).

Or, par le théoréme des accroissements finis, pour tout n € N*, il existe z,, €|n,n+1]

tel que
1
In(n+1) —In(n) = In'(z,) = —.
:L‘n
Comme, pour tout n on a x, €|n,n + 1], il vient
Vn € N*, 1<vn:£§ n
Ty n+1

donc la suite (v,) tend vers 1 quand n — oo par le théoréme des gendarmes et donc

lim u, = lim e = e.
n—oo n—oo

Dans tous les cas, on a obtenu la limite importante suivante

) \"
lim (1 + —) =e.
n—o00 n

En utilisant la méme méthode, essayez de montrer que

Ve e R, lim (1 + f)n =e".
n

n—o0

e On a, avec la régle de 'Hopital que 'on peut appliquer (le vérifier!)

lim sin(2z) — im 2sin(2zic)
z—0 X z—0 2z

= 2.



De méme, comme x +— sin(2x) ne s’annule qu’en 0, que x — 2 cos(2z) ne s’annule pas
en 0, la régle de 'Hopital permet d’écrire

, sin(3z) 3cos(3x0) 3
im = ——
e=0sin(2x)  2cos(2x0) 2
On recycle le calcul de lim,_.q S‘% = 1 pour écrire
sin sin
li = li =0
Jm 75 = dm Ve

Et on le recycle encore :

2 3 _ 3 2 2
lim = 5 — lim (20— 3) (=) = -3,
z—0 SIn (;p) x—0 Sin T

On utilise la deuxiéme régle de I'Hopital. On le fait pour z — 07 ; pour z — 07 c’est
exactement pareil. Le numérateur et le dénominateur tendent vers 0 en 0~ et le dénomi-
nateur ne s’annule pas sur [—1,0[. Le numérateur est une fonction dérivable sur [—1, 0],
de dérivée z — sin(2z) + 2z cos(2z). De méme, le dénominateur est dérivable sur [—1, 0],
de dérivée x +— x?il qui ne s’annule pas sur [—1,0[. On peut donc appliquer la régle de
I’Hoépital et écrire

in(2 in(2 2 2 in(2
lim SS0@2) oy sin@0) + 2reose) g ey (SO L 600)) o,
x—0~ hl(l —+ IL‘Q) z—0~ 1+g;2 r—0~ 2x
et de méme on obtient lim,_,o+ - ?llngﬁ)) = 2 et donc
xsin(2x)

im——— =
z—=0 In(1 4 2?)
Comme lim, ., In(z) = +00 et que sin n’a pas de limite en +oo, la limite n’existe pas

zl_l)I_Eloo sin(In(z)) n’existe pas.

De méme, comme sin n’a pas de limite en +o0, la limite n’existe pas

1
lim sin <—> n’existe pas.

z—0t T

. 1
xsin [ — || < ||,
T
) . 1
lim zsin{ — | =
z—0T X

Comme on a
Vr € R,

la limite recherchée est nulle



Exercice I11.

1)

C’est un exercice théorique, on va donc utiliser la définition théorique de limite vue en
cours. Comme ¢ # f(a), quitte a remplacer f par —f, on peut supposer que f(a) < /.
Par définition, si on a £ = lim,_, ., f(x), et f(a) <y < ¥, alors il existe A > 0 tel que,
pour tout x > A on ait

)t < 52

et alors, pour tout x > A, on a f(x) >y, donc f(A) > y et par le théoréme des valeurs
intermédiaires classique, il existe ¢ €]a, A[Cla, +00[ tel que f(c) =y, d’ou le résultat.

Tout d’abord, si f est constante égale & zéro, le résultat est clair. SInon, soit xy € R tel
que f(zo) # 0. Quitte a remplacer f par —f, on peut supposer que f(zg) > 0. Si f(zo)
est un maximum de f sur R, alors f'(zq) = 0 et ¢ := xy convient. Sinon, comme on a
limy 400 f(2) = lim, oo f(z) = 0, il existe z1 # o tel que f(z1) = f(z0). En effet, il
existe u # xg tel que f(u) > f(xg) (puisque f(xy) n’est pas un maximum de f sur R)
et si par exemple u > xg, le fait que lim, ,,., f(z) = 0 impose 'existence de ©; > u
tel que f(z1) = f(zo) par le théoréme des valeurs intermédiaires. On applique alors le
théoréme de Rolle classique a f sur [zg, z1] pour conclure.

Exercice TV.

Posons £ := lim,_, ., f(7) € R et soit T la période de f (i.e. f(z +T) = f(x) pour tout
réel x). Supposons tout d’abord que ¢ ne soit pas finie (i.e. £ € {£o0}). Quitte & remplacer
f par —f, on peut supposer que ¢ = +oco. Soit A > 0. Par hypothése, il existe n € N tel que
pour tout x > nT on ait f(z) > A, donc f(0) = f(0+nT) = f(nT) > A, d’ou f(0) > A pour
tout A > 0, ce qui est impossible. La limite ¢ doit donc étre finie. Par 'absurde, supposons
que f ne soit pas constante égale a ¢. Il existe donc xy € R tel que f(xg) # . Comme f est
périodique, on a

Vn €N, f(zo+nT) = f(xg) # ¢.

Soit € := | f(zg) — ¢| > 0. Par ce qui précéde, on a

VeeR, IneN; xg+nT >azet|f(xg+nT)—l >¢

et ceci est la négation du fait que ¢ = lim,_,, ., f(x) : contradiction !

Exercice V.

Soit la fonction

2?2 —3x si x<-—1
3x+7 s1 —-1<z<1

r .
0 si T =
20 cos(27x) .
- s 1<z
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e On a, par définition de f :
f(=1)=4 et f(1)=0.

Ensuite, on a
lim f(z)=4 et lim f(x)=4,

z——1— z——17F
ainsi que
lim f(z) =10 et lim f(x)= 10.
z—1— z—1t
Donc,
lim f(z) =10 #0 = f(1)
et on a

lim f(z) =4= f(-1).

rz——1

e Des calculs ci-dessus, on tire que f est continue en —1 mais pas en 1. Il est par ailleurs
clair que f est continue ailleurs et qu’on a donc

DO(f) =R\ {1} =] — o0, 1[U]1, +oo.

Exercice VI.

Soient a,b € R et f la fonction

f: R — R
;2”—:‘116 si x#£ 44
T a si x=—-4
b si z=4
On a 1 4 .
T — T —
v 4 pr— p— pr—
r#4 @) 2—-16 (v —4)(z+4) z+4
d’ou .
A S - R T

Ainsi, f n’admet jamais de limite en —4, donc n’y est jamais continue. Elle est continue en
4 si et seulement si ¢ = lim, 4 f(z) = f(4) = b. On en tire que

Va,b € R, DC(f):{ %sfjﬁ : Zii

Exercice VII.

e Soit la fonction
f: R\ {1} — R
3

|z[2 -1

r—

X —



La fonction f est clairement continue sur R\ {1} comme composée, combinaison linéaire
et quotient de fonctions continues. Ensuite, on a, en utilisant ’expression conjuguée

5 _ 3 _ 3 _
hmf()—hmx2 L M li i

Il ——
z—1 =1 ¢ —1 z—1 x—1 z—1 ([E§ + 1)(:U — 1)

(x—l)(1+x+x2)_l_ ?+z+1
v (2 —1) (22 4+ 1) a1 gh 4]

3
5

e Ici, la fonction

x +— In(|z|)

est continue sur R* comme composée de fonctions continues. Par contre, on a

lin[l)g( T) = hmln]x| = lim In(z) = —o0 ¢ R,
z—

z—0t

donc g ne peut pas étre prolongée par continuité sur R.

Exercice VIII.

Soit la fonction

1) On a clairement
D;=R.

2) La limite
(L
lim f(zx) = lim —w

z—0~ z—0~ €T
n’existe pas car autrement, en prenant la suite de points x,, := —ﬂ et en faisant tendre
n € N vers +o0o on trouverait une limite nulle et donc z — sin = 1 tendrait vers 0 en 0,
ce qui n’est pas. De méme, [ n’admet pas de limite en 07, donc n’admet pas de limite
en 0. Par ailleurs, on a f(O) = 0. De plus, comme f est clairement continue sur R* et
pas en 0, on obtient
DC(f) =R* =] — 00, 0[U]0, +00].

3) La fonction f est dérivable sur R* comme composée et quotient de fonctions qui y sont
dérivables. De plus, comme Dy C DC(f) =R*, ona Dy =R*. On a

sin(

H\'—‘
N—

. Ve st x <0
Va:' c R s f(l') = s1n(:i)
\/;; si x>0



d’oit I'on tire

-1 1 3 3 . 1 cos + 3 . 1
—5Cos (=) (—x)2 + 54/ —2xsIin (= £ 4+ =sIin =
VIC<0, f/<33): x2 (ac)( ) - 2 (J:) :\/—_ﬂf( x 32 x)
T T
et de méme .
22 4 3gint
T

De plus, f ne saurait étre dérivable en 0 puisqu’elle n’y est pas continue.
4) On a vu que
Dy =R"

et que

«8 +2sind .
\/—T <56—32»T> si <0
T
Pz 436ind .
T <—> siox>0
T

On note que f’ est continue sur | — 0o, 0[ et sur |0, +00[, donc

DC(f) = R".

Vo e R, f'(z) =

Exercice IX.

1) La fonction f: 2+ xInx est définie dés que In l'est, i.e. sur RY, d’otl
Dy =R}

2) La fonction f est dérivable sur R* comme produit de fonctions qui y sont dérivables et
on a )
Ve e R, f'(z) =1xIn(z)+2 x — =In(z) + 1.
x

1 est négative sur |0, e[ et positive sur Je™!, +o00[, d’ou le

La dérivée f’ s’annule en e~
tableau de variations

—+00

3) On a
lim J(@) = lim In(z) = +oo.
x—+oco r——+00
On a donc une branche parabolique de direction O, en +o00. On a de plus lim, o+ f(z) =
lim, o+ 2 In(x) = 0 par croissances comparées et f(1) = 0, avec une tangente d’équation

T:y=f(1)(x—1)+ f(1) =2 — 1. On en déduit Pallure du graphe de f :



35

Graphe de f

2.5

1.5 o

xlni)

0.5+

y=1i)
Tangente en 1

-0.5

Exercice X.

1) Soit la fonction réelle de deux variables réelles f : (z,y) —

o 0z 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 268 28

FIGURE 0.1 — Allure du graphe de f : z — xIn(z)

1
z24+xy+1°

Cette fonction est

définie dés que 22 + zy + 1 # 0, i.e. dés que y # —% = — (93 + %) Etudions donc la
fonction v : x — —x — % Cette fonction est définie, continue et dérivable sur R* et on

a
1
Vo #0, o (z) = P—l.
Le tableau de variations de u est donné par

x —00 -1 0 1 +00

v () — 0 + | + 0

+00 400 -2
—00 —00

10



De plus, on a

u(x) 1 -1

lim —= = lim —-1-—5=-1 et lim u(r)+r= lim — =0.
r——+oco I r——+00 €T x——+00 rx—+oco I
On a donc une asymptote oblique en 400, d’équation y = —z. De méme, on a
u(x
lim ule) =—1 et lim u(z)+2=0,
T——00 T T——00

donc 'asymptote oblique en 400 est aussi une asymptote oblique en —oo. On en déduit
I’allure du graphe de u et donc le domaine de définition de f, qui est tout le plan, privé
de la courbe en rouge ci-dessous :

Darnaine de définition de f

Graphe de u: y=x1/x

— Asymptote ablique y=-x

-15 H [ - T 4 T K T T T ' T T T H T k) [ 4 1

FIGURE 0.2 — La fonction f est définie hors de la courbe rouge

2) La fonction ¢ : (z,y) — In(z + y) est définie dés que = +y > 0, i.e. dés que y > —z.
Il s’agit du domaine repreésenté par les points noirs sur la figure suivante (attention, la
ligne verte n’est pas incluse dans le domaine de définition de g) :

11



Domaine de définition de g

|:|— 1
Iy, ok, T T R e
+ + +
. +
bl S SHE R +
L L+ Lo+ T+
5 ] + + + 1
+ + + + +
] + + + F
+ + + + ¥
i + + L+ v b 1
& +
+ + + +
@ + +
] + + 7 + 7 1
+ + i + it +
i + + =t + o +
e « 1 £ % T
+ + i +
+
™ e T gy & 1
£ + L F
8 + + i3 +
= + + 4 8
_ o . +
g . i B!
+ +
4 g ol
-8 y=-X £ 4
1H + - Points ol g est définie &
_ o
10 T T p T T T T T y T J T : ! ) : i J I I
i - B 3 4 5 B 7 B g 10

FIGURE 0.3 — Délimitation du domaine de g

3) La fonction h : (z,y) — +/In(z — y) est définie dés que In(x — y) est défini et est positif
ou nulle, i.e. dés que z —y > 1 i.e. dés que y < z — 1. Il s’agit du domaine représenté
par les points verts sur la figure suivante (ici la ligne verte est incluse dans le domaine

de h) :

12



Domaine de définition de h
12 o

y=x-1
- H- + -+ Points od h est définie
10
_|
ot
o 4
il
L A
g +
& - i i .
e W B9
= 4 + + - + + o -l
+ 4 Ha 2
4 ol R i o
+ +
+ 4 + 4 E
+ A + + ot + i
¢ + + + 25 + %
2 - N E amk ¥ 5k WL
g + + + +
+ + =
+ + & i
o ot + T oA
* + H =
i + + T+
+ 6 §: *
n £ + T+
0 + + 73 % 4
e + + + +
+ it + + a0
5 i + T+
+ + + | g +
] + 74 + 4  Cud + d
n i + + + by a0
gl By M T B i P
0 1 2 3 4 5 6 7 8 M 1

®

FIGURE 0.4 — Délimitation du domaine de h

Exercice XI.

1) Soit la fonction
FoOR o R
(v,y) = 2%y +sin(zy)
Les dérivées partielles de f peuvent étre calculées en tout point (z,y) € R? et on a
& (w,y) = 2wy + y cos(xy)
V(z,y) € R?

%(x, y) = 2? + x cos(zy)

2) La fonction g : (z,y) — %jm(x) est définie dés que xy # 0, i.e. dés que x # 0 et
y # 0 et en peut calculer ses dérivées partielle en chacun de ces points en utilisant la
formule de dérivation des quotients :

(sin(y) — ysin(x))zy — y(asin(y) + y cos(x))

dg
2 . —
V(w,y) €R® 5wy #0, =-(,y) = 22

sinx  cosx
B 2

i T

13



Jg _ (wcos(y) 4 cos(x))zy — x(xsin(y) +ycos(z)) cosy siny
a_y(x7 )_ £C2y2 - y - y2 )
d’ou 9 _
2(s,y) = —sax — gz
V(z,y) € R?; ay #0, _
(0, y) = o — sy

En considérant % et g—i comme des fonctions de deux variables, on peut encore les
dériver et on remarque que

0% f 9% f

2 — —_— 1 e
Vi) € B2 S () = 20 4 cos(ay) — aysin(ey) = 52 (a,y)

De méme, avec g on remarque que

2 2

g o 9y

V(z,y) €R®; xy #0,

En fait, ceci est un fait général : sous une hypothese technique, toute fonction f : R? —
R vérifie

o*f  of

oydx  Oxdy’

C’est ce qu’on appelle le théoréeme de Schwarz.

Exercice XII.

1) Soit f: R — R dérivable et posons

g : R — R
(z,y) = f(zy)

Comme f est dérivable, on peut calculer les dérivées partielles de g :

Wo) € B G2a0) = o o) et 5%(wy) = of (o).

2) On remarque qu’on a

dg dg
2 _— = / = e
V(z,y) € R, o (z,y) = 2y f'(zy) yay(fﬂ,y)'

De plus, la relation f(Az) = A2f(z) valable pour tous A,z € R implique que 'on peut
recalculer les dérivées partielles de g :

V(z,y) € R?, g(z,y) = f(zy) = 2*f(y)

d’oul P
9 _
L (2,) = 20f(y)

14



De méme, on a

g—i(m,y) =27 f'(y).

Or, la relation trouvée plus haut 292 — y,a—g entraine alors
) ox dy

V(z,y) € R,

dg 0

V(e y) € B2 20 (y) = w(e.) =y () = 2 f (1),

En évaluant cette relation en x = 1, il vient finalement

Yy € R, 2f(y) = yf'(v),

comme souhaité. On a maintenant deux méthodes pour finir I'exercice :

x On peut anticiper sur le TD d’équations différentielles et résoudre I’équation
zf —2f =0.

Résolvons-la sur R*. D’apreés le cours sur les équations différentielles, les solutions
de cette équation sur R* s’écrivent f : x — k1e?™? = k2?2 avec k; € R. De méme,
sur R*, les solutions de cette équation sont données par f : z — koe?™* = koa?.
Comme on veut que f soit une solution sur R de I’équation et soit continue, on doit
avoir k1 = ko. Ainsi, les solutions sur R de I’équation différentielle xf" — 2f = 0 sont
données par

fraxw ka? keR.

Finalement, les seules fonctions f : R — R dérivables sur R telles que
YA,z €R, f(Ax) = N f(x)

sont les fonctions
f:x— ka?,

avec k € R un réel quelconque.

« Une autre méthode, beaucoup plus simple, consiste a évaluer la relation f(Az) =
A2 f(z) en z = 1 pour obtenir

VAER, f(A) = f(Ax 1) = A\2f(1).

Ainsi, en posant k := f(1), on obtient que les seules fonctions dérivables f : R — R
vérifiant f(Az) = A\?f(z) s’écrivent nécessairement

fraxw ka? keR.
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