UPJV L1S1 - Méthodes et techniques de calcul
UFR des Sciences Louis Pernas - Arthur Garnier

Feuille 5

Exercice 1.

On peut calculer directement les primitives a 1’aide des primitives usuelles (& connaitre par
coeur!) vues en cours.

e On a
/(3t2 +2t—1)dt = [* +* —t]; = 1.
0
e On a
i —cos(2t)]”
u/sm@mﬂ:[—fﬂ—q = 0.
0 t 0
e On reconnait une fonction de la forme % avec u : o — t2 +t + 4, donc on peut écrire

2 2t +1 5
————dt = [In(|t* + t +4|)]; = In(10) — In(6) = In -.
|| gt = 0 + 4 4D = n(10) ~ In() = In 5

On utilise la linéarité de 'intégrale pour écrire

2 2 2 2
/(t2+et—sint)dt:/ t2dt+/ etdt—/ sin(t)dt
0 0 0 0

= {t—] + [€'] + [cos(t)]s = 2 +e* — 1+ cos(2) — cos(0) = 2 + €” + cos(2) — 2.

On calcule

[— cos(t)]5 = 2.

Enfin, on écrit
/ L

t = [In(|t|)]=3 = —In2.

Exercice 1I.

Dans chaque cas, on donne u et v de classe C' sur [a,b] pour appliquer la formule
d’intégration par parties (& connaitre par cceur et fort utile!)



On pose u(t) := e’ et v(t) := 2t + 1 pour obtenir
1 1 1
/ (2t +1)e'dt = [(21%—1—1)6%—/ 2¢tdt = 36—1—2/ eldt =3e—1-2(e—1) =e+1.
0 0 0
On pose ici u(t) := —cos(t) et v(t) :=t + 4 pour obtenir
/(t+®mmwm:ﬁ@+®@m@@mg+/‘wqmﬂ:w+8.
0 0
On pose dans un premier temps u(t) := e’ et v(t) := t* + ¢ + 1 pour obtenir
4 A 4 4
/ (t* +t+1)efdt = [(£* +t + 1)e'], — / (2t + 1)efdt = 21e* — 1 — / (2t + 1)e'dt.
0 0 0

Pour calculer I'intégrale restante, on effectue & nouveau une intégration par parties avec
u(t) ;== e et v(t) := 2t + 1 et il vient alors

4 4
/ (2t + 1)e'dt = [(2t + 1)e']5 — 2/ eldt =9e* —1—2(e* —1) =7e* + 1.
0 0

Alinsi,

4
/ (2t + 1efdt = 21e* — 1 — 7e* — 1 = 14e* — 2.
0

On pose dans un premier temps u(t) := % et v(t) := t* pour obtenir

2 122t 2 2 2 2
ﬁ/ﬂﬁd:{ ] —/tﬁ&:ﬂ&—fﬂ—/t&w:%mg—/tﬁﬁ
-2 2 —92 -2 -2 -2

On pose ensuite u(t) := % et v(t) := t pour effectuer une seconde intégration par parties
et obtenir

2 te2t72 1 /2 1 [e2t 2 h(4
/ tetdt = || — —/ dt=et+et— - || = 2ch(4) — sh ),
_9 2 1., 2/, 21021, 2

et donc

/ 22 t?e*dt = 4sh(4) — (2(:h(4) - Shgl)) = gsh(él) — 2ch(4).

C’est plus astucieux ici, on pose u(t) :=t et v(t) := arctan(t) pour obtenir

V3 V3 V3o
/ arctan(t)dt = / 1 x arctan(t)dt = [t f:urctfsmn(t)](‘)/g - / dt
0 0 0o 1+t

1Y 2
= 3arctan(\/§)——/
0

—dt
2 1+1¢2

et la derniére intégrale ci-dessus est de la forme [ % et donc il vient

V3
T 1 T In4
arctantdt:\/gx———ln 1+ \/gz———.
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e On pose u(t) := —cos(t) et v(t) :=sin(t) et on écrit

/OZ sin’(t)dt = [— cos(t) s.in(t)]og + /0’2’ cos?(t)dt = /0’2“ cos?(t)dt.

On utilise ensuite la formule cos?(t) + sin®(t) = 1 valable pour tout ¢ € R et on écrit

2 T v 2
cos”(t)dt = 1 — sin?(¢)dt = dt — [ sin? =—— sin”(t)dt.
0 0 2 Jo
Ainsi, on obtient
/2 sin?(¢)dt = /2 cos?(t)dt = T_ /2 sin?(t)dt
0 0 2 Jo

/2 sin?(t)dt = _.
; 1

e On pose ici u(t) :==t et v(t) :=Int et on obtient

vl

et donc

/2 In(t)dt = [tIn(t)]? — /2 dt =2In2 — 1.

Remarquons qu’au passage, on a montré que la fonction t — tIn(t) —t est une primitive
de In.

e On pose u(t) :== % et v(t) :==In(t) :

2 $1* 8 7
/t21n(t)dt:[ } /—>< —dt = ln2 /—dt —In2— { ] = _—In2——.
. 9|, 3 9

Exercice II1.

Dans chaque cas, on laisse le soin au lecteur de vérifier que ¢ est dérivable sur |a, b[ et que
¢'(z) > 0 pour z €]a, b[ ot ¢ est la fonction donnant le changement de variable, de sorte que
I’on puisse appliquer le théoréme du cours. Un moyen mnémotechnique de retenir la formule

e(b)
/ e r)de = F(t)dt
©(a)
dans le bon sens est d’écrie que comme t = ¢(z), on a &L = ¢/(z), soit dt = ¢'(z)dz.

Attention, ce n’est qu’'une notation, je n’ai affirmé I’égalité mathématique de deux objets en
aucune facon !

En fait, on peut formaliser ce genre d’égalité, avec ce qu’on appelle les "formes différentielles”.
Elles sont introduites en L3 de Mathématiques. Ce n’est évidemment pas au programme de
['examen.

e Le changement de variable t = ¢* donne (x =0 = t=1letx =1 = ¢ =c¢cet
dt = e"dz = do = e "dt = 1dt)

/01 ¢ sin(e®)dz :/1 m?( Vi = /1 sin(¢)dt = cos(1) — cos(e).
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La fonction = ~ Sci‘r’;((”;)) n’est pas définie en 0 et tend vers +oo quand x — 07, donc
I'intégrale n’existe pas!

e Sit=Inz, alos dt = 9 donc dz = zdt = e'dt et donc

2 . 1 In2 _: t In2
/ sin( n(x))da: _ / sin( )etdt = / sin(¢)dt = 1 — cos(In 2).
1 0 0

T et

Sit = arctanz, alors dt = 1445, donc dz = (1 + 2?)dt = (1 + tan®(t))dt et donc

V3 . 2 273 2
arctan(z) t 9 /3 t*13 7
———dz = ——(1+t t))dt = tdt = |—=| = —.

/0 1122 F /0 1+tan2(t)( + tan’(£) 0 2], 18

Le changement de variable ¢t = sin(z) donne dz = \/fl—f7 et donc

w3

cos(arcsin(t))

/0’5 sin(sin(z)) cos(r)dr = /01 sin(t)ﬁdt = /01 sin(t)dt = 1 — cos(1).

Enfin, le changement de variable ¢ = e* donne ici

L 2e% 47 © 224t dt © 2 +1
0 e +er+1 L PHt+1t L PPHt+1

e2+e+1)

:[ln(\t2+t—|—1|)]§:ln(62+e+1)—ln3zln( 3

Exercice I'V.

1) a) La fonction f:z — Ifjg;arﬁ est définie partout ou 2% — 5z + 6 # 0. Ce trinome est

de discriminant A = 1 et de racines 2 et 3; donc f est définie partout sauf en 2 et
3:

Dy =R\ {2,3} =] — o0, 2[U]2, 3[U]3, +o0.

On décompose ensuite la fraction rationnelle f en éléments simples. Pour ceci, on
commence par faire la division euclidienne du polynéme 22 + 1 par 2% — 5z + 6 :

1
x2—5x—|—6) x? +1
—22+52—6
5 — 5
d’ont
2>+ 1= (2> -5r+6)+50—5
et donc

(@) r?+1 n 2T — 5 14 5T — 5
1) = — - = .
x2 —5xr+6 x2 —5xr+6 (x —2)(z —3)




Par le théoréme fondamental sur les fractions rationnelles, il existe donc a,b,c € R

tels que
c
f(x)ia+x—2+:c—3'

On a déja a = 1. Pour trouver b, on multiplie 1’égalité ci-dessus par x — 2 pour
obtenir . . ( 2)

—2)=(x—2 = —2)+b+ —-7%—.

@ —2) = (6 9f() = alw—2) + b+

En évaluant cette derniére égalité en z = 2 on trouve b = —5. De méme, en mul-

tipliant 1’équation ci-dessus par x — 3 et en évaluant en x = 3, on trouve ¢ = 10.
Enfin, on calcule que
5 10 (r—2)(xz—3)—5(x—3)+10(z — 2)
r—2 -3 (r —2)(x—3)

= f(2).

b) Grace a 'expression

) n 10
xr—2 x-—3

Vo #£2,3, flz)=1—

on peut calculer fol f(t)dt. On écrit

! 2| ! 5 10
/f(t)dt:/ ;dt:/ I
| P _sit6 ), 12 i=3

=1-5[n[t—2|];+10[In|t—3[]y =1+5m2+10In2—10In3 =1+ 15In2—101In 3

et finalement

1 1 t2+1
Ndt= [ —— " @t =1+15n2— 10In3.
/Of() /0t2—5t+6 o .

2) a) La fonction g : x — % est définie dés que (x + 1)*(z — 1) # 0, i.e. dés que
x # +1:
D, =R\ {£1}.

Ensuite, on procéde essentiellement de la méme facon que précédemment. On écrit

z—1

B rrt-z-1) 2! + 22 +1
—at =2+t

— 34222+ +1

2 +a?-r-—1

R
d’ou
1= (- D((z+1)*x—1))+ 322
et donc
ozt +1 _(m—l)((x+1)2(x—1))+3a72_I_ 322
9@ = o) (z+1)2(z — 1) = e Sy
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Par le théoréme fondamental des fractions rationnelles, il existe a,b,c,d,e € R tels

que
c d e

= b .
g(x) = ax + +x—|—1+(:c—|—1)2+x—1

Ici, on a déja a = 1 et b = —1. Ensuite, pour trouver d on multiplie par (z + 1)?
I’égalité ci-dessus et on obtient

3a2 e(x +1)2
(@ + 1%z — 1)+ - D@41 4wt 1)+ D
x—1 z—1
et en évaluant ceci en x = —1, on trouve d = —%. De méme, en multipliant ’égalité

par x — 1, on a

5 322 , clx—1) d(z—1)
(x—l) +m—($—1) + iL‘—i—l +<x+1)2+6.

Evaluant ceci en z = 1, il vient alors e = %. Il ne nous reste qua trouver c. Cette

fois-ci, multiplier 1’égalité par x + 1 ne fonctionne pas, a cause du facteur en ﬁn?
On peut tout redévelopper, puis identifier terme a terme, mais c’est long! On va

plutot utiliser les limites. Multiplier I'égalité par x 4+ 1 donne

x4+x2+1+ 3 (& + 1)glx) + 3
= (x r)+ —0—
22—1 20+l Ty

1
:c+(:v2—1)+—1

Ainsi, en prenant la limite quand x — —1, il vient

c= lim

1 3 t422+1 ) x4+x2+1+ 3
x—>—1x—|—1

G — a—-1 22— 1 2z +1)

Pour calculer cette limite, on écrit la division euclidienne de 2* + 22 +1 par 2 — 1 :

%+ 2

?—1) 2t 42241
— gt 422

222 + 1

— 222 42

3

d’ou
e+ 1= (2 - 1)(2® +2) +3.

De cela, on tire

3.3
21 2w +1)

.t 4?41 3 o
c= lim + = lim z“*+2+
z——1 g2 —1 2@ +1) a1 T

1+ 1 9
3( A 2(:&—1)) 3( +xl>n—112(1}—1)) 4

et donc, ¢ = %. Finalement, on a obtenu

2?41 9 3 3
A +1 = =r—1 _ _
SEaR el prova T oy Sl A R R Ty s ey AT




b) On peut utiliser cette expressions pour calculer fo t)dt comme suit
2 2 9 [z dt 3 [7 dt 3 (7 dt
Hdt= [ (t—1)dt+ = ———/ — - [ —
/Og(> /0< Al A 20(t+1)2 1), t-1
t? * 9 1 :
- [E‘t]o e+ 1D + 5 | } S~ 113
3

11 9 3 3 (2 7 9
_ - — — —_ —_ —_ _ —_ = —_ —— —_ 1
g 2+41n(2>+2(3 1> 412 8—1—41113 3In2,
d’ot, finalement

1 1
2 T ottt 4+l 79

t)dt = dt = —= +>In3—3In2.
/09() /0 (t—1)(t+1) gtam t

N

l\DIOD

Exercice V.

1) Soit € R et distinguons deux cas. Si f(z) > 0, alors f*(z) = f(z) et f~(z) =

donc fT(z) — f~(x) = f(x). Si f(x) <0, alors fT(x) =0et f~(x) = —f(x) et donc
ft(z) — f~(z) = f(x). Dans tous les cas, on a bien f*(z) — f~(x) = f(x) pour tout
z € R.
Ensuite, si € R est tel que f(z) > 0, alors |f( )= flzx) = fT(z) = f(x)+ [ (x).
Si f(z) <0, alors |f(z)| = —f(x) = f~(z) = f~(z) + f1(z). Dans les deux cas, on a
bien |f(x)| = f*(x) + f~(z) pour tout z € R. Au passage, on a montré que f* = WTH
et f[7 = WT_f

2) La linéarité de 'intégrale et ce qui précéde permetten d’écrire

/abf(t)dtzfabﬁ(t)—f‘(t)dt:/abf+(t)dt—/abf—(t)dt

De méme, on trouve que

/ )t = / et / (0t

3) Enfin, la positivité de f* et f~ et Pinégalité triangulaire classique donnent

b b
f(t)dt’ = (t)dt — / f(t)dt’ < (t)dt’ + (t)dt‘
b b b
= [ [ rwae= [ i
Exercice VI.
On fait le changement de variable y = a + b — x dans l'intégrale (et alors dx = —dy) pour

obtenir
[ et = - /b a+b—y)flatb—y)dy = (atb) [ 1was= [ viwa,
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ce qui entraine

2/abxf(x)dx = (a+b) /abf(m)dx

/abxf(:p)da: _¢ ; b /abf(x)dx.

et donc

Exercice VII.

Soit x €]a, b[ tel que f(xy) > 0. Comme f est continue en xy on a lim, ., f(z) = f(xg),
donc il existe n > 0 tel que

f(xo)'

Vx €|z —n,x0 + n[C [a,b], f(x)> 5

Ceci dit, comme f est positive, on a

b xo+n o+ £(p T
[rwacz [ wars [ 00— 2180 sy >0

0—"n 0o—"n 2

et donc

/bf(t)dt > 0.

Exercice VIII.

1) Pour tout n € N*, la fonction f, : t = 15 est définie et continue sur R, donc admet

(14¢2)m
des primitives, donc 'intégrale

oo dt
b= [

est bien définie pour tout z € R. De plus, elle définit une fonction dérivable sur R
puisque c¢’est la primitive de f,, qui s’annule en 0 et on a

1

2) C’est astucieux! On écrit

S| S v 1 t2
I,(x) = —dt= —dt = dt
(I) /O (1 + t2)n A (]_ + t2)n+1 /O (1 + t2)n+1 + (1 + t2>n+1

/1’ dt N /“"’ t2 0t = 11 () + /w t2dt
= _— _—_— e n X _—
o (L)t Jo (L4 82)+t o o (L+22)+

Pour calculer cette derniére intégrale, on effectue une intégration par parties en posant
u(t) == m et v(t) :== £ pour obtenir

/ox ﬁdt - /0 u'(E)o(t)dt

8
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_—_f+i/”‘";dt_i L) — —%
Con(l4+a)r 2n )y (L) 2n \ U (1422 )

Finalement, on a obtenu

* 1 —l'
Yn e N Ve eR, I,(x) = n+1(93)+% ([n(x) - <1+x2)n)
soit encore
Vn e N*, Vo € R, I1(z) = 1—11()+ -
n , Vx y Int1(T) = on ) x on(l + 22)"

3) Pour I; on a une primitive qui est ¢ — arctan(t) :

dt
1+ t2

= [arctan(t)]; = arctan(z).

Ve e R, I1(x) = /
0

Ensuite, on peut utiliser la relation de récurrence prouvée ci-dessus et écrire

1 x arctan(z) x
Ve e R, Lz) = =1 = :
reR, I(z) 5 1(x) + 201 + 22) 2 * 2(1 + 22)
De méme, on a
3 T 3arctan(x) 3x x
Ve €R, Ii(z) = T = |
z € R, Lix) = L(x) + 41+ 22)2 S 8(1tad) a1t

Exercice IX.

Par définition, on a
Vi € [a,b], m < f(t) <M

et en intégrant cette inégalité sur [a, b, on obtient par positivité de l'intégrale

m(b—a):/abmdtg/abf(t)dtg/abMdt:M(b—a)

donc
1

b
< — t)dt < M
m< s [ <

d’otu le résultat.
La quantité ﬁ fabf(t)dt est appelée "valeur moyenne de [ sur [a,b]". Elle permet de définir
proprement la notion de moyenne en théorie des probabilités.



Exercice X.

a) Soient f:R — R continue impaire et a > 0. Par changement de variable (¢t = —x), on

a B T

De plus, la relation de Chasles donne

(;f(t)dtz/if(t)dtJr/oaf(t)dt:/Oaf(—t)dt+/0af(t)dt

- [ @+ sena-o
0 T

b) De méme icisi f: R — R est continue paire et @ > 0, le changement de variable t = —x

o | T

et, en utilisant la relation de Chasles, il vient

ﬂlf dt/f dt+/f t)dt = /f dt—l—/f
- [ o+ seopar=2 [ o

,2]"

¢) Ca peut paraitre évident, mais ¢a ne 'est pas! Soit f : R — R continue et périodique
de période T' > 0. et soit a € R. Supposons tout d’abord que a € ZT (i.e. a est un
multiple entier de 7). Le changement de variable x = ¢ — a permet d’écrire

/aa+Tf(t)dt=/OTf($+a)dx=/OTf(x+nT)dx:/on(x)dx

Ensuite, si a n’est pas multiple entier de 7', alors il existe un entier n € Z tel que
nT € [a,a + T] (prendre n := E (%) avec E la partie entiére). La relation de Chasles

donne alors . - .
dt = d dt.
[ rma= [ rwars [

Puis, en effectuant le changement de variable x = ¢ + 1" dans la premiére intégrale, on

trouve (n+1)T (n+1)T
/ f()dt = / flz+T)dz = / f(z)dx,

a+T
donc, en appliquant a nouveau la relation de Chasles,

/a ot = / in:)T F)dt + / TT F()dt = / :H Dt = / )

ou la derniére égalité provient du cas o a est un multiple entier de T'. Ceci achéve la
démonstration.
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Exercice XI.

C’est un exercice difficile. Rappelons que l'on dit d’une fonction f : [a,b] — R qu’elle est
convexe sion a

Va,y € la,b], YA € [0,1], f(Az+ (1 = N)y) < Af(z) + (1 = N)f(y).
En particulier ici, on a
Vi e [0,1], f((1—t)a+tb) < (1 —1t)f(a)+tf(b).

Ceci étant, on calcule

t[fw&—£§3ﬂ®+ﬂ®%i[(ﬂﬂ—ﬂﬂgﬂ@)&

/f )t - / L) + (1= ) f(a))dt

:Afm—m+W—W@+u4vww.

D’apres I'inégalité de convexité ci-dessus, on en tire

auwwﬁwnzlg«r%m+ww¢9—wﬂw+wwugo

b b
[ st < 50 @) + 1)
Etudions maintenant le cas d’égalité. Comme la fonction
t= f((1=t)a+1tb) — ((1—1)f(a) +1f (b))

est continue et négative sur [0, 1], I'exercice VII assure que si son intégrale est nulle, alors elle
est identiquement nulle, i.e.

d’ou

VO <t <1, f((1—ta+th) = (1—t)f(a)+tf(b),

VO <t <1, fla+t(b—a)) = fla) +t(f(b) = f(a)).

Il reste a identifier les fonctions vérifiant ceci. Tout d’abord, on va voir que de telles fonctions
sont dérivables sur |a, b[. Soit x €la, b que I'on écrit z = a+t(b a) pour un certain ¢t € [0, 1].
Soit h > 0 tel que x4+ h € [a,b]. Le réel x + h s’écrit lui aussi © +h = a+t'(b— a). Trouvons
t. On a

at+tlb—a)+h=x+h=a+t(b—a) = t'—t)(b—a)=h = t’:t—i—b :
—a
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Ensuite, on calcule

fleth)—flx)  flat+t(b—a)) - fla+t—a))

h h

_ [la) +U(f(b) = f(a)) ; fla) —t(f(b) — f(a)) _ t’}:t(f(b) ~ fla)) = f(bz— fla)

Ceci étant vrai pour tout h > 0 tel que z + h € [a, b], on en déduit alors que

i J@ 1) = S(@) ) = f(a)
h—0 h b—a

YV €la,bl,

Ainsi, f est dérivable sur |a,b] et on a

F(b) ~ f(a)

Vo €la,b], f(x)= —

Ainsi, f s’écrit
b) — f(a
Vo € [a,b], f(x)= MSE—FC, ceR,
—a
autrement dit, f est une fonction affine. Réciproquement, si f : x — Az + p est affine, alors
on a bien

b? — a? b—a b—a

+u(b—a) = T(A(a+b)+2u) =

b b
[ st = [ Ot pyar = (F(@)+ 1))

Finalement, les seules fonctions convexes vérifiant fab f(t)dt = 2(f(a) + f(b)) sont les
fonctions affines.

Le fait d’approcher lintégrale fab f(t)dt d’une fonction continue f sur [a,b] par le nombre
ba(f(a) + f(b)) est une des nombreuses méthodes d’intégration numérique. On Uappelle
"formule des trapézes”. Le but de cette discipline est de calculer des valeurs approchées de
quantités difficiles (voire impossible) & calculer explicitement, comme par exemple l'intégrale

! 2
/ e dt,
0

tout en estimant au mieur l'erreur commise par l'approzimation. On peut montrer (c’est
difficile!) que si f est de classe C%, alors il existe £ €la, b| tel que

b —u DAY
[ st =50 @)+ oy = -E 5 )

Une formule encore meilleure est celle de Simpson :

[ =220 (s ar (50) + ).

L’obtention et I’étude de ces formules est menée en L2 de mathématiques, dans le cours
d’analyse numérique. Encore une fois, rien de tout cela ne sera a ’examen.
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Exercice XII.

1) Calculons Paire comprise entre les courbes d’équations y = 22 — 8 + 14 et y = —2? —

4z 4+ 15 entre les réels a et b > a. Elle s’écrit
b
/ 2% — 4t — 1dt‘

2
g(a2+ab+b2)—2(a+b)—1‘.

b
/ (12 — 8t 4 14) — (—t* — 4t + 15)dt’ =

2 b
[—t?’ — 2% — t}
3

a

=(b—a)

2) De méme, on calcule

[ ot f(t)dt' _

/0” sin(t) — sin(t) COS(lf)dt’ _

/ sin(t)(1 — cos(t))dt’ |
0
En faisant une intégration par parties, on trouve que
/ sin(t) cos(t)dt = [sin?(¢)]7 —/ cos(t) sin(t)dt
0 0

soit -
/ sin(t) cos(t)dt = 0
0

et donc

/0 " sin(t)(1 — cos(t))dt‘ _

/07r Sin(t)dt‘ = |[~ cos(t)]F] = 2.

Exercice XIII.

1) Comme on a F' = ma(t), on peut trouver la vitesse v par intégration de 1'accélération
et obtenir

v(t) = / a(s)ds = %(t —to) + v = %(t —to).

to

Ensuite, on peut encore intégrer pour obtenir
t t t—t
F F 0 F
z(t) = / v(s)ds = —/ (s —tg)ds = —/ sds = —(t — tg)*
to m Ji, m Jo 2m

2) Sia(t) = cos(mt) et vy = %, alors on a d’aprés ce qui précéde

sin(mt) 1

v(t) = /Ota(s)ds = /Ot cos(ms)ds = - + o

De méme, on en tire

1 —cos(mt) ¢t 1 —cos(mt) ¢t

t
x(t):/o v(s)d3:—+—+x0:T+—.

2 27 s
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On en déduit en particulier la vitesse moyenne de 'objet entre les instants 0 et ¢ :

I t) 1-— t) 1
U= —/ v(s)ds = 2(t) = cos(rt) + —.
t Jo t tr? 27

Exercice XIV.

1)

Nous n’avons pas besoin d’intégrale pour résoudre ce probléme. On cherche le centre
de gravité (ou barycentre) de la barre. Si 'on note A le point de masse 3kg, B l'autre
point de masse 12kg et G leur centre de gravité, alors, comme on doit avoir la relation

3GA+12GE =10

soit, en supposant que 'abscisse de A est nulle, que celle de B vaut 2 et que celle de G
vaut g € [0, 2], alors il vient

24 8
30—g)+122—9)=0 = 24=159 = 9=1=5=L6
Ceci est cohérent puisque dans ce cas la distance entre A et G vaut 1.6 = 4 x 0.4 qui
vaut quatre fois la distance entre G et B. Ainsi, le point d’équilibre est situé a 1, 6 métre

de la masse de 3kg.

C’est la méme idée mais cette fois la densité linéique n’est plus homogéne, on a donc
besoin du calcul intégral : on cherche u € [20,30] tel que

u 1 30
/ (x —19)dz = —/ (x —19)dx
20 2 J2

i.e. en posant y = x — 19 dans les deux intégrales,

ou encore )
11

1
2 2 2
Ceci entraine (u—19)? = 61 donc u — 19 = /61 et donc I'abscisse du support doit étre

(u—19)* -1

u =19+ v61 ~ 26.81.
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