UPJV L1S1 - Méthodes et techniques de calcul
UFR des Sciences Louis Pernas - Arthur Garnier

Feuille 6

Exercice 1.

Rappelons que les solutions de I’équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre
a(z)y’ + b(z)y =0
s’écrivent
y:x— ke EeR

avec G une primitive de —%. Dans la suite, pour désigner que F' est une primitive de f,

on écrira F(z) = [ f(t)dt. Attention, ce n’est qu’une notation et en aucun cas une égalité
mathématique !

Dans ce qui suit, la méthode est toujours la méme : on commence par résoudre ’équation
homogéne associée, puis on cherche une solution particuliére de I’équation avec la méthode
de "variation de la constante".

e [’équation homogeéne associée a I’équation différentielle
2 +3y=a*+zx+1
s’écrit
2y + 3y = 0.
Ses solutions s’écrivent y,(x) = ke~2' avec k € R. Pour trouver une solution particuliere
de I’équation, on pourrait utiliser la méthode de variation de la constante, mais ici

comme ¢’est un polynome, on peut la chercher sous la forme y,(z) = az? + bz +¢. On a
y,(z) = 2ax + b et comme y, doit vérifier 'équation, on doit avoir

2? + x4+ 1 =2y, + 3y, = 3az® + (4a + 3b)z + 2b+ 3¢

d’ou
1 1 11
= c=—.
3 9 27

Ainsi, les solutions de I’équation sont les

: 2 11
Vo € R, y(x) = yn(z) + yp(z) = ke 3! 4 % - g + 57 k € R.

e [’équation
2
Y +2y = (2° + 1)e”
admet pour équation homogéne
y+2y=0



dont les solutions sont les y,(z) = ke™2*. Pour la solution particuliére, on utilise la
variation de la constante et on suppose que y, s'écrit y,(z) = k(z)e™* avec k une
fonction dérivable sur R. On calcule

(2% + 1)e” = y + 2y = K (2)e™* = 2k(x)e ™ + 2k(x)e " = K (x)e™>",
dott K(z) = (2° + 1)e* % = (2° + 1)e@*? et donc k(z) = [; (£ + 1)e!*?dt. On en
déduit que les solutions de I’équation s’écrivent

Vz € R, y(x) = e * (k +/ (t* + 1)et(t+2)dt) , keR.
0

I’équation homogéne associée a
y' +y = sin(z) — cos(x)

est
y+y=0

dont les solutions sont
yn(z) = k°—x, k € R.

Pour la solution particuliére, on utilise la variation de la constante : y,(z) = k(z)e™" et
on a
sin(x) — cos(x) =y, +yp = k' (x)e™?,

d’on k'(x) = (sin(z) — cos(z))e®. En faisant une intégration par parties, on a
k(x) = / (sin(t) — cos(t))e'dt = [(sin(t) — cos(t))e']s — / (cos(t) + sin(t))e'dt
0 0

= (sin(z) — cos(x))e® + 1 — /Ow(cos(t) + sin(t))e'dt.

Puis, en effectuant de nouveau une intégration par parties, il vient
/ (cos(t) + sin(t))e'dt = [(cos(t) + sin(t))e']s — / (cos(t) — sin(t))e'dt
0 0

= (cos(x) + sin(x))e® — 1 + /Dx(sin(t) — cos(t))e'dt
d’ou . .
/0 (sin(t) — cos(t))e'dt = 2 — 2 cos(z)e” — /0 (sin(t) — cos(t))e'dt
et donc

/Ox(sin(t) — cos(t))e'dt = 1 — cos(z)e”.

Ainsi, une primitive de z — (sin(x) — cos(x))e” est donnée par x — — cos(z)e”. On en
déduit les solutions de I’équation

Ve e R, y(x) = yp(x)+y,(x) = ke " +k(x)e ™ = ke”“—cos(z)e”“e” = ke”*—cos(z), k € R.



Exercice 1I.

e [’équation homogéne associée & I’équation
ytay=u
est
Y +ay=0
Ses solutions s’écrivent ,
yn(z) = ke 7, ke R.

Pour le solution particuliére, on peut utilise la variation de la constante, ou bien remar-
quer tout simplement que la fonction constante égale a 1 est une solution particuliére.
Les solutions de ’équation sont donc les

Ve eR, y(z) = ke +1, keR.
e Ici, 'équation homogéne associée a
y + 3%y = 622
est donnée par
y +32%y =0

et ses solutions s’écrivent
3
yn(z) =ke™ | k €R.

On remarque ensuite que la fonction constante égale a 2 est solution de I’équation et on
obtient alors toutes les solutions :

Vo eR, y(z) =ke™ +2, keR.

e L’équation différentielle
Y +e Ty = et
admet pour équation homogéne
Yy +ey=0
et ses solutions s’écrivent
yn(z) = ke* ", k €R.

Pour la solution particuliére, on fait varier la constante : y,(z) = k(x)e® "~ et on écrit

—1 —T

e =yy(x) + e Tyy(x) =K (x)e® ",

d’ou k'(x) = z et donc k(x) = % Ainsi, les solutions de 'équation sont

1'2

Ve e R, y(z) = </<:—|—3> e“ ", keR.



L’équation homogéne associée a I'équation différentielle
(1 + [E2)y/ —y = 6arctam(;t)

est
(1+a2%)y —y=0
et ses solutions sont “
yn(z) = kel 5 = keretan(@) ke R.

Pour la solution particuliére, on utilise la variation de la constante et on écrit, avec
yp(x) _ k,(l,>€arctan(x)7
) = (14 )y () — gy ()
_ (1 + xQ)k/(x)earctan(x) + k,<x)€arctan(x) . k,(a:)earctan(:r:) _ (1 + x2)k/(x)earctan(as)’

d’ou k'(z) = 17 et k(z) = arctan(x). Ainsi, les solutions de I'équation s’écrivent

Ve € R, y(z) = (k + arctan(z))e*™@ L ¢ R.

Exercice II1.

1)

La fonction A : x — xIn(x) —  est définie, continue et dérivable sur R* et on a
Vz e R}, A'(z) =In(z)+1—1=In(z).

Ainsi, A est une primitive de In.

Soit 1’équation différentielle homogéne
Y —In(x)y = 0 (EH)
On cherche les solutions de sur RY. On a
yh<x> _ k,efln(t)dt _ keA(;t) — ket (@) -z _ kie ™ k€ R.

Posons y,(z) := K(z)e*™®=* pour K : R% — R une fonction dérivable. Si y, est
solution de I’équation
y —In(z)y = ze*M@-T (E)

alors on a
£ =y () — Iy, () = K ()t ")

d'ot K'(x) =z et K(z) = % Une solution de est donc

C’est du cours! Si y est solution de sur R%, alors y — y, est solution de (EH) sur
R?% et donc y s’écrit

2

2
Vo >0, y(z) = yn(z) + yp(x) = (k + %) e?ln@)—e — (k + %) e k eR.

4



Exercice 1IV.

1)
2)

La fonction z — ”2 est définie sur R\ {—1}.
Soit I'équation dlfferentlelle

(24 1)y — (2 +2)y = a(a + e’ (E)

z+2

Pour la résoudre sur un intervalle I C R, on doit calculer une primitive de = +1’

donc I ne soit pas contenir —1. Les plus grands tels intervalles sont | — oo, —1[ et
] = 1,400[. Ce sont donc les deux intervalles sur lesquels les méthodes de résolution
s’appliquent.
Résolvons d’abord sur | — 1, +ool[. Sur cet intervalle, I’équation est équivalente
a I’équation
/ T+ 2 x
v n Y = we”.
L’équation homogéne associée est alors
, T+2
r+1
Les solutions de cette équation s’écrivent

Vo > —1, yu(z) = kel = el T mrdt = pertinletl] — peatin(atl) k(z+1)e®, ke R

Yy = Y=

Pour la solution particuliére, on utilise la variation de la constante ; on cherche y, sous
la forme y,(z) = k(z)(x + 1)e” et on écrit
x4+ 2
x+1

yp(x) = K'()(z + 1)e”

—In|x + 1] = 2 — In(z + 1). Les solutions

ze” =y, (x)

2 =1— -5 et donc k(z) =

] — 1, +o0[ s’écrivent donc

Ve>—1, y(z) = (k+x—In(x + 1))(z+ 1)e*, k €R.

d’ou k’( )
de sur

On résout ensuite sur | — oo, —1[. L’équation homogeéne

, T+2
y_
r+1

y=20
admet pour solutions
Ve < —1, yp(z) = ke? Tl = pertinCe=l) — _ gz 4 1)e*, k€R
ou encore, en posant k= —k:
Vo < —1, yp(z) = k(z + 1)e”

Pour la solution homogéne, on utilise la variation de la constante : y,(x) = E(z)(z+1)e”
et on écrit

re’ =y (r) — . 1yp(aﬁ) =k'(z)(z+ 1e
d'on K (z) = m 1—met donc k(z) =z —In|z+ 1| = 2 — In(—z — 1). Ainsi, les
solutions de ur | — oo, —1[ s’écrivent

Ve < —1, y(w) = (k+z—1In(—z—1))(z + 1)e*, k € R.
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4) Si y est une solution de sur R, alors par ce qui précéde, il doit exister k,% € R tels
que

(k+z—In(—z—1))(z+1)e* si z<—1

e e B\ (1) o) = { (7T CEm Il e

La fonction y doit étre définie et continue en —1. On calcule

lim y(z)= lim (k+z—In(—z—1))(z+1)e* =0
rz——1" T——1"
ainsi que
lim y(z)= lim (k+z—In(z+1))(z+1)e" =0

z——11 r——171

ces deux limites étant calculées par croissances comparées (i.e. en utilisant lim, o+ x In(z) =
0). Ainsi, pour que y soit continue en —1, il faut poser y(—1) = 0. Il faut ensuite que y
soit dérivable en —1. On calcule

— (=1 ~
lim y(x) —y(=1) = lim (k+2—In(—x—1))e” = +o0.
z——1- r+1 z——1-

Ceci montre que y ne peut étre dérivable en —1, donc qu’il n’existe pas de solution de
définie sur R : I'ensemble des solutions définies sur R de est donc ’ensemble
vide.

Exercice V.

a) Soit 'équation

(z—D(x+1)y — Bz +1)y=3(x—1)> (E)
On peut la résoudre sur tous les intervalles ne contenant pas £1. Les plus grands tels
intervalles sont | — oo, —1[, | — 1, 1] et ]1, 400[. On va résoudre sur chacun de ces

intervalles. Remarquons que sur chacun de ces intervalles, 'équation (E)) est équivalente
a I’équation

3r+1 x—1
r_ =32 - E’
Y (x—l)(x—i—l)y r+1 (E)
et son équation homogéne associée est alors
3r+1
r_ =0 EH’
YT oD@+ (EE)

e Sur | — oo, —1[, 'équation (EH’) admet pour solutions

3t

Ve < -1, yp(z) = kee! (t—1>Tt1+1>dt7 ke R.

On doit alors calculer une primitive de t % Pour cela, on décompose cette
fraction rationnelle en éléments simples
dr+1 a b
= +

(x—1D)(z+1) z—-1 x+1



On peut multiplier les deux membres de cette égalité par x — 1 et évaluer en x =1
pour obtenir a = 2 et de méme, on a b =1 et

3r+1 2 n 1
(z—1)(z+1) z—-1 z+1

On en déduit que

3t+ 1 dt dt
S VN T S 1].
/(t—l)(t+1) /t—1+ i1 izl nfe+ 1]

Ici, comme r < —1l,onax—1<0et x+1<0, dou
Vi < —1, yu(z) = kel lo-litinle+ll — pe2in(-a)tin-o—1) — (1 22(z+1), k € R,
ou encore, en remplacant k£ par —Fk :

Vo < =1, yu(z) = k(z + 1)(1 —2)?, k€ R.

Pour la solution particuliére, on utilise la variation de la constante et on écrit

z—1 3r+1
g1 W T e @ @0 - et
dou K'(z) = m La encore, il nous faut décomposer cette fraction rationnelle

en éléments simples

a b c
A+ —1 z+1 (Qtaf z-1

Avec la méme méthode que précédemment, on trouve b = —% et c = %. Pour trouver
a, on écrit
3(1+x b(l+x clr+1 3 3
a = lim (1+) —(+)—(+):lim

e AP —1 (427 o-1 S{+a)@—1 20+

. 6+ 3(x—1) . 3(z+1) _ 3 3
= hm = ]1m = lim —— = ——
e>-12(x 4+ 1)(z—-1) «>-12(x+1)(z—1) 2--12(z—1) 4
et donc
3 3 3
(14+2)2(x—1) 4(1+2) 201+2)2 4(1—2)
On en tire que
3 3 3 3
- — S Ny PR |
k(x) /(1+t)2(t—1)dt 4n\ +$\+2(1+x)+4n\x \
3 3 3
= (e D4+ >+ 21 —a).
4n( x )+2(x+1)+4n( )
Finalement, les solutions de sur | — oo, —1[ s’écrivent
Ve < =1, y1(x) = —§ln(—x -1+ L + §ln(l — )+ ki ) (1—2)*(2+1), ky €R
=T 2c+1) 4 ! e



e On proceéde de méme sur | —1, 1] en faisant attention aux changements de signes dans
les logarithmes. Les solutions de (EH’) sur | — 1, 1[ s’écrivent toujours

Vo el — 1,1, yu(z) = k(1 — 2)*(1 + ), k € R.

Ensuite, pour la solution particuliére, on utilise la variation de la constante, on trouve

que K'(z) = m et, avec la décomposition vu ci-dessus, cela donne

~ 3 3 3
() = —21 U+ —2 4 21—
(x) 4n]$+ ]+2<x+1)+4n] x|
3 3 3
S Dt —2 4+ 21— 2).
gle )+ gy i -2)
Ainsi, les solutions de (E’) sur | — 1, 1] s’écrivent
V—1<x <1, yo(x) 31( +1)+ ’ +31(1 )+ ko | (1—2)*(z+1), kg €R
1<z z)=|—-In(x —+-In(l -2z —x)%(x .
)y Y2 1 2w+ 1) 4 2 y K2

e On utilise toujours le méme procédeé : les solutions de (EH’)) sur |1, +oo[ s’écrivent

Vo > 1, yp(z) = k(1 — 2)*(1 + 2), k € R.

Puis, en_utilisant la variation de la constante, on trouve la solution particuliere
yp(z) = k(2)(1 — 2)2(1 + z) avec
= 3 3
k(x) =—-1 1|+ ——
3 3 3
=—-1 N+ ——+-In(z—1).
Pt Dt gy T yle =)

Ainsi, les solutions de sur |1, +o00] s’écrivent

3

3 3 3
Ve > 1, ys(x) = (_Z In(z+1) + Ao+ + In(z — 1) + kg) (1—2)*(z+1), ks € R.
On a ainsi résolu I'équation (E|) sur les intervalles | —oo, —1[, | — 1, 1] et |1, 4-o00[. Il nous
reste & voir gi 'on peut recoller ces solutions en —1 et en 1, de sorte a ce qu’elles soient
définies sur R. Supposons donc qu’on ait une solution y de , définie sur R. Par ce
qui précéde, il doit exister kq, ko, k3 € R tels que

—Aln(—z -1+ s+l —2)+ 8 si z<-1

4 2(z+1)
Vo # 41, y(z) = 3(1—2)*(z+1)x{ —iln(z+1)+ m +im(l-2)+%2 si —1<z<1
—iln(x—l—l)%—m%—}lln(x—l)—l—% si <z

Tout d’abord, on doit déterminer les valeurs possibles de y en £1. On calcule, a Iaide
de 'expression de y donnée ci-dessus,
li =6= 1i
A v =6= In, vl
ainsi que
lim y(z) =0= lim y(x).

T—1- r—1+



Donc, pour que y soit continue sur R, on doit poser y(—1) = —6 et y(1) = 0 et donc, y
s’écrit, pour tout z € R,

;

3(1—2)%(z+1) <—i1n(—x—1)—1—@—1—%11&(1—@—#%1) si < —1
6 si z=-—1
y(z) =< 3(1—z)*(x+1) <—}lln(m+1)+m+}lln(1—x)+%2> sio—l<x<l1
0 si r=1
| 30 -2+ ) (<im@+ )+ g+ i — 1)+ 4) s 1<e

La fonction y ainsi obtenue doit également étre dérivable sur R. Elle est clairement
dérivable sur R\ {£1} =] — o0, —1[U] — 1, 1[U]1, +o0]. Il reste & voir si elle est d’erivable
en —1 et en 1. On calcule

ya) —y(=1) | yle) =6

lim &~—F—F—2— 7 —
r——1" T + 1 z——1— T + 1
3 3 3 6
 dim (=S — (1 — )k ) (1 — 1) —
xfi( g =D gy gl —a)+ 1)( S
3 3 6 3
= 1 ——In(-1— — — —In(1 - ki) (1-2)* = —
H”Ei( 7 St provar s el vy e s TR R 5””1)( z)" = —o0

Ceci montre que y ne peut étre dérivable en —1; on ne peut donc pas recoller les
solutions en —1. Pour un éventuel recollement en 1, on calcule

i @) —y@) o y(@)
z—1— r—1 z—1-x — 1

(—%ln(:c + 1)+ 525 +3n(l —2) + k:2> (x —1)*(1+2)

. 2(z+1)
= lim
z—1- x—1
li 31( +1) + ; +31(1 J+ky)(x—1)(x+1)=0
= lim [ —=In(x —— +-In(1l —x r—1)(z =
o1\ 4 2r+1) 4 2
Cette fois-ci, un recollement est probable. On calcule également

im Y@ —v@) oy v(@)
z—17+ r—1 z=1tx —1

) (<3 +1) + 5585 + @ = 1) + k) (@ = DA(1+2)
= 11m

z—1+ r—1
= li —§1( +1)+L+§1( —1)4+ks)(z—1)(xz+1)=0
Pt R 2w +1) 4 A

Ainsi, dans tous les cas on obtient

i Y@) — (1)

r—1 [L’—l :0’

donc y est dérivable en 1 et on a ¢'(1) = 0. Finalement, ’équation admet des

solutions sur | — oo, —1[ et sur | — 1, +00[ qui s’écrivent respectivement
Ve < =1, y(z) = —§ln(—x—1)+L+§ln(1—x)+k (x—1)*(x+1)
A 2(z+1) 4 ’

9



et

(-%m@HHﬁ+§1n(1—a:)+£1> (-1 z+1) si ~l<z<l
Ve > —1, y(z) = 0 si T =

(—%1n(93+1)+ﬁ+%1n(w—l)+€2>(x—l)Q(a:—l—l) si <z
pour k, {1, ¢ € R. Cependant, 'équation (E|) n’admet pas de solution sur R.
b) Cette équation est un peut moins effrayante!

1/ 2
o —y =92 — E

n peu résoudre sur R* . Son équation homogén 1
On peut la résoudre sur R* et R% . Son équation homogene associée est

1

1 0 EH
U (EH)
e Sur R* =] —00,0[, les solutions de (EH]|) s’écrivent

22

Ve <0, yp(z) = kez, k€ R.

Pour la solution particuliére, on utilise la variation de la constante et on trouve

22

K (z)e=

1
2 _ —
2— 2t = (@) — yyle) = =

1/'2 . . .
d’ou k() = z(2—x?)e” 2 . On effectue une intégration par parties (en posant u(t) :=
2

e~7 et v(t) := t) pour trouver k :

2 2

k(z) :/Oxk'(t)dtz/j(—t)(ﬂ—me—fdt: [(t2—2)6—2}2—2/0zte—2dt

22 z 2 22 29T
= (2 —2)e” T 42+ 2/ (—t)e_%dt = (2?2 —2)e” T +242 [e_%}
0 0

22

22 22
= (2 —2)e” 2 + 2 7 =2’
Ainsi, les solutions de sur R* s’écrivent
12
Vo <0, y1(v) = kie® +2% k €R.

e Sur R*, les solutions de (EH|) s’écrivent

~ 22 ~

x

Ve >0, yp(z) = kez, k€ R.

Pour la solution particuliére, on procéde de la méme maniére que ci-dessus et on
. . .
obtient que les solutions de (E|) sur R s’écrivent

Vo >0, yo(z) = kae> + 22, ky € R.

10



Si y est une solution de définie sur R, alors il doit exister k;, ky € R tels que

z2 .

kiez +22 si <0
12 B

ksez +2%2 si x>0

Ve #0, y(z) = {

La fonction y doit étre continue en 0, on doit donc avoir

ki = lim y(x) = lim y(x) =k
1 x—>0*y( ) x—>0+y( ) 2
et donc k; = k1 = y(0). Ainsi, y doit s’écrire
9:2
Vr € R, y(x) = kez + z°.

On remarque que ces fonctions sont dérivables sur R et vérifient I'équation (E). Fi-
nalement, 1’équation admet les fonctions suivantes comme solutions définies sur
R : )

Vz € R, y(z) = ke= + 2%, keR.

Exercice VI.

e On considére le probléme de Cauchy (i.e. ’équation différentielle avec conditions initiales)
suivant :
{ (22 + 1)y — 2y = pe2arctan() P)
y(0) =1
L’équation ne pose de probléme nulle-part et on peut la résoudre sur R. L’équation

homogeéne associée est
2

2+ 1

/

y_

y=0
et ses solutions s’écrivent

Vo € R, yh(x) — keQarctan(ac)’ EcR.

Pour la solution particuliére, la méthode de la variation de la constante donne, en écrivant
yp(x) — k,(x>62 arctan(z) .

xe?arctan(w) — (.I'Q + 1)y1’3(9c) o 2yp(l') _ (J,’2 + 1)k/(x)62arctan(a:)

d’'ott K'(x) = %5 et donc k(z) = w On en déduit que les solutions de I’équation

de s’écrivent

In(z? + 1)

5 + ]{7) eQarctan(:p)7 ke R.

Ve e R, y(z) = <

Maintenant, si on veut y(0) = 1, alors

In(0% + 1
1 — y(O) _ ( H( 2+ ) + /{3) €2arctan(0) — k.

Donc I'unique solution au probléme est la fonction définie sur R donnée par

1Il(l’2 + 1) + 1) e2arctan(oc).

Vo € R, y(x)z( 5

11



e Soit le probléme de Cauchy

(z+ 1)y +y =2
P
{M@ZU )
[’équation pose probléme en z = —1, on va donc la résoudre sur | —oo, —1[, sur | —1, +-00]|

et voir si I'on peut recoller les solutions. L’équation homogéne associée est
(v + 1)y +y=0.
% Sur | — oo, —1], les solutions de I’équation homogéne s’écrivent

—k

, keR.
r+1

Ve < —1, yu(z) = ke~ 72D =

Ensuite, pour la solution particuliére, on applique la variation de la constante et on

obtient K(x)
5 x
= 1
= (x+ )x 1
d’ou ¥ (x) = 2% et donc k(z) = “””3—3 Ainsi les solutions de 1'équation sur | — oo, —1]|
s’écrivent ) 5
-z
Vo < —1, =———— k €R.
’ vi() z+1)
* Sur | — 1, +o00o[, on procéde de méme (en faisant attention aux signes dans les loga-
rithmes!) et on trouve que les solutions de 1'équation sur | — 1, +oo[ s’écrivent
]{72 — ZES
Vo > —1, r)=—"7, by e R
va() e+1) 7
Omn a
—+00 si k’l < —1
lim y(r)= lm y(r)=<¢ -1 si k=-1
rz——1 z——1 —00 si kl > -1
et
—00 si kg < -1
lim | y(x) = lim | yo(r) =<9 —1 si ky=-1
z——1 z——1 +00 si kz > -1

Comme on veut une solution maximale (i.e. définie sur le plus grand intervalle possible
contenant 0), y doit admettre une limite en —1 : on doit avoir k; = ks = —1 et alors

. 1+x3 . .
Vr € R, y(x) = { 3zt OV 7T # —1

—1 si r=-1

Dans ce cas, on a

y(z) —y(—=1) . =¥+ 3z+2 . 2—z
im —=—————~ = lim ——— = lim =1
z——1 r+1 z——1 3(1 + 1’)2 z——1 3
d’ou y'(—1) = 1 et la fonction y est alors solution de l'équation. Cependant, on a
y(0) = —% # 0, donc y ne répond pas au probléme posé. On doit donc considérer

uniquement la solution ys sur | — 1, +00] (car cet intervalle contient 0), qui est maximale
puisqu’on a
lim |yo(2z)| = 400

r——171
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car ky # —1. Enfin, pour qu’on ait y(0) = 0, on doit avoir ks = 0 et donc, la solution
maximale au probléme posé est définie sur | — 1, +o0o[ par

3

x
~1 =
Vo> =1, y() 3(z+1)
e Soit enfin le probléme de Cauchy
Yy —xln(x)y =1— 2?In(z) (P)
y(2) — 621112 =4

On résout I'équation sur R7. L’équation homogene associée est
y —xln(z)y =0
et ses solutions s’écrivent

Ve > 0, yu(z) = kel MO} e R,

Pour calculer [;" ¢In(t)d¢, on utilise une intégration par parties (avec u(t) := 2 et o(t) =

In(t)) : :
AQHMWﬁ:{ghﬁﬂj_ﬁwéﬁzﬁém@ﬁ—%(%?—%) %§@m@y_n+i

d’ou

Ve >0, yp(z) = ke TER@O-D L c R,

Pour la solution particuliére, on peut utiliser la variation de la constante, ou bien re-
marquer que la fonction yp(:c) = x est aussi solution particuliére. Ainsi, les solutions de
32 : * Q) Al

'équation de (P) sur R s’écrivent

z2
Ve >0, y(z) = ke @D 4 g ke R.

Maintenant, si on veut y(2) = 4, on doit avoir

(&

4 4
4_y@y_mA“@*”+2_k(—)+2

d’ou k = % = 5 et donc la solution de est définie sur R par

2

x 1 z2
Ve >0, y(z) = —eT@n@-D 4 5 — 561+7(21n(fv)—1) + .

e
2

Exercice VII.
Soit I'équation différentielle

y' + P(z)y = Q(x)y" (B)

13



1)

L’équation est linéaire si, dés qu’on a un couple de solutions (f,g) de (B), alors
f 4+ Ag est encore solution et ce pour tout A € R. Ici, on a

(f +29) + P(x)(f + Ag) = [+ P(x)f + Mg + P(x)g) = Q(x) [" + Ag"
et ceci doit étre égal a Q(z)(f 4+ Ag)™. Si @ n’est pas identiquement nulle, on doit avoir
"+ Xg"™ = (f + Ag)" pour tout A € R, ce qui ne peut arriver que si n = 1. Ainsi,
I’équation est linéaire si et seulement si n = 1.

Supposons n > 1 et soit y : I — R une solution de (B]) qui ne s’annule jamais et posons
z =y Comme y ne s’annule jamais, z est bien définie, dérivable sur I et on a

(1= ny/(x)

Ve el, 2/(z) = (1—n)y(x) ™"y (z) = y(z)"

Comme y est solution de (BJ), ceci entraine

Veel, 2 (z) = (1— n)j(;‘;l —(1-n)

= (1=n)(Q(x) — P(x)y(2)'™) = (1 — n)(Q(x) — P(x)2(x)).
Ainsi, z est solution sur I de I’équation différentielle
1
1—n

2+ P(x)z = Q(x).

Nous allons appliquer la question précédente. On reconnait une équation de la forme
de avec P(z) = Q(x) =1 pour tout x et n = 3. On suppose que y est une solution
de I'équation

y+y=1y’
sur un intervalle I, partout non nulle et on pose z = y!=3 = # Par la question
précédente, z vérifie I’équation différentielle
1 - 1
——Z +z=
2
ou encore
2 =22 = -2
L’équation homogéne associée est
2 —22=0

et ses solutions sont les
Vr € R, z,(z) = ke®™, k € R.

Ensuite, on remarque que la fonction constante égale & 1 est solution particuliére de
I’équation et donc les solutions de cette équation sont les

Vr €R, z(x) =ke* +1, k€ R.

Enfin, on retrouve y via la relation y = % :

=

1
VEke?r +1

(On prend k£ > 0 pour s’assurer que ce qui est sous la racine reste bien strictement
positif.)

Les équations différentielle du type v + P(x)y = Q(x)y™ (avec n > 1) sont appelées
"équations de Bernoulli".

Ve eR, y(z) = , keRL.
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Exercice VIII.

Soit h: R — R’ dérivable et considérons I’équation différentielle
h(z)y' + I (x)y = b (x) (E)

Comme h ne s’annule jamais, ’équation homogeéne associée est

b (x)
/
+ =0. EH
VY (EH)
et ses solutions sont données par
h'(t) k

Vo € R, yu(z) = ke /70 ¥ = femh@) = R
Pour trouver une solution particuliére, on emplie la méthode de variation de la constante et
on prend y,(z) = % pour obtenir

2h(2) = h(a)y) () + 1 (@)yy(x) = ¥ (2)

d’ou k'(x) = zh/(z). Pour trouver k, on intégre par parties :

/ It = [h()] — / " h()at

et, si H désigne une primitive de h (qui existe puisque h est continue, car dérivable), on
obtient

/th’(t)dt = xh(z) — H(x).
Ainsi, les solutions de s’écrivent

Ve e R, y(z) = k+xh§il)_ H(z) :x—i-k_h(—]j;)(x), ke R,

avec H une primitive de h. Quitte a remplacer k par k+ H(0), on peut supposer que H(0) =0
et H est alors unique. Ensuite, si 'on veut que y(0) = a € R, alors

k—H(0)  k

a=y(0) = AOBRAD) = k= ah(0).

Finalement, la solution de valant a en 0 est donnée par

ah(0) — H(z)

Ve eR, y(x) =z + (o) ;

ol H est I'unique primitive de A s’annulant en 0.
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Exercice IX.

1)

Notons Q(t) la quantité de substance radioactive a U'instant t. La décroissance de la
quantité de substance a linstant ¢ est représentée par ()'(t) et est proportionnelle a
Q(t) : disons Q'(t) = aQ(t) et o est négatif car la quantité de substance est supposée
décroitre. Ainsi, I’équation différentielle recherchée est la suivante

Q +a@Q =0, a>0.

On résout I’'équation
Q +kQ=0.

Ses solutions sont données par

vt >0, Q(t) = Q(0)e .

Comme k£ > 0, on a
lim Q(t) = lim Q(0)e ™ =0,
t——+o00

t——+o0

donc la définition de limite et le théoréme des valeurs intermédiaires assurent I'existence
de to > 0 tel que Q(ty) = @. Ce tg est appelé la demi-vie de la substance. Pour trouver

to, on résout I’équation Q(ty) = @ :
0 1 1 In2
Q(O)e_kt“ = Q(to) = w = B_kto == = k’to =—In{=-) =2 = tyg = n—
2 2 2 k
et on a bien Q (h‘—2> = Q(0)e ™ = Q(0)e 2 = QO Ainsi, la demi-vie t, est donnée

to
par
B In2

to="——.
Si la substance a une demi-vie de 10 jours, alors par ce qui précéde, le coefficient k vaut

In2
k= —.
10

Dire qu’il y a 28 mg de cette substance a 'instant initial signifie que Q(0) = 28. On
doit alors résoudre le probléme de Cauchy

In2 _

Q+ 550 =0
Q(0) =28

Comme on I'a vu ci-dessus, la solution est donnée par

ln2t

Vt >0, Q(t) =28¢ 1o,

Si I'on cherche combien il reste de substance au bout de 8 jours, on calcule alors sim-

plement
41n2 In16 28

x8 - -
= 286 5 = 286 5 =
V16

~ 16.1 mg de substance.

In2

Q(8) =28¢™ 10

28
V16

Au bout de 8 jours, il reste donc
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Exercice X.

Notons f(t) la concentration en saumure & U'instant ¢ (on compte le temps en secondes
ici). Fixons un instant ¢ > 0 et considérons un "petit" pas de temps h. D’aprés Pénoncé,
entre les les instants ¢ et ¢t + h, on a retiré 10hf(¢) grammes de saumure et on en a rajouté

10 x 5h. Ainsi, on a retiré 101}65(()” g/L 4 la concentration et on en a ajouté %. Autrement
dit, on a
—10hf(t) + 50h 5— f(t)
t+h)= f(t = f(t h—————=.
Flt+R) = (1) + — S = () e

En prenant la limite quand h — 0, on trouve

flt+h) - f(t) 5—ft) _5-f{)

h—0 h h—0 100 100
Ainsi, f est dérivable et on a
5—f(t)
vVt >0, f'l(t) = ———=
et f vérifie alors I’équation différentielle
100"+ f = 5.
L’équation homogéne associée est
100f"+ f=0

de solutions t
YVt >0, fr(t) =ke 10, keR.

Ensuite, la fonction constante égale & 5 est solution particuliére et par suite, les solutions de
I’équation s’écrivent
t
YVt >0, f(t)=ke 10 +5 keR.

Mais, comme on sait que f(0) = 20, on a k = 15 et donc
vt >0, f(t) =5(1+ 3¢ 10).
Si 'on veut savoir au bout de combien de temps la concentration est de 10 grammes par litre,

on résout

t
= T5=In3 = t=100n3

Wl =

F)=10 = 143 ™ =2 = ¢ 10 =
et réciproquement, f(1001n(3)) = 10, donc la concentration est de 10 grammes par litre au

bout de 1001In 3 ~ 109, 86 secondes, soit environ 1 minute et 50 secondes.

Exercice XI.
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1) 11 suffit de résoudre I’équation x” = g et pour cela, on intégre

et on intégre encore

d’ou

t
2 (t) = / gds = gt
0

2) 1l s’agit d’intégrer le PFD : Z?ext = md qui donne ici ma”(t) = gm — kv(t) soit
2"(t) = g — £2/(t). Ainsi, z satisfait bien 'équation différentielle du deuxiéme ordre

k

Vt >0, 2"(t) =g — —a/(t).

m

Posons y := 2’. La fonction y vérifie I'équation différentielle du premier ordre

Son équation homogéne associée est

qui admet pour solutions

,k
y+—y=g
m
k
y+—y=0
m

YVt >0, y(t) = Ae i A €R.

Ensuite, on remarque que la fonction constante égale & ¢ est une solution particuliére
de I’équation et on obtient alors toutes ses solutions :

k

myg

Yt >0, y(t) = de m' + -2 A eR.

k

Par ailleurs, comme vy = 2/(0) = y(0), on a vog = A + 72 d’out A = vy — 52 et donc

Vi >0, 2'(t) = y(t) =

mg

k k mg k¢ mg
1 o —fmt> + _mt . ( _ _) e m + —.
( Yo vo k k

Il ne reste qu’a trouver une primitive de y pour trouver x. On obtient

V>0, 2(t) = 2(0) + ngt

Exercice XII.
1) L’équation différentielle

admet pour solutions les

+ = (@ —vo> emt =2 ((ﬁ —v0> e m? +gt> :

k\k k k

P =kP

vt >0, P(t)=ce™ c¢>0.

Ces fonctions ont l'allure suivante :
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exp(x)

160

Graphe d une exponentielle

140 4

120 4

100

80

G0

05 1 1.5 2 25 3 a5 4 4.5 ]

FIGURE 0.1 — Allure du graphe d’une fonction exponentielle
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Cette courbe signifie que la population explose au court du temps. Bien évidemment,
ce modéle n’est pas réaliste dans le cas des poissons.

Pour ce qui est d’une situation représentable par ce modéle, on peut imaginer une ville
sans chats ni piéges a rat : la population de rats explose (un peu comme sous U'inquisition
au XIII*™ siécle...)

2) a)

On cherche donc a résoudre ’équation différentielle

P'=2(1— P)P. (E)

1

p est

La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle f() =

facile : on a
1 1 1

r(1—2) 2 1—2

Ainsi, les primitives de f existent sur les intervalles ) — 0o, 0[, |0, 1] et |1, 4+00[. En
notant F' une primitive de f sur chacun des intervalles, on a

Ve <0, F(z) =In(—x) —In(1 — z) + kq,

VO <z <1, F(z) =1In(z) — In(1 — x) + ko,
V1<uz, F(z)=In(z) —In(x — 1) + ks,
ol ki, ko, k3 sont des réels arbitraires.

Soit ensuite P une solution de I’équation , que ’on suppose non constante. Alors
P(t) n’est jamais égal & 0 ou 1; et on admet ceci.

On peut le montrer sans méme connaitre P, a l’aide du théoreme de Cauchy-Lipschitz,
qut est totalement hors programme. Il faut juste considérer qu’on peut le démontrer.
On peut s’en convaincre en regardant l’équation dans les yeur : si & un moment
donné ty on a P(tg) € {0,1}, alors P'(ty) = 0 et ceci se propage, entrainant P’ =
et donc P est constante égale a 1 ou 0.

i = [P(t)| —In[1 = P(t)|. Cette fonction

est bien définie puisque P(t) ne vaut jamais 0 ni 1 et est dérivable, de dérivée

Considérons la fonction v : ¢t — In

o Pt Pt P'(t) P
b i) =5 Y 1ToPm - PO - PRy~ PO *

2

Ainsi, la fonction u s’écrit

u:t=2t+ A
avec A € R et donc
P(t)
ViE>0, In|——=—|=2t+ X, AER.
_,nl_P@‘ +A A€

Rappelons-nous que si P n’est pas constante, alors elle ne vaut jamais 0 ni 1. Si
P(0) =1, alors P est constante égale a 1 :

vt >0, P(t) = 1.
Si P(0) =

% €]0, 1], alors on a toujours 0 < P(t) < 1 et, par ce qui précéde, on a

P@t) \ _ P{t)
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avec 11 = e* > 0 doit P(t) = u(1 — P(t))e* et donc P(t) = L0 = — L avec

14pe?t 14ae=2t?
a= i > 0. De plus, comme P(0) =1, on a Fla = 1 donc a =1 et donc
Vvt >0, P(t) = 1
— Y - 1 +€72t'

Ensuite, si P(0) = 2 > 1, alors on a toujours P(t) > 1 et, toujours par ce qui
précéde, on a

vt > 0, ln(ﬂ> =2t+ )\ = &:uezt

P(t)—1 P(t)—1
avec 1 = ¢* > 0. Ainsi, on a P(t) = u(P(t) — 1)e* donc P(t) = Mg;fil = —1
avec a = + > 0. De plus, comme P(0) =2, on a 1% =2dotta= % et donc
“w a
2

Pour résumer, on a obtenu

vt >0, P(t) = 1 si P0)=1

2_@% si P(O) =2
Il nous reste a tracer les graphes correspondants. Nous allons noter P, (resp. P,
Ps) la premiére (resp. la deuxiéme, la troisiéme) fonction ci-dessus. On a

, 2e2
20 a0 = ey 7

donc P,y est strictement croissante et on a limy, o P/2(t) = 1. Enfin, la tangente
en 0 est d’équation y = 2x + % De méme, on a

, _4672t

donc P, est strictement décroissante et on a lim;_, ., P>(t) = 1. Enfin, la tangente en
0 est d’équation y = —4x + 2. On en déduit les graphes suivants, qui nous indiquent
qu’il s’agit d’'un modéle plus raisonnable :
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i)

Graphes des solutions

1.4 -

1.2 4

P_112
F_1
P_2

0.2

0.6

0.4

05 1 148 2 24 3

FIGURE 0.2 — Allure des graphes de Py, Py et P,

22




3) On a vu dans la question 1) que si le taux de reproduction est positif, alors la popula-
tion devient vite trés grande et que, si ce taux est négatif, alors elle tend & s’éteindre
rapidement. Ainsi I'on peut dire que dans I'exemple des poissons et en cas de péche, ce
taux va diminuer et devenir négatif si la péche n’est pas responsable, entrainant ainsi
une extinction de l'espéce considérée. L’idéal serait de maintenir un taux faible mais
positif'!

Exercice XIII.

e Considérons I’équation différentielle
1+ 2%y —(1+2)y =3 (E)
On pose z := 3 et alors z vérifie ’équation du premier ordre
(1+2%)7 - (1+z)2=3 (E)

dont I’équation homogéne
(1+2%)z—(1+2)z2=0
admet pour solutions réelles

2tdt

Zh(x) ke 11J:5t2 f 1+t2+2 T — kearctan(r)+ n(1+z2) — ke arctan( x)m ke R.

Ensuite, on cherche une solution particuliére sous la forme z,(x) = az +b. On doit avoir

3=(1+a%)2(x) — (1 +a)z(@) = —(a+br+a—b = {Z;Sjg’ = {Z:z

3
2

et on vérifie qu'effectivement, z,(z) = 3(z — 1) satisfait 'équation. Ainsi, les solutions
de sont données par

Ve € R, z(zx) = ket @1 4 22 4 = (91:—1), k € R.

Pour trouver y, il ne reste qu’a intégrer z :
Vz e R, y(x) = k/ arctan(t) /1 42t + = (x2 —2x)+/{, k¢ eR.
0

e Considérons I'équation différentielle
zy? + 2y = 2* (E)
On pose ici z := y2. L’équation devient, puisque 2’ = 2yy/,
xz+ 2 =a° (E)
Son équation homogéne associée est

2+ xz=0
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et admet les solutions ,
Vr €R, z,(z) = ke 7, k€R.

22

Ensuite, la méthode de variation de la constante donne k'(z)e”2 = z?, d’ou k'(z) =
2

2?e~ 7. Pour intégrer ceci, on effectue une intégration par parties
r 9 42 27T T 2 22 T 2
/ t‘e2dt = [teT} —/ ezdt =zxez —/ ez dt.
0 0 0 0
et on obtient alors les solutions de
T 2 22
Ve eR, z(z) = (k —/ e2dt) e 2 +x, keR
0

Au final, les solutions de sont alors

Vz € R, y(x):j:\/x+ <k:—/ et;dt> 6_%, ke R.
0

Exercice XIV.

Soit f: R — R continue et dérivable telle que
Ve e R, fi(z) + f(z) = f(0) + f(2).
Comme on a f'(x) = f(0) + f(2) — f(z) pour tout z, la fonction f est dérivable et on a
ff+f=0
ce qui entraine que f'(x) = ke™® pour un k € R et ceci implique que f s’écrive
Ve eR, f(zr)=ke*+{, k,LeR.

L’équation entraine que f'(0) = f(2), donc —k = ke + ¢, soit k = —-—. La fonction f
doit donc sécrire
Vo eR, f(x)=k(e*—1—¢e?), keR.

Réciproquement, si f s’écrit ainsi, alors on a
Ve € R, fl(x) + f(x) = k(=1 —e?) = —ke?> — k= f(0) + f(2).
Ainsi, les fonctions f : R — R dérivables vérifiant

'+ f=10)+f(2)

s’écrivent

Vz €R, f(x)=k(e®—e2-1), keR

Exercice XV.

Soit f : R — R continue et dérivable vérifiant I’hypothése de I’énoncé. L’équation de la

24



tangente en xg est T : y = f'(x0)(x — x0) + f(20), donc le point d’intersection de T}, avec
I'axe des ordonnées a pour coordonnées (0, —xof'(xo)+ f(20)), i.e. P(x) = f(x)—xf'(x). Dire
que lorigine est le milieu du segment d’extrémitées (0, P(z)) et (0, f(x)) signifie que pour

tout z € R,ona 0= f(x)gp(x) = Qf(x)_zxfl(x). Ainsi, f doit vérifier équation différentielle

—xy' + 2y = 0.
Les solutions de cette équation sur R’ s’écrivent
Vo € RY, f(z) = kie*™ = k2?) &y € R
De méme, les solutions de cette équation sur R* s’écrivent
Vo € RY, f(z) = kel = k2% k e R.
Pour que les deux solutions se recollent en 0, il faut et il suffit que ky = ky =: k et alors
Vz € R, y(x) = k2?, k € R.

Réciproquement, si f :  — ka? est une telle fonction, alors on a

2 _ 972
vz € R. f(ﬁ)—iz—P(x):%:x 22/m o,

donc 'origine est bien le milieu du segment d’extrémitées (0, P(x)) et (0, f(x), avec P(z)
le point d’intersection de la tangente en = avec I’axe des ordonnée. Ainsi, les fonctions vé-
rifiant cette condition sont exactement les multiple de la fonction carré z — 22, Voici une
illustration :

0.8 -
0.6
0.4
0.2
0.2 -
0.4+
0.6 H
0.8 -
-1
y=loet2
1.2 - tangente en x0
y=fix_0)
4
T T T T : T T T T
-1 08 0.8 0.4 0.2 s} 0.2 0.4 08 [oR=} 1

FI1GURE 0.3 — Illustration du phénoméne
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