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Feuille 7

Exercice 1.

e Soit I’équation différentielle du second ordre

y" =3y +2y =2 (E1)
L’équation homogéne associée
' =3y +2y=0 (EH,)
a pour équation caractériqtique
2 —3y+2=0

Son discriminant est A = 1 et ses racines sont 1 et 2. Les racines étant réelles, on en tire
que les solutsion de (£ H,|) s’écrivent

Vo € R, yu(z) = ke® + le**, € R.

On cherche ensuite une solution particuliére sous la forme y,(z) = ax? + bz + ¢ puisque
le second membre de 1) est un polynome du deuxiéme degré. On a y, (x) = 2ax +b et
Yy, (r) = 2a et on a

® = y)(x) — 3y, (x) + 2y,(x) = 2a2® + (2b — 6a)x + (2c — 3b + 2a)

d’ou
20 =1 a=3
2b — 6a =0 = bzg
2c—3b+2a=0 c=1

La fonction polynomiale y,(x) = %2 + 379” + % est solution particuliére. On en défuit que
les solutions de (F1) s’écrivent

23 7
Ve € R, y(x) :ke“+€ezx+%+§+z, k,l € R.
e Soit I’équation différentielle
y" — 4y + 3y = cosw (E»)
Son équation homogéne est
v ' — 4y +3y=0 (EH,)

d’équation caractéristique
2’ — 4z +3=0



Ici le dicrimionant vaut A = 4 et les racines sont 1 et 3 : réelles. Ainsi les solutions de

(ETT) sont

Vo € R, yn(z) = ke® + £e**, k. € R.

Ensuite, comme le second membre est un cosinus, donc on cherche une solution particu-
liére sous la forme y,(x) = Acos(z) + psin(x) et alors

cos(w) =y, () — 4y, (x) + 3y,(x) = (2X — 4p) cos(z) + (4 + 2pu) sin(t),

20 —4p =1 =15
{4)\+2u:O <:>{u:—1
Ainsi les solutions de (P s’écrivent

cos(z)  sin(z)

Vo € R, y(z) = ke” + le* + , k,leR.
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Soit I’équation différentielle
Y+ Ay + Ay =e” (Es)
Son équatino homogeéne est alors
y' 4y +4y =0 (EHs;)
d’équation caractéristique
2?4+ 4z 4+4=0.

Le discriminant de ce trinome vaut A = 0, on a donc que —2 est racine double et donc

les solutions de (F Hj)) sont les
Vo € R, y(x) = ke " + Lxe ", k, L inR.

Ensuite, on cherche une solution particuliére sous la forme y,(x) = Ae® et on trouve
A = 3, d’oit les solutions de (Ej)) :

Vo € R, y(z) = ke 4 fwe " + %, k,l € R.

Soit I'équation différentielle
y'+y +y = cos(3z) (E4)

d’équation homogéne associée
y' +y +y=0 (EH,)

Son équation caractéristique s’écrit
2 _
r*+r+1=0,

de discriminant A = —3 < 0. Les racines sont donc complexes et d’aprés le cours, les
solutions de (EH,|) sont

3 . 3 o
Ve € R, yp(x) = kcos <§x> e 2 +{sin (%x) e 2, k,{eR.



Vu le second membre, on peut chercher une solution particuliere sous la forme y,(z) =
Acos(3z) + psin(3x) et on obtient

cos(3z) =y, (x) + v, () + yp(x) = (B — 8X) cos(3x) — (3A + 8p) sin(3x)
d’ou

—8A+3u=1 —24\ 49 =3 A=-2
<~
3A+8u =0 24\ + 64 = 0 3

K= 73
Ainsi, les solutions de ((E,]) sont les

Vx € R, y(z) = kcos (?m) e 2 4 (sin <§x> e 2 + 3sin(3z) — 8C0$(3x), k.l e R.

73

Soit I'équation différentielle
y//_y/_6y:xe—2x (ES)

d’équation homogéne associée
y'—y =6y =0 (EH5)

Son équation caractéristique est alors
2 -6=0
de discriminant A = 25 et de racines —2 et 3. Les solutions de (?7?) sont donc les
Vo € R, yu(z) = ke 2 4+ £, k0 € R.

Ensuite, on applique la variation de la constante et on cherche une solution particuliére
sous la forme y,(z) = z(z)e** avec z une fonction deux fois dérivables. On a

2™ = yl(2) — yj() — by,(e) = (" (z) - 5 (2))e >

Il faut donc que 2" —5z" = x ; résolvons cette équation en posant v := 2’; on a u'—bHu = x.
Les solutions de I’équation homogeéne associée sont les uy(z) = ae®®. Pour trouver une
solution particuliére, on utilise la variation de la constante et on écrit u,(x) = a(x)e’,

qui donne a/(z) = ze~>*. On intégre ceci par parties :

T t€_5t T 1 T e—5a: x€—5x 6—533
te Pldt = - / ldt = — =— 1+ 51).
/Oe [—5h+506 25 5 55 (L +52)

a

.. L. L. 2
Ainsi, u s'écrit u(x) = ae® — 22 et donc z sécrit z(z) = & — 22 4 b avec a et b

deux réels quelconques. Comme on cherche une solution particuliére de (Es)), on peut

choisir a et b arbitrairement, par exemple a = b = 0 et alors z(z) = —x%2% d’oil

50 7
yp(z) = —m%eh. Finalement, les solutions de 1) sont

x(bx + 2)6_21

Vo € R, y(x) = ke > + L —
reR, y(x)=ke ™ + le =0

, k, 0 eR.

Remarquons qu’on aurait pu chercher de second membre sous la forme y,(z) = (az +
b)e2* et identifier a et b mais je voulais donner un exemple entier avec la variation de
la constante, sans tenir compte de la forme du second membre.



e Soit I’équation différentielle
y" — 2y = wch(z) (Es)

d’équation homogéne associée
y' —2y=0. (EHg)

Son équation caractéristique est alors
72 —2=0
dont les racines sont #v/2. Les solutions de (E Hg)) sont donc

Vo € R, yn(z) = ke¥V?* + le™V?* k(€ R.

x —x . . .o
Comme le second membre xch(z) = %, on cherche une solution particuliére sous

la forme y,(z) = (Ax + p)e” + (Nz + p')e™" et on trouve

re® + e ) By
g = Yp(®) = 24(2) = (AT + 20 — p)e” + (= Na = 2N =)
d’ou 1 1
ox ) A
-\ :Iu%_ = i/_: _%
—2) — /vL/ = ul =1
on a donc une solution particuliére y,(z) = _%(x+2)6x _ %($—2)6_x ot donc les solutions

de sont les

1
Vz € R, y(z) = keV® 4 fe V> — 5(($ +2)e" 4+ (x —2)e™), kL eR.

Exercice II.

e Soit le probléme de Cauchy
y”—|—2y’+y=x3+1
y(1) =1 (P1)
y'(1) =2
L’équation homogéne associée est
y'+2y +y=0
Son équation caractéristique est alors
2 4+22+1=0=(z+1)?

on a donc une racine double : —1 et les solutions de I’équation homogéne sont

Ve € R, yp(x) = ke ™ + lxe™™, kL € R.



Comme le second membre est un polynéme du troisiéme degré, on cherche une solution
particuliére sous la forme y,(z) = ax® + bz + cx + d et on a

® +1=yl(x) + 2y,(x) + yp(z) = az® + (6a + b)x® + (6a + 4b + )z + (2b + 2¢ + d)

d’ou
a=1 a=1
6a+b=0 - b=—6
6a+4b+c=0 c=18
2b4+2c+d=1 d=—23

Ainsi, les solutions de léquation y” + 2y’ +y = 2 + 1 sont les
Vo € R, y(z) = ke ™ + lze ™ +2° — 62° + 182 — 23, k,/ € R.
De plus, on veut ici que y(1) =1 et ¢/(1) = 2, soit

l=y(l)=ke '+l +1-6+18-23=(k+L)e *+9

3=y'(1) = —ke +Lle”! —LleT  +3 12+ 18 = ke +9,

(k+0et—10=1 - k+0=1le o [ k=Te
—keT'+9=2 k=Te =

Ainsi, la solution de est donnée par
Vo € R, y(x) = 7e' ™ 4 dae' ™ + 2* — 62 + 18z — 23.
Considérons le probléme de Cauchy
v'+3y —y=(x—1)e"
y(0) =1 (1)
y'(1) =1
L’équation homogéne associée est alors
v +3y —y=0
Son équation caractéristique est
2’ +3x—-1=0

de discriminant A = 13 et de racines a := #ﬁ et f:= %ﬁ Les solutions de cette
équation homogéne sont alors

Vo € R, yp(x) = ke™ + £, k, 0 € R.

Vu le second membre, on cherche une solution particuliére sous la forme y,(z) = (A\x +
p)e® et on trouve

(x —1)e* =y, () + 3y, (x) — yp(z) = (3Az + 5 + 3p)e”



33=1 - =1
5N +3u= -1 =-3

Ainsi, les solutions de I’équation y” + 3y —y = (x — 1)e” s
3z —8

écrivent

Vo € R, y(x) = ke®® + L + e, k.l eR.

Ensuite, on doit avoir y(0) =1 et y/(1) = 1, soit
8

et

3 3
1=19'(1) = kae® + (Be” + g€ ¢

d’ou (je vous épargne les calculs)

{ J; — 92176
T 9(ae—peh)
(=41 _f

Ainsi, la solution de est

1 —
Ve € R, y(x) = ke + (—7 - k;) e 4 i 86“,

9 9
ol
Lo T3 VI3 5_—3—@ 9+ 2¢— 178"
B 2 Cr 2 T 9(ae — Bef)
Exercice III.
On considére ’équation
y" +vy +cy=0. (E)

1) Supposons ¢ > 0 et v > 0. L’équation caractéristique de est
22+ yr+c=0

de discriminant A = 42 — 4¢. Distinguons trois cas
e Siy? —4c > 0, alors la solution est donnée par

/A2 /42 de
VE>0, yt) =ke T tale Tt k(ER,
/"2 —4c /42 _4e
Comme ¢ < 0,0n avy > /7% — 4c¢, donc limy_, o € g 4t:0:IimH+ooe -

d’ou limy 1 y(t) = 0. Comme ceci est vrai pour toute solution non nulle de (E)),
I’équilibre est stable.

e Si~? —4c < 0, les solutions de s’écrivent

Vic—2\ Vic—2\ .
Vit >0, y(t) = kcos (%t) ez! 4+ sin <#t> et k0 € R.

2

Dans ce cas une solution non nulle n’a pas de limite en +o0o et ’équilibre est donc
instable.



e Si v? —4c = 0, alors les solutions de sont données par
VE>0, y(t) = ke 3! + lte 3", k(€ R.

Dans ce cas, on a bien lim; ,, y(t) = 0 et I'équilibre est stable.
Pour résumer, dans le cas otl ¢,y > 0, I'équilibre est stable si et seulement si 42 —4¢ > 0.

2) Supposons d’abord que ¢ < 0. Alors A =2 —4c > 0 et on a v < /42 — 4c, donc par
la discussion ci-dessus, ’équilibre n’est stable que si £ = 0. Il existe donc des solutions
qui ne tendent pas vers 0 en 400, donc ’équilibre est instable.

Si vy < 0, alors on distingue trois cas, qui découlent des calculs faits dans la disjonction
de cas précédente :

e Si A >0, alors VY "¢ Vit

2
e Si A < 0, la aussi I’équilibre est instable car cos (%t) et sin (%t) n’ont pas de limite
en —+o0.

> ( et I’équilibre est instable

e Si A =0, alors lim;_, o e 3¢ = 400 et donc limy_, o |y(t)| = 400 et I'équilibre est
instable.

Pour résumer, si ¢ < 0 ou si v < 0, alors ’équilibre est instable.

Exercice TV.

Soit I'équation différentielle
2y — 3xy + 4y = a® (E)
1) a) L’équation homogéne associée a est donnée par
z*y" — 3zy + 4y = 0. (EH)
b) Cherchons d’abord une solution sous la forme y,(z) = az® + bzr? + cx + d. On a

22y (x) — 3wy, () + dyn(x) = ax® + cx + 4d

donc on a x?y) — 3zy, + 4y, = 0 si et seulement si a = ¢ = d = 0. Ainsi on a

yn(z) = bx? et ceci nous donne une indication sur la maniére de procéder quand
yp, est une solution polynomiale quelconque. Si y, = > a;z" est une solution
polynomiale avec n > 3, alors en identifiant les termes de plus haut degré dans
I'expression z%y) (x) — 3xy, (z) + 4yn(x) = 0, on trouve (n? — 4n + 4)a,z" = n(n —
a,z"™ — 3na,z™ + 4a,z" = 0 donc (n — 2)%a, = (n? — 4n + 4)a,, = 0. Comme,
pour n > 2, on a (n — 2)% # 0, on doit avoir a,, = 0. Donc, tous les termes de degré
différent de 2 doivent étre nuls et alors y,(z) = asx?. Finalement, on a trouvé que

les seules solutions polynomiales de (EH]) sont les
Vo € R, yu(z) = k2®, k € R.

2) Soit f : z +— z* une solution polynomiale de (EH]) et prenons g une autre solution,
quelconque. On considére leur wronskien W := f¢'— f’g. D’aprés la cours, ce wronskien
s’écrit (attention au cas x = 0!)

[ Kt Ky (o) sz <0
foralle #£0, W(zx) = { Kye3lnlel = Ko g3 si x>0



ou K et K, sont deux réels arbitraire. Ici, comme on veut les solutions sur R, le
wronskien W doit étre défini, continu et dérivable sur R. Le seul moyen pour que cela
arrive est que K; = K, =: K. Ainsi, on a f(x)¢'(z) — f'(z)g(x) = W(z) = K|z|® pour
tout x € R. La fonction g doit donc vérifier I’équation différentielle du premier ordre

g —2xg = K|z,

Résolvons cette équation sur R*.. Les solutions de ’équation homogéne sont les gj,(z) =
ae?™=2) = gz? avec a € R et en employant la variation de la constante, on obtient
zg,(x) — 2gp(x) = d(z)2® = —Kz?, donc a(z) = —K1In(—z) et donc g(z) = (a —
Kn(—z))z* avec a € R. De méme, sur R*, on trouve g(z) = (b + K In(x))z? avec
b € R. Ensuite, on voit que

lim g(z) =0= lim = g(z)

z—0~ z—07F

on pose donc g(0) =0 et

9(5) =90,y 90) _ 91— 010)

lim
z—0~ xr —

)

Ainsi, la fonction
(a — KIn(—z))z? si x <0
g:x— 0 si x=0
(b+ KIn(z))z? si x>0

(ot a,b € R) est définie, continue et dérivable sur R et vérifie I'équation z%¢’ — 2zg =
Klaf%. De plus, on a K = W(1) = f(1)g'(1) — f(1)g(1) = g'(1) — 29(1) et g(1) = b
9(=1) = a.

Finalement, on a trouvé toutes les solutions de (EH]) sur R :

2?(a— Kln(—z))) si <0
Ve eR, y(x) = 0 six=
2?(b+ Kln(x)) si x>0

avec a,b € R et K un réel dépendant de a et b.

3) 1l reste a trouver une solution particuliére de . On remarque que y,(z) = z3 est
une telle solution car z%y)(x) — 3zy), () + 4yp(z) = 62° — 92° 4 42* = 2% et donc, les
solutions de sont au final les

2?(r+a— Kln(—x))) si z<0
Ve eR, y(x) = 0 si x=0
?(x+b+ Kln(z)) si 2>0

avec a,b € R et K un réel dépendant de a et b.

Exercice V.

Soit I'équation différentielle
22y" — 3zy' + 4y =0 (E)



1)

Soit y : R% — R une solution de et posons z(x) := y(e*) (ce que l'on aurait di
faire dans ’exercice précédent, vu la pénibilité des calculs et le fait que c’est la méme
équation homogéne!) Alors, la fonction z : R — R est deux fois dérivable comme
composée de fonctions deux fois dérivables et on calcule

Vo € R, 2/(z) = "y ("),

et
Vo € R, 2"(z) = e"y/(e%) + e*5/" (e").

Comme y est solution de I’équation, on a, en posant u = e :
Vz € R, 0= u?y"(u) — 3uy'(u) + 4y(u) = (e*)%y"(e") — 3e“y/(e*) + 4y(e*) = 0
d’ot, avec les expressions des dérivées premiére et seconde de z trouvées ci-dessus,
Vi e R, 2'(x) — "y (") — 32/ (x) + 42(z) =0

ou encore
Ve e R, 2"(x) — 42/ (z) 4+ 42(z) = 0.

Ainsi, z vérifie 'équation différentielle suivante
=4 +4=0 (E”)

Résolvons 1’équation . L’équation caractéristique de cette équation homogéne est
22 — 2z +4 = (z — 2)?, donc les solutions de s’écrivent

Vz € R, z(z) = ke** + lze*, k,{ € R.
Pour retrouver y, on se rappelle qu’on a défini z = y o exp, donc que y = zoln et donc
Vr € R, y(x) = ka® + (2° In(z) = 2*(k + (In(x)), kL € R.

On remarque que ceci est cohérent avec les solutions trouvées dans ’exercice précédent.
Les équations du type

a2y " + ap 2"y gyt any + agy = 0

sont appelées "équations différentielles d’Euler”.



