LICENCE 3¢ ANNEE, MATHEMATIQUES NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE

CORRECTIONS

Exercice 1. Soient M le point d’affixe z, N le_p)oint d’affixe iz et A le point d’affixe i. Dire que A, M, N
sont alignés signifie qu’il existe A € R tel que AM = )\m . On a donc

i(1—\)
1—Xi°

AM = MN = z—i=ANiz—1) & z=

On peut alors conjecturer, a ’aide d’un dessin, que M est sur un cercle de centre €2 d’affixe % On calcule

donc
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QM_”QM”_’Z_ 2 |~ 21— M) _2‘ Y
1N +(1-02 1
2 V1+ X2 V2

V2

Réciproquement, une équation cartésienne du cercle de centre 2 et de rayon 5= est donnée par

z(x—1)+yly—1)=0.
Dong, si M, d’affixe z # 0 est dans ce cercle, on calcule

z—1 z—i  Z(z—d)(1+1) (z—ay)(z+i(y—1))(1+1)

z—iz 2(1—1i) 2|z|2 N 2|22

@ity -1))0 49 (@ —dwtal-2)1+i)  x(1-)(1+9) =z cR
a 2|2[? a 2|z B 2|z I

donc les points d’affixes z, iz et ¢ sont bien alignés. Ainsi, les points M, N et A sont alignés si et seulement

V2

si M appartient au cercle de centre 2 et de rayon 5.

Exercice 2. Soit [ le milieu du segment [AB] (de telle sorte que l'on ait Al = —BI ). Par la relation de
Chasles, on a

<m,ﬁ4>:A o <ﬂ+ﬁf,§+ﬁfl>=/\ o <fT[>,B_[>>+<ﬂ,m>+<m,B_}>+<m,I_>>:)\
o _@,@_<a,m>+<mﬁ>+um”2:A o |IM|? - |TB|? = A

—
& |TM|2 = A+ |TB|2

Plusieurs cas sont alors a considérer :
e Si\> —||ﬁ||2, alors I’ensemble des solutions est le cercle de centre I et de rayon 1/ A + ||I§||2

e Si\= —||f§||2, alors I’ensemble des solutions est {I}.
e Si< —HﬁHQ, alors il n’y a pas de solution.
Exercice 3. Pour que le triangle ABM soit équilatéral, il faut et il suffit que M soit 'image de B par une

rotation de centre A et d’angle 5. Notons z = x + iy (vesp. a =1 +14, b = —1 4 2i) l'affixe de M (resp.
de A, B).



e Dans le premier cas, on a

z—a:e%ﬂ(b—a) & 2= (1+i\/§> (—24+i)+1+i & z=—\/§+i(3—\/§>.

2 2 2

e Dans le second cas, on a

z—a:e_%r(b—a) & g = <1_2“/§> (—24+i)+1+i & z:?+i<z+\/§).

Ainsi le triangle ABM est équilatéral si et seulement si

ze{—\/g+z’(3—\/§>,\/§+z’<;+\/§>}

2 2 2

Exercice 4. 1. Dans le plan P identifié & R?, une équation cartésienne de C; est donnée par
(x -2+ (@y—1)?2=5.
Dong, si z = x + yi, le point d’affixe z est dans C; si et seulement si
z2+zZ _z—%Z

)
2 21

(2—2)2+(y—1)* =5 & 2’4y’ —da—-2y =0 & 274 =0 & 22— (2—i)2—(2+i)z = 0.
Dongc, une équation complexe de C; est donnée par
2Z—(2—1)z—(2+149)z=0.
De méme, une équation cartésienne de Co est
22+ (y—3)% =1,
et on trouve une équation complexe comme précédemment. On obtient ’équation complexe de Cs :
2z + 3iz — 3iz+ 8 = 0.
Pour l'intersection, reprenons les équations cartésiennes
(=22 +(@y—1)°=5 2>+ (y-3°=1
Ainsi, un points M de coordonnées (z,y) de P vérifie

2?4+ —4r—2y=0 N {x2+y2—41:—2y:0

MelinC = {x2+y2—6y+8—0 6y —8—4x —2y =20

20 02 g O 2 2 g 94—
N vty —4dr—-2y=0 N *+(r+2)°—4dr—20-4=0

{ ;C(i;i)zzo = (2,9) €{(0,2),(1,3)}.

Et réciproquement, les points de coordonnées (0,2) et (1,3) sont dans C; N Ca.

2. Soit M un point d’affixe z # 8. On a

z— zZ— zZ—
MeD & INeER; z—a=Az— & eER &
( B) Z—ﬂ Z—/B Z—B

S (-a)FZ-B)=(=-B)F-a) & @-p)z+(B-a)z+af-aB=0
& i(a—B)z+i(a—B)z+i(aB —aB) =0.

Dong, une équation complexe de D est donnée par

u:=i(a—p)eC
v:=1i(aB —aB) €ER

uz+uz4+v=0, ou {



3. Pour simplifier, un droite D d’équation cartésienne
ar +by+c=0

sera notée ici abusivement
D = {ax+by +c=0}.

On notera aussi, pour z = x + yi, C(z,7) le cercle de centre (z,y) et de rayon r. En notant t )
la translation de vecteur (0,1), py la multiplication par A € R, v la conjugaison complexe et ry la
rotation d’angle #,, on voit que les deux transformations f et g se décomposent

f=tonopor_x

et
g=Myz0rT 0700,

On en tire que

f(C) =tpyopeor_=(C(L+4,1)) =tpuopnAC(l,1)) =t01)(C(2,2)) =C(2+14,2).

On a aussi

f(D)=tonomor_=({z+y=1}) =t op({r =1/2}) =to({z=1}) ={z =1}

Aussi,

9(0) = iz ors 07 0t (C(1+i,1)) = jiyg o r= 04 (C(1 +2i, 1)) = g 0 72 (C(1 — 2,1))

=1L 5 <c (3\/_;1» =C(3-1,V2).

9gD)=pzorzoyoton{z+y=1}) =pzorzoy({z+y=2}
=pygorz({y—w+2=0}) = p5({z =1}) = {z = v2}.

4. Notons D la droite d’équation complexe

Et enfin

wz+wz=k, kelkR

Supposons que D]ﬁo soit une droite orthogonale & D, intersectant D en un point My d’affixe zy. Dire
qu’un point M d’affixe z est dans D]J\;[O, c’est dire que, pour tout N € D d’affixe zn, on a

<W,W> =0 < (2nv —20)(z—20) + (28 —20)(2 — 20) =0

W w w

k—w k—w k—w
wz()) +< WN wzo> (2= 20) = 0

< (2n — 20)(wWZ — k+wWz0) +wW(z0 —2n)(2 —20) =0

< (zn — 20) (z—

& k—wz—wz+w(z—2)=0
& wz—wz =k — 2zw.
Ainsi, une équation complexe de la droite D]ﬁo, orthogonale & D et intersectant D en un point M
d’affixe zg est donnée par
Wz + iwz = i(k — 220w)
et, comme M, € D, on vérifie qu’on a bien i(k — 22pw) € R et donc, ’équation complexe d’une droite

orthogonale & D est de la forme
iwz +iwz = £, £ER.



Exercice 5. 1. Cherchons les points M d’affixe z = x + iy tels que f(M) = M. On a

fR)=z & z=—iz4+1+i & s+iy=—i(lr—iy)+1+i & z+iy=1—-y+i(l —x)

{‘;fi:z s rty=1e 1-i)z+(1+i)z—2=0.

L’ensemble des points fixes de f est donc la droite d’équation complexe
(1—-i)z+(1+9)z—2=0.

De méme, on cherche les points M d’affixe z = = + iy tels que g(M) = M. On trouve ici, avec un
calcul similaire, qu’il s’agit de la droite d’équation complexe

(I+i)z+(1—19)z+2=0.
On peut donc calculer I'intersection de ces deux droites et montrer qu’il s’agit du point d’affixe 1.
2. Soit M d’affixe z = x + iy € C. On calcule
flgz)=—i(iz—1+0)+1+i=—2+2i=—(2—1i)+i
Ainsi, f o g est une homothétie de centre d’affixe i et de rapport —1.
Exercice 6. 1. Soient z et 2’ les affixes respectives de M et N. Considérons ig := ip ; l'inversion de

pole l'origine et de puissance 1 (i.e. ip(z) = 1/Z). En notant ¢, la translation de vecteur d’affixe z et
12 1la multiplication par x € R, on a

1 =1, 0 U2 0%g Ot_,

ou encore
10 = Ug—2 O t_,, 01 01y,

Donc, si 'on montre le résultat pour ¢g, on 'aura aussi pour ¢ puisque les translation et les u, ne
changent pas l'alignement ou la cocyclicité. On peut donc supposer que w = 0 et k = 1. On calcule

. . 11 112 2
, , i(2)—2 i(z)—2z T % z—z 1-[Z]* 1-|7]
M, N,i(M),i(N)] = : _Z ETF i
[M, N, i(M),i(N)] i(z)—z i(z)—2 Lz 1_u» 1—z2 1-—-7%2
2! z
AP -2 (=)A= [%)

C1—z22 —Z2 4222 1—2Re(z7) + |22)2

Ainsi, le birapport [M, N,i(M),i(NN)] est réel, donc les points sont cocycliques ou alignés.

2. Soient C un cercle, M un point de C et supposons que i(M) € C. Soit un point quelconque N € C. 1l
s’agit de montrer que i(N) € C. Si i(NN) € {M,i(M)}, le résultat est clair et on peut donc supposer
que M, N,i(M) sont distincts. Par ce qui précede, les points M, N,i(M),i(N) sont cocycliques ou
alignés et comme M, N,i(M) ne peuvent étre alignés (ce sont trois points distincts sur un cercle), ces
quatre points sont cocycliques. Or, le seul cercle contenant M, N,i(M) est C, donc nécessairement,
i(N) € C et donc i(C) = C : le cercle C est globalement invariant.

Exercice 7. 1. Posons
@ GLQ((C) — H

() = (e

b) € GLy(C) = ad—bc#0 = (z — “Z+b) € H. De plus, ¢ est

. ) e . a
Ceci est bien défini car <c d d

clairement surjective. Il reste donc a montrer que c’est un morphisme de groupes. On calcule

a b . a b
SO c d (10 C/ d/



a’z+b’ T o
c’zj—_d’ +d cldz+V)+ddz+d) (ca’ +dd)z+ cb + dd’

B aa' + b ab/ +bd"\ a b\ (d UV
“P\ed+dd v +da) P\ \e a)\e¢ a))

2. Calculons le noyau de ¢ et soit donc M = <CCL Z) € kery. On a

(Z a%Z b a2+ V) +b(dz+d) (e +b)z + ab + bd’>
C

o(M)=ids = VzeC\ {—d},

C

az+b
cz+d

=z = Vz€C, az+b=cz’>+dz

= VzeC, e’ +(d—a)z—b=0 = c=b=(d—a) =0.

10 .
0 1>.AIHSI, on a

Donc, si M € ker ¢, alors M s’écrit M = aly =a <
ker p = C*I ~ C*.

Par le théoreme d’isomorphie, on obtient donc

~

7 : GLy(T)/C* 3 H

et on a bien identifié # comme un sous-quotient de GLy(C).
Remarque : On a en fait ker p = Z(GLo(C)) et le quotient

PGLy(C) := GLy(C)/Z(GL2(C))

est appelé groupe projectif linéaire. On a donc un isomorphisme

PGL5(C) ~ H

et comme en fait H est le groupe des transformations projectives de la droite projective CP!, ceci
jJustifie la terminologie concernant PG Ly(C)...

Exercice 8. 1. a) Soient donc z,y,z € A, que 'on décompose

n n n
T = E Ti€i, Yy = E Yj€j, Z = E ZLEL-.
i=1 j=1 k=1
Par bilinéarité du produit v, en supposant ’associativité vraie sur les éléments de base, on a

v(v(z,y),2) =Y zv(v(zy),en) = Y ziyizev(vies e)), er)
k 1,5,k
= Zaciyjzky(ei, viej,er)) = Z v(z,v(ej ex)) = vz, v(y, 2)),
i,5,k gk
d’ou l'associativité. Remarquons qu’il est clair que, si v est associative, alors la relation sur les
éléments de base est en particulier vérifée.

Dans le cas de Hy, on est donc ramené a vérifier les 27 relations possibles entre les éléments ¢, j, k
(puisque celles avec 1 sont claires).

b) C’est le méme raisonnement. La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, soient

x:Z:UieiEA, y:ZyjejEA
- ,

J

et calculons, par linéarité

ov(z,y)) = inyj@(V(eiu ej)) = inw(s&(ei)v ple;)) =v(e(x), (),

d’ou le résultat.



a)

D’apres la question 1.(a), il suffit de vérifier les relations suivantes

/

On a

et les quatre autres relations se démontrent de méme.
On procéde comme pour la question précédente ; il n’y a aucune subtilité.

Parmi les vingt-sept relations a vérifier entre les éléments de base, il y en a six qui font intervenir
seulement ¢, k, :

( (29)k = i(jk)
(ik)j = i(kj)
(Jk)i = j(ki)
(ji)k = j(ik)
(ki)j = k(ij)
(kj)i = k(ji)

puis, six qui font intervenir un 1 en premiere position :
(1j)k = 1(jk)

(1k)j = 1(kj)

(1k)i = 1(k1)

(1i)k = 1(ik)

(1i)j = 1(2j)

( (Ly)i = 1(j2)

et de méme six qui font intervenir un 1t en deuxieme position et six qui font intervenir un 1
en troisieme position. Les trois relations restantes font intervenir deux 1, qui peuvent étre a
n’importe quelle position. On remarque que si I’on vérifie la premieére relation

(ij)k = k* = —1 = i* = i(jk),

alors toutes les relations du premier type s’en déduisent par applications successives de o et T.
De méme, la relation

(1i)j =ij =k = 1k = 1(3y)
entraine toutes les relations avec un 1 en premiere position, par applications successives de o et T.

Il en va de méme des relations avec un 1 en deuxiéme ou troisieme position. Enfin, les relations
avec deux 1 se ramenent aux trois cas

(11)i = 1(14)

(11)j = 1(15)
(11)k = 1(1k)

et, en appliquant o, ces trois relations sont réduite a la seule premiere. Ainsi, les applications
successives de o et 7 permettent de ramener la vérification des vingt-sept relations aux cing
relations suivantes, qui sont évidentes



Exercice 9. 1. Soitg=a+bi+cj+dk € H. On a
@ =a®> - -2 —d?+ 2a(bi + cj + dk).

Ainsi, si ¢ € P, on a ¢ = —(b%® + ¢ + d?) € R_. Réciproquement, si ¢> € R_, alors on a ab = ac =
ad=0.Sia#0,alorsb=c=d=0cet ¢> =a?> € R, NR_, donc a = 0 et ¢ = 0 est bien un quaternion
pur. Sinon, on a a = 0 et ¢ est aussi un quaternion pur. Ceci montre bien que ¢°> € R_ si et seulement
sig e P.

2. Si g2 € RT, alors ab = ac = ad = 0 et, si a = 0, alors ¢> € Ry NR_ donc ¢ = 0 € R. Sinon,
b=c=d=0et ¢g=a € R. Laréciproque est évidente.

3. On va utiliser la formule de ’exercice 2 du TD4. Si on représente ¢ € H via partie réelle et quater-
nionique pure ¢ = (u, ) et si 'on identifie P avec R3, alors on a la formule de multiplication

(u,z) - (v,y) = (v — (x,y) ,vx + uy + u Av).
Ainsi, pour deux quaternions purs, on a
(0,2) - (0,9) = (= (z,9) ,x N y).
Soit maintenant un quaternion quelconque g = (a, z) € H, avec a € R et z € P. L’équation
TANYy ==z
admet clairement au-moins une solution (z,y) € (R?)2, avec o # 0. Alors, pour tout A € R, on a
z=zA(y+ Azx).

On a aussi
(,y+ Az) = (z,y) + Allz|.

On pose A := —aﬁéﬁéw € R et il vient alors

(0,2) - (0,9 + Ax) = (— (z,y) = Mzll*, 2 A (y + M) = (a,2) = ¢,
d’ou le résultat.

4. Considérons la matrice

1 4
()
__ tCom(M)

. . . . 5 5e . —1 . ,
Celle-ci est inversible, puisqu’on peut s’inspirer de la formule M~ = ——=- (attention, ce n’est plus
vrai ici car H n’est pas commutatif, mais on peut quand-méme bricoler un inverse a partir de ca) et

prendre
1 /-1 4
-1 _ J
M~ = 5 (z k'>

On vérifie qu’'on a bien MM~ = M~'M = I,. Mais, on a
L
t —
=i 1)
¢ JN_ (L i\ (7 )_ (0
() =G (5)-6)

et donc *M ne peut étre inversible.

et alors,



Exercice 10. 1. On a, pour tout A € R et tous ¢}, ¢} € H,

Ty (qh + Agh) = q(dh + Agh) = qqi + Nadh) = Ty(dh) + ATy(gh),

donc T} est bien R-linéaire. De plus, si ¢ =a + bi +cj + dk € H, on a

T,(1) =a+bi+cj + dk
T,(i) = —b+ai+dj — ck
T,(j) = —c — di+ aj + bk
Ty(k) = —d +ci—bj +ak
On en déduit que
a —b —c —d
b a —-d c
Mat(l,i,j,k‘) (Tq) I d a -b
d —c b a
2. On en déduit directement que
0 -1 0 0
1 0 0 O
Matiin(T) =14 o o —1]|°
0 0 1 0
0 0 -1 0
0 0 0 1
Mataiin ()= o o ol
0 -1 0 0
00 0 -1
00 -1 0
Ma‘t(l,i,j,k) (Tk‘) = 0 1 0 0
10 0 O
3. Considérons 'application
P H — My(R)

définie par
¥(q) = Mat(y ; j ) (Tg)-

Puisqu’on vérifie directement que ’application

H — End(R%)
q T

est un morphisme d’algebres, I’application 1 est un morphisme d’algebres. Par définition, on a H =

im(¢) et donc H est une sous-algebre de My4(R). De plus, on voit clairement que 1 est injective et
donc définit un isomorphisme

v:HS H,

comme souhaité.

Exercice 11. 1. On va d’abord montrer que R est u-stable. Soit ¢ € R = Z(H) et montrons que

u(q) € Z(H), ce qui montrera que u(q) € R. On prend donc ¢ € H quelconque, que I'on peut écrire
q¢ = u(q1), puisque u est surjectif. On a

/

u(q)q = u(q)u(q1) = u(qqr) = w(q1q) = u(qr)u(q) = ¢'u(q).

Comme ¢’ € H est arbitraire, on en déduit que u(q) commute & tous les éléments de H, donc est dans
z(H), donc est réel. Ainsi, ur est un automorphisme de R, c’est donc l'identité : ur = idg.



2. On va utiliser I'exercice 9. Soit ¢ € P un quaternion pur. Comme ur = idg et que ¢?€R_,ona
u(q?) = ¢*> € R_ et donc
u(q)® = u(¢®) = ¢* € R,

donc u(q) € P et donc P est u-stable. Ensuite, si p € P, on a N(p) = —p? et, comme u(p) € P, il
vient N(u(p)) = —u(p)? = u(—p?) = —p? = N(p), comme souhaité.

3. D’apres la question précédente, on a
uip S O(N‘p) ~ Og(R).

Or, puisque (4, j, k) est une base N-orthonormée de P, la famille (u(i), u(j),u(k)) = (', 5, k") est aussi
une base orthonormée. Si elle est directe, on prend € = 1 et sinon, on prend ¢ = —1.

4. Le prolongement par linéarité de I'application qui envoie la base (4, j, k) sur la base (i', 5, ek’) est une
isométrie directe de R?, donc s’écrit sq pour un certain g € G. Ceci donne bien ce que ’on veut ici.

5. On a
K =wu(k) = u(ij) = u(i)u(j) =15’

et
ek’ = sq(k) = sq(ij) = sq(i)s4(j) = i'j' = K,

donc € =1 et, comme u et s, coincident sur la base orthonormée (i, j,k) de P, on a up = 8q = Sq|p.

De plus, comme ug = idg = Sq‘R et que H =R ® P, on a bien u = S, ce qui prouve le résultat.
Exercice 12. 1. On peut montrer directement que les 27 relations a vérifier sont satisfaites. On peut

aussi utiliser 'exercice 8 : ce qui laisse seulement 5 relations a vérifier ; et celles-ci sont évidentes.

2. Sig=x+yi+zj+tk cH,g, on pose bien-stir q := x — yi — zj — tk, ainsi que

N(q) :==qq= % — ay2 - BZQ + aBtQ.

3. Soit donc ¢ = a+bi + cj + dk € Z(H, g). On doit avoir
at+ba—ck—daj=qi=ig=ai+ba+ck+daj = ck+daj=0 = c=d=0

et
aj+bk=qj=jg=aj—bk = b=0.

Ainsi, ¢ =a €k, dott Z(Hy 3) =k -1 ~k et le résultat.

4. Puisque k est algébriquement clos, les polynémes X2 — v et X2 — 8 admettent des racines respectives
a et b, que 'on fixe. Posons

a O 0 b 0 ab
f._<0 _a>, J._<b 0), K._IJ_<_ab O)

et considérons

) Haop — Ma(k)
7 —> I
j — J
k — K

Puisqu’on a les relations

12:a<(1] (i) Jzzﬁ(é 2) IJ=—-JI =K,



on constate que ¢ est un morphisme d’algebres. En particulier, c’est une application k-linéaire entre
deux espaces vectoriels de dimension 4. Ainsi, pour montrer que c¢’est un isomorphisme, il suffit de
montrer qu'il est injectif. Soit donc ¢ = x + yi + zj + tk € H, 5 tel que ¢(¢) = 0. On a alors

R O R AR (S O B )

et on doit donc avoir

z4+ay=20 T =ay
z—ay=20 ay = —ay o
b(z+at) =0 = z=at - r=y=z=t=0,
b(z —at) =0 at = —at

cette derniéere implication provenant du fait que, dans k, aucun x # 0 n’ést égal & son opposé, puisqu’on
a supposé 1 # —1. Ainsi, ¢ = 0 et ¢ est injectif, donc un isomorphisme.

5. Supposons que H, g soit une algebre a division et soit ¢ # 0 dans H, 3. Comme la norme N est
multiplicative, si ¢ est inversible, on doit avoir

1=N(1)=N(qq ") =N(q)N(¢"),

donc N(q) # 0 et N est donc anisotrope.
Réciproquement, supposons N anisotrope et soit ¢ € H, g\ {0}. Alors, on a N(q) # 0 et on a

a@N(@Q) ") =N(@N(q) ' =1=(qN(q) ),

donc ¢ est inversible, d’inverse ﬁ (comme pour les quaternions classiques) et donc H, g est une
algebre a division.

6. Puisqu’on est sur un corps k fini, la forme quadratique N est isotrope, donc il existe ¢ € Hy g \ {0}
tel que qg = N(q) = 0 et, comme g # 0, on a bien que H, g n’est pas integre.

Exercice 13. 1. Pour ¢ € G et ¢’ € H, on pose

1

Sq(d) =qd'qa™ =qd7

et ceci donne un morphisme

q Sy
On montre que I'espace P des quaternions purs est Sy-stable et on note s, := Sq“) On montre ensuite
que sq préserve la norme et donc s, € O3(R). Un argument de connexité utilisant le déterminant
permet de s’assurer qu’en fait, s, € SO3(R) et on obtient alors le morphisme

s: G — SO3(R).
On démontre qu'il est surjectif, de noyau {£1} et on en déduit I'isomorphisme

5:G/{£1} = SO3(R).

2. Montrons que f est continue pour les normes usuelles || - || et v/N. Fixons A = (a,b,c,d) € R*\ {0}
et ¢ > 0. On veut trouver un 7 > 0 tel que, pour tout X € R*\ {0} tel que ||[A — X|| < 7, on ait
VN(f(A) — f(X)) < e. Posons 7 := w > 0 et soit X := (z,y,2,t) # 0 tel que |[A — X| <n. On

calcule

N(F(A) - f(X)) = N (

1
IA[I2]X ]2

a—i—bi—l—cj—i—dk_x—i—yi—i—zj—l—tk)
1Al X 1]

N(|X||(a+ bi 4 cj + dk) — ||A||(x 4+ yi + zj + tk))



AT X2

HHXIIA—HAHXH|!>2: - ]\

X[/ (b e d) — 1Al (2 y, 2,82 = (
TATIX] ]

Dong, il vient

-] _fla—x x|
d(f(A), f(X)) = VN(f(4) = F(X)) = ||A)ﬁ - 4] -

_ _ Al
A X[+ 1] 1 ||X‘<HA—XIIHIIXII—IIAIII<2HA—X||< 2 _
= 4] = 4] = TAT T Al

donc
[A—X| <n = d(f(4), (X)) <e

et f est bien continue.

. Supposons que (a’,V',¢,d") = Ma, b, ¢c,d) avec X\ € R*, alors on a

ad+bi+dj+dk  Ma+bitc+de A a+bitcj+dk . a+bi+cj+dk
Va2 + 02+ 2 +d? MW+ +32+d2 NV +2+2+d2 Vi + P+ + 2

Donc, (a',¥',c,d') et (a,b, c,d) ont méme image par f, modulo le sous-groupe {£1} et donc f passe au
quotient en f. Il reste & montrer que f est continue. Soit donc U C G/{+£1} un ouvert. Ceci signifie
que ©'~1(U) C G est un ouvert et, comme f est continue, entraine que f~!(7/~1(U)) c R*\ {0} est

ouvert. Mais, comme 7'o f = fom, on a que w_l(?_l(U)) = f~Y7'"71(U)) c R*{\{0} est ouvert. Par
définition de la topologie sur RP3, ceci signifie que 771(U ) C RP? est ouvert. Ainsi, pour tout ouvert
U de G/{£1}, ?_1(U ) est un ouvert de RP? ; ce qui est exactement dire que f est continue.

. On va trouver une réciproque a f. Posons

g G - R*\ {0}
a+bi+cj+dk — (a,b,cd)

Pour tousq=a+bi+cj+dkeGet ¢ =d +Vi+dj+dkeG, ona
lg(a) = g(@)* = l(a—d';b=V,c =, d=d)|? = (a=a')? + (b =)+ (c =)’ +(d—d')* = N(g— ),

d’oil
lg(q) — 9(d)ll = d(q, ).

Ainsi, g préserve les distances, donc est continue. De plus, on voit clairement que g passe au quotient
et définit
g:G/{£1} — RP3,

En procédant exactement de la méme fagon que dans I'exercice 3, en remplacant f par g, on montre
que g est continue. On calcule enfin (en notant [z] la classe dans G/{£1} d’un élément = de G et §
celle dans RP? d’un élément y € R*\ {0})

- a+bi+cj+dk

_ S _ _ S N S _1
f(G(la+ bi+ cj + dk])) N(atbitcjTdh) l[a+ bi + ¢j + dk], (car N(a+bi+cj+dk)=1)

et

1
RV
Ainsi, fog = idg /{+1) et go f = idgps et comme f et § sont continues, ce sont des homéomorphismes,
réciproque 1'un de 'autre.

9(f((a,b,c,d))) (a,b,e,d) = (a,b,c,d).




5. On sait que 5 et f sont des homéomorphismes, donc I’application
5o f:RP? = SO3(R)

est aussi un homéomorphisme, d’ou le résultat.

Exercice 14. 1. On considere les matrices de p,, et o dans la base canonique B, de R?, on a

Math(pm—(COS( p) ~sin (S )), Matsc(a)—<_01 ?)

sin (2”) coS (

sy

3

)

3

On a donc o o
Mt (oon0) = (5l V] ) = ot (),

d’ou le résultat.

2. La relation ci-dessus montre que tout élément Uimpif‘lailﬂ gl p 2 (avec i1 € {0,1} et iy, €
0,...,n—1}) s’écrit en fait sous la forme o?p}, avec i € {0,1} et j € {0,...,n — 1}. Ainsi, en notant
P J )

R, := (pn) le sous-groupe de D,, engendré par p,, (et isomorphe & Z/nZ), on obtient
D, = RUoR,
ou l'on a noté oR := {ox, x € R} et U 'union disjointe. Comme |R| = n, il vient finalement

|Dy| = 2n.

3. Soit donc G < SO2(R) fini et fixons un point A; de P. Considérons {A;, As, ..., Ar} ensemble des
images de A; par les éléments de GG. Tout élément g € G permute les A;, donc fixe leur isobarycentre O.
Fixons donc un repere cartésien orthonormé R := (O, (i, 7)) de P, qui nous permet de l'identifier a
C. Alors, tout g € G est une rotation qui fixe O et donc s’identifie dans C & une application z — €% 2.
Alors, 'ensemble {€s, g € G} est un sous-groupe fini de C* d’ordre n, donc c’est le groupe des
racines n'®™® de I'unité, isomorphe & Z /nZ.

4. En reprenant les notations précédentes et en particulier l'isobarycentre O et le repere R, l'anti-
déplacement s laisse O fixe et est une symétrie orthogonale par rapport a une droite D passant
par O. Par ce qui précéde le sous-groupe Gt = G N SO2(R) est cyclique, disons engendré par une
rotation p d’ angle et isomorphe a Z/nZ. On a alors

G=G"UsG™.

Puisque la transformation ps est un anti-déplacement laissant O fixe, c’est une symétrie orthogonale
et donc (ps)? = idp ; soit sps = p~'. D’apres ce qui précéde, ceci assure que I’application

v . G — D,

P = Pn
s = O

est un isomorphisme de groupes, d’ou le résultat.

5. C’est évident, d’apres ce qui précede.

Exercice 15. 1. Vu I’énoncé, il existe une similitude s qui envoie Ky sur . Alors, I’application

¢ : Gt — G¢
f = sltofos

est clairement un isomorphisme de groupes.



. Soit f € G*. Comme f préserve les distances, on a f(A)f(G) = AG = /3 et ceci est la distance
maximale possible entre deux points de K. Comme cette distance n’est réalisée que par les diagonales
de K (c’est la définition d’une diagonale !), la diagonale [AG] est nécessairement envoyée sur une
autre diagonale de K. Ainsi, f permute les diagonales et ceci fournit une action de G sur A et un
morphisme structurel d’action

b Gt B(A) ~ &,

. Comme tout f € GT permute les diagonales, il permute aussi les sommets de K, donc fixe leur
isobarycentre O, qui est 1'origine. Ceci assure que tout f € GT est en fait une transformation linéaire,
qui est une isométrie positive. Ceci entraine que G est un sous-groupe de SO3(R).

. Supposons, pour fixer les idées, que i = 1 et 5 = 2. On veut donc un f € Gt qui échange [AG] et
[BH| et qui fixe les autres diagonales. Considérons M le milieu de [GH]| et N le milieu de [AB] et
prenons pour f le retournement (i.e. la rotation d’angle 7) d’axe (M N). Alors f échange bien d; et
09 et fixe d3 et d4. De la méme facon, on peut échanger n’importe quelle paire de diagonales tout en
fixant les autres et ceci montre que les transpositions sont dans im(z)).

. Le fait que 9 soit surjectif résulte du fait que les transpositions soient dans son image et engendrent
Gy.

. Soit donc f € ker tel que f(A) = G. Dire que f est dans le noyau de v signifie que pour tout
1 <i <4, ona f(6) = d. Ainsi, on a f(C) € {C,E}. Mais, comme f est une isométrie, la
distance f(C)f(G) = f(C)A doit étre égale &4 CG = 1 et comme on a AE = 1 et AC =2 # 1, la
seule possibilité pour f(C) est E. On procede de méme pour montrer que f(D) = F et f(B) = H.
Ainsi, le repere cartésien (O, (OA, 5§, Cﬁ)) sur le repere cartésien (O, (O?, 0 ,@)), tout comme
la symétrie o : x — —x. Ceci montre que f = o est négative, ce qui est absurde puisqu’on a supposé
f positive. Ainsi, si f € ker, on doit avoir f(A) = A et, par le méme raisonnement que ci-dessus, en
regardant les distances entre les sommets, on voit qu’on a aussi f(B) = B et f(C) = C, donc f fixe le
repere cartésien (O, (ﬁ, @, O?)), donc c’est I'identité. De tout ceci, on tire que kery = {id}, i.e.
1) est injectif.

. Par ce qui précede, ¢ est injectif et surjectif : c¢’est un isomorphisme.

. Reprenons o :  — —z la symétrie centrale par rapport & l'origine O et remarquons que 02 = id, ainsi

que o € G. Considérons 'application
V:G— Gt X Z/2Z

définie par

~ | (f,0) sidet(f)>0
Vi) = { (fo,1) sinon

Alors, @Z est un morphisme de groupes. Pour le montrer, soient f, g € G et distinguons plusieurs cas :

e Si f et g sont positives, alors fg est positive et on a

U(fg) = (fg9,0) = (f,0)(g,0) = ¥(f)(g).

e Si f est positive et g négative, alors fg est négative et on a

e Si f est négative et g positive, alors fg est négative et on a

d}(fg) = (ng> 1) = (fa(aga), 1) = (faa 1)(090’ 0) = (fJ> 1)(.9’ 0) = ¢(f)¢(g)v

I’avant-derniere égalité provenant du fait que o et ¢ commutent, puisque la matrice de o dans
n’importe quelle base est —I3, donc commute a celle de g.



e Si f et g sont négatives, alors fg est positive et on a

U(f9) = (£9,0) = (fo?9,0) = (fogo,1+1) = (fo,1)(90,1) = ¥ (f)¥(g).

Dans tous les cas, on a 1’/;( fg) = {/;( f )J(g), donc @Z est bien un morphisme de groupes. De plus, il est
clair que v est injectif et surjectif : c’est un isomorphisme. On en tire que

G~ Gt X Z)27 ~ &y x 7)27,

ce qui acheve la preuve.



