


Proposition de rédaction

1) Il s'agit de montrer que ‖ · ‖p et ‖ · ‖∞ sont équivalentes. On a

∀f ∈ E, ‖f‖p = p

√∫
Ω

|f |pdλ ≤ p

√∫
Ω

‖f‖∞dλ = ‖f‖∞ p

√∫
Ω

dλ = p
√
λ(Ω)‖f‖∞.

De plus, (Lp(Ω), ‖ · ‖p) est un espace de Banach et E ⊂ Lp est fermé par hypothèse, donc
(E, ‖ · ‖p) est un Banach. Pour pouvoir utiliser le théorème de Banach assurant l'équivalence
des normes considérées, il reste à montrer que (E, ‖ · ‖∞) est un Banach. Il su�t pour cela de
montrer que E ⊂ L∞ est fermé. Soit donc (fn) une suite de E qui converge dans L∞. Alors,
(fn) converge dans Lp car ‖ · ‖p ≤ p

√
λ(Ω)‖ · ‖∞ et E est fermé dans Lp, donc la limite est

dans E et donc (fn) converge dans E pour la norme ‖ · ‖∞, d'où le résultat.

2) Distinguons trois cas :

• Supposons que p < 2. D'après l'inégalité de Hölder, pour f ∈ E, on a

1

Cp
‖f‖p∞ ≤ ‖f‖pp =

∫
Ω

|f |p · 1dλ ≤
(∫

Ω

1
2

2−pdλ

) 2−p
2
(∫

Ω

|f |2dλ
) p

2

= λ(Ω)1− p
2‖f‖p2

d'où
‖f‖∞ ≤ Cλ(Ω)

1
p
− 1

2‖f‖2.

• Si p = 2, 1) donne directement le résultat.

• Il reste à examiner le cas p > 2. Soit f ∈ E ⊂ L∞(Ω). Pour presque tout x ∈ Ω, on a

|f(x)|p = |f(x)|p−2|f(x)|2 ≤ ‖f‖p−2
∞ |f(x)|2,

et en intégrant ceci sur Ω, il vient∫
Ω

|f |pdλ ≤ ‖f‖p−2
∞

∫
Ω

|f |2dλ ⇒ ‖f‖pp ≤ ‖f‖p−2
∞ ‖f‖2

2,

d'où, avec 1),

C−p‖f‖p∞ ≤ ‖f‖pp ≤ ‖f‖p−2
∞ ‖f‖2

2 ⇒ C−p‖f‖2
∞ ≤ ‖f‖2

2,

et donc
‖f‖∞ ≤ C

p
2‖f‖2.

Il su�t maintenant de prendre M comme étant la plus grande des trois constantes fournies
par la discussion que nous venons d'e�ectuer.

3) Ceci découle directement de 1) et 2). En e�et, si (fn) est une suite de E qui converge
vers f dans L2, alors (fn) converge vers f dans L∞ d'après 2) et comme E est fermé dans
L∞, on a f ∈ E et donc E est fermé dans L2.

Ensuite, justi�ons l'existence de la suite orthonormée (ej)j≥1. On sait que L2(Ω) est
séparable, donc E ⊂ L2(Ω) est séparable. De plus, E est fermé dans L2(Ω) qui est un espace
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de Hilbert, donc E est un espace de Hilbert. Ainsi, E est un espace de Hilbert séparable, il
admet donc une base hilbertienne (ej)j. De plus, (ej) ne saurait être presque nulle. En e�et,
si tel était le cas, l'espace engendré serait de dimension �nie, donc fermé, et son adhérence
valant E, E serait de dimension �nie, ce qui est contraire à notre hypothèse.

4) Soit α = (α1, . . . , αk) ∈ Qk. Tout d'abord, on a∥∥∥∥∥
k∑
j=1

αjej

∥∥∥∥∥
2

2

=

(
k∑
i=1

αiei,

k∑
j=1

αjej

)
=

∑
1≤i,j≤k

αiαj(ei, ej) =
k∑
i=1

α2
i ,

d'où ∥∥∥∥∥
k∑
j=1

αjej

∥∥∥∥∥
2

=

(
k∑
j=1

α2
j

) 1
2

.

Ensuite, pour presque tout x ∈ Ω, on a

k∑
j=1

αjej(x) ≤

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

αjej(x)

∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥∥

k∑
j=1

αjej

∥∥∥∥∥
∞

≤M

∥∥∥∥∥
k∑
j=1

αjej

∥∥∥∥∥
2

= M

(
k∑
j=1

α2
j

) 1
2

,

la dernière inégalité provenant de 2). On en déduit l'existence, pour tout α ∈ Qk, d'une
partie (mesurable) négligeable ωα ⊂ Ω telle que l'inégalité considérée soit valable pour tout
x ∈ Ω \ ωα. Posons

ω :=
⋃
α∈Qk

ωα.

Alors, ω est mesurable, l'inégalité voulue est vrai pour tout α ∈ Qk et tout x ∈ Ω \ω et on a

λ(ω) ≤
∑
α∈Qk

λ(ωα) = 0 ⇒ λ(Ω \ ω) = λ(Ω).

Alors, ω donne le résultat voulu. En e�et, soient ε > 0 et α ∈ Rk. Par densité de Qk dans
Rk, il existe β ∈ Qk tel que |α− β| = max1≤i≤k |αi − βi| ≤ ε. Alors, si x ∈ Ω \ ω, on a

k∑
i=1

αiei(x) =
k∑
i=1

(αi − βi)ei(x) +
k∑
i=1

βiei(x) ≤
k∑
i=1

|αi − βi|ei(x) +M

(
k∑
i=1

β2
i

) 1
2

≤ ε
k∑
I=1

ei(x) +M

(
k∑
i=1

β2
i

) 1
2

≤ εM
√
k +M

(
k∑
i=1

β2
i

) 1
2

= εM
√
k +M

(
k∑
i=1

(βi − αi)2 + α2
i + 2(βi − αi)αi

) 1
2

≤ εM
√
k +M

(
kε2 + 2ε

k∑
i=1

αi +
k∑
i=1

α2
i

) 1
2

,

et ceci étant vrai pour tout ε > 0, on en déduit que

k∑
i=1

αiei(x) ≤M

(
k∑
i=1

α2
i

) 1
2

,
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d'où le résultat.

5) Si x ∈ Ω \ ω est �xé, posons αj := ej(x), 1 ≤ j ≤ k. On calcule

k∑
j=1

|ej(x)|2 =
k∑
j=1

ej(x)ej(x) =
k∑
j=1

αjej(x) ≤M

(
k∑
j=1

α2
j

) 1
2

= M

(
k∑
j=1

|ej(x)|2
) 1

2

,

d'où (
k∑
j=1

|ej(x)|2
)2

≤M2

k∑
j=1

|ej(x)|2.

Si
∑k

j=1 |ej(x)|2 = 0, le résultat est clair. Sinon, on peut diviser l'inégalité précédent par∑k
j=1 |ej(x)|2 pour obtenir

k∑
j=1

|ej(x)|2 ≤M2,

et ceci étant vrai pour tout x ∈ Ω \ ω, on a le résultat.

6) Soit k ≥ 1 et ωk ⊂ Ω, λ-négligeable tel que, pour tout x ∈ Ω \ ωk, on a

k∑
j=1

|ej(x)|2 ≤M2.

Alors, on peut écrire

k =
k∑
j=1

1 =
k∑
j=1

‖ej‖2
2 =

k∑
j=1

∫
Ω

|ej(x)|2dλ(x) =

∫
Ω\ωk

(
k∑
j=1

|ej(x)|2
)
dλ(x) ≤

∫
Ω

M2dλ = λ(Ω)M2,

avec M indépendant de k. Donc, pour tout k ≥ 1, on a

k ≤ λ(Ω)M2

et ceci est absurde. Donc E est de dimension �nie.
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