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Préambule

Dans ce travail, on se propose de donner quelques précisions sur les groupes polyédraux
binaires 7, O et Z, les groupes de réflexions primitifs G4 et G159, ainsi que le groupe imprimitif
(G(4,2,2). Plus précisément, nous en exhibons des présentations, puis nous déterminons leurs
tables de caractéres (linéaires complexes). Ce texte s’inscrit dans la continuité directe du
mémoire [2] concernant les groupes de réflexions unitaires de rang 2. Aussi utiliserons-nous
librement les définitions, notations et résultats qui y sont exposés. Ces notions sont également
développées (plus en détail) dans [4].

Mentionnons que certains calculs simples mais trés fastidieux peuvent étre effectués grace
au logiciel libre GAP, qui nous a été fort précieux pour construire les résultats ci-aprés exposés.

Tout d’abord, nous procédons a quelques rappels succins au sujet des groupes libres et des
présentations de groupes. Cependant, ces rappels sont donnés a titre d’autonomie du texte et
il est préférable que le lecteur soit déja familier avec ces notions. Nous utiliserons par la suite
une méthode systématique pour justifier les présentations avancées : 1'algorithme de Todd-
Coxeter, qui permet plus précisément de calculer (au-moins dans le cas des groupes finis),
I'ordre d’un groupe dont on connait une présentation. Nous expliquons ’algorithme a travers
un exemple, puis nous généralisons légérement le procédé afin de le rendre plus efficace. Le
lecteur souhaitant obtenir un exposé plus détaillé de ce processus pourra consulter [1] et [6].
Cet algorithme permettrait méme de justifier les présentations des groupes primitifs de rang
2 données dans le chapitre 6 de [4].

Ensuite, nous déterminons les tables de caractéres de ces groupes. Nous emploierons ici
des arguments ad hoc, qui ne permettent pas de conclure quant au cas général des groupes
de réflexions, que 'on imagine bien plus complexe. Nous utiliserons notamment des isomor-
phismes nous ramenant parfois aux cas des groupes classiques. Nous calculerons par ailleurs
les classes de conjugaison en utilisant a fond la théorie de Sylow. Pour la détermination des
caractéres, nous aurons également recours a la structure des sous-groupes de SUy(C), ainsi
qu’a la représentation naturelle des groupes de réflexions, qui s’avérera étre irréductible,
puisque les groupes dont il est question sont irréductibles. Nous utiliserons de plus un peu de
théorie de Galois, qui nous fournira un bel argument pour trouver un caractére de degré 2 du
groupe icosaédral binaire. Enfin, nous tirons de ces tables quelques conséquences, comme par
exemple le fait que D(Q) = T, ou encore la caractésisation suivante : un groupe de réflexions
unitaires irréductible de rang 2 est de type icosaédral si et seulement s’il n’est pas résoluble.



Premiére partie

Présentations de G4, G2, G(4,2,2) et des
groupes polyhédraux binaires

Nous commencons par quelques rappels sur ’algorithme de Todd-Coxeter, permettant de
déterminer une présentation d’un groupe, sous certaines conditions. On redonne, a titre d’au-
tonomie, la preuve de l'existence de groupes libre, tiré de celle de [3], elle-méme reproduite
d’apreés les travaux de Tits. Nous introduisons et illustrons rapidement le principe de 1’algo-
rithme sur un exemple, nous donnons ensuite un schéma de preuve de sa validité. Pour de
plus amples informations, nous renvoyons a [1| ou encore [6]. Enfin, nous 'appliquons aux cas
qui nous intéressent. Afin de ne pas trop surcharger le travail, nous donnerons uniquement
les présentations dans le corps du texte, les tables de calculs étant reproduites en annexe
pour le confort du lecteur.

1.1 Groupe libre et présentation de groupes

Définition 1. Soient F' un groupe, et S un sous-ensemble de F. On dit que F' est un
groupe libre sur 9 s’il vérifie la propriété universelle suivante : pour tout groupe G et toute
application f:.S — G, il existe un unique morphisme de groupes ¢ : F' — G prolongeant f,
cést-a-dire rendant commutatif le diagramme

N
N2

t N
\

Théoréme 1. Soit S un ensemble. Alors, il existe un groupe libre (F(S),t) déterminé par
S. De plus, v est injective et F(S) est engendré par l'image de t.

Avant d’entamer la démonstration, nous avons besoin d’un lemme ensembliste :

Lemme 1. [l eziste un ensemble d’indices I et une famille de groupes (G;)icr tels que, si
g: S — G est une application dans un groupe G, engendré par g(S), alors G est isomorphe
a l'un des Gj.

Démonstration. Tout d’abord, si S est fini, alors G est au plus dénombrable, car si S =

{s1,...,8,}, alors on a une application surjective naturelle
VA — G
k k (k) (k)
(Zi )7 e 727(1 ))keN = [ lren9(s0)7 -+ g(s0)™



Si S est infini, le cardinal de G est inférieur ou égal a celui de G, car les éléments de G sont
des produits finis d’éléments de g(.5). Considérons un ensemble 7" infini dénombrable si S est
fini et équipotent a S dans le cas contraire. Pour chaque partie non vide H de T, soit 'y
I'ensemble des structures de groupes sur H (i.e. 'ensemble des applications v : H x H — H
faisant de H un groupe). Pour v € 'y, soit H, := (H, ) 'ensemble H muni de la structure 7.
Alors, 'ensemble [ :={v; vy €'y, H € P(T)\ {0}} et la famille (H,),es conviennent. [

Démonstration. (du théoréme)

Reprenons les notations du Lemme précédent. Pour chaque ¢ € I, considérons 1’ensemble
M; des applications S — G, et pour chaque ¢ € M;, notons G;, = G; x {¢}, produit
ensembliste muni de la structure de groupe induite par celle de G;, de sorte que G;, est un
groupe canoniquement isomorphe a G;, mais indexé de plus par ¢. Soient le produit direct

FO = H H Gi#,,

i€l peM;

ainsi que l'application
Lo - S — FU

dont la composante S — G, est . Etant donnée une application ¢ : S — G dans un groupe
G, il existe un morphisme v, : Fy — G telle que v, o 1y = g, i.e. rendant commutatif le
diagramme

SL'FO

N

G

En effet, quitte a considérer le sous-groupe de G engendré par g(S) et & composer par
'injection naturelle, on peut supposer que g(.S) engendre G. D’apreés le Lemme 1, il existe un
isomorphisme A : G — G; pour un certain ¢ € [ et ¢ := X\ o g est un élément de M;. Soient
Ty @ Fo — Gy la projection canonique et 1, := A~ o m; 4. Alors, le morphisme v, rend
commutatif le diagramme

§——Fy

17T

G—>Giy

Soit. F' le sous-groupe de F engendré par 'image de 1o et soit ¢+ égale a 1o, mais considérée
comme application S — F. Notons enfin g, la restriction de v, a F. Par la construction
menée dans le Lemme, ¢ est injective. Alors, g, est I'unique morphisme rendant commutatif
le diagramme

S—=F

N

G
Ainsi, F(S) := F est bien le groupe libre cherché. O

Remarque 1. 1l peut étre pratique de décrire le groupe libre F'(.S) en termes de mots et de mots
réduits, point de vue avec lequel nous supposons le lecteur familier. Aussi utiliserons nous
librement dans la suite ces notions. Cependant, méme si cette approche est plus pragmatique,

;;;;;



Définition 2. Soient S un ensemble et R C F(S) une famille de mots sur S. Un groupe G
a pour générateurs S et pour relations R si

G=F) [ury),

ou ((R)) désigne la cloture normale de R dans F(S). On dit aussi que le couple (S, R) est
une présentation de GG et on écrit alors

G=(S|R).

Exemple 1. On peut vérifier directement qu’on a les présentations suivantes
F(S)=(S10),
Z= (x| 0y,
Zipg =(z|2") = (z|2"=1), VneN

Un autre exemple de présentation est celle du groupe dihédral, qui semple raisonnable mais
non immédiate. L’algorithme de Todd-Coxeter permettra de la prouver :

Dyn = (z,y | a" =1Ly* =Lyzy=a"").

Mentionnons enfin un exemple important de groupe donné par générateurs et relations : les
groupes de tresses d’Artin

Bn = <O'1, o | | 0,0;+10; = 04104041, V1 S ) S n — 2, [O'i,O'j] = 1, V]z —j| > 1> .

1.2 Algorithme de Todd-Coxeter

Nous allons commencer par expliquer 1’algorithme sur un exemple tiré de [6]. Considérons
le groupe
G .= <s,t | =1* =1, tst:sz>.

On écrit chaque relation sous forme d’un mot avec seulement les exposants +1

sss, tt, tsts s

Pour chacun de ses mots, nous construisons les tables de relations comme suit :

S S 8 tt t ststst
]

NERE R

On écrit ensuite un 1 de part et d’autre de chaque tableaux, dans les colonnes extrémes, ainsi
qu’une seconde ligne avec un 2 au lieu d'un 1. On appose enfin un 2 juste a gauche de 1 dans
la premiére ligne du premier tableaux. Ceci donne



s S s t ot t s t s tgt
112 1 Lii 1 1
2 2 2 2

Nous devons ensuite construire des tables auxiliaires

S S

RiE EiRS

Maintenant, on passe en revue les tables de relations afin de les compléter en suivant les
regles dictées par les tables auxiliaires, ce qui donne seulement une nouvelle entrée dans la
troisiéme table :

s s s t ot t s t stst
112 1 1 1 1 211
2 2 2
3 3 3 3 3 3

Puis, on ajoute aux tables auxiliaires les entrées

S S

2|3 312
En complétant les tables, on obtient de nouvelles entrées pour les tables auxiliaires :

S S

T RIES

On remplie maintenant les tables a l'aide de ces nouvelles relations :

s s s t ot t s t stst
112 1 1 1 1 211
31112 2 11312
3|1 3 3 3 3 113




La premiére tables est alors compléte. Or, comme ce n’est pas le cas des autres, 'algorithme
se poursuit. On introduit une quatriéme ligne, ainsi que les relations auxiliaires :

t =1

114 411
Et on obtient alors en complétant la deuxiéme table les relations

t 1

T BiES

On peut continuer, grace a ces nouvelles relations, a remplir les tables :

s S 8§ t t t s t stst
12 1 11411 1]4 211
213112 2 2 2 411132
311 3 3 3 3 113
4 4 41114 41112 4

Puisque les tables ne sont pas pleines, on itére ce processus avec les lignes 5 et 6 pour obtenir

s 5 s t ot t s t stst
112 1 1141 1141513121
213|112 21612 216141132
311 3 3153 315161213
415 4 41114 4111216514
5 415 51315 513|114 5
6 6 6126 6123|546

A présent, lorsque I'on tente d’ajouter une septiéme ligne, dans la quatriéme ligne de la
prmiére table, le nouveau 7 suivant le 5 donne la relation auxiliaire

S

B

mais la table auxiliaire contient déja



Ceci est un exemple de coincidence, que l'on écrit 7 = 6. Nous devons alors supprimer les
lignes 7 de toutes les tables et remplagons toutes les occurrences de 7 dans nos tables par 6,
y compris les entrées des tables auxiliaires.

Poursuivant ce procédé, on est conduit a la situation

s 5 s t ot t s t stst
1121311 1141 11415131211
213|112 21612 216141132
311123 31513 315161213
415164 41114 41112|6|514
5161415 51315 513|114 |16|5
614|516 6126 6123|136

Les tables sont a présent toutes compléte, ’algorithme est donc terminé. La conclusion est
que notre groupe G est d’ordre 6. On a évidemment G ~ Gs.

Pour décrire le résultat de I'algorithme, nous le résumons avec les tables de relations, ainsi
que les tables auxiliaires, toutes complétes :

s 5 s t ot t s t stst
1121311 1141 114513211
213|112 21612 216141132
311123 31513 31516213
415|164 41114 41112|6|5 |4
5161415 51315 513|114 |16/|5
614|516 6126 6123|136
S st t t1
12 21 174 41
213 312 41 114
311 113 216 612
415 ‘514 62 216
506 6|5 3|5 5[3
64 46 5[3 3|5

Notons que cet algorithme ne fonctionne pas toujours. En fait, on peut montrer qu’aucun
algorithme ne le peut (voir [6] pour plus de précision). Cependant, nous sommes sir qu’il se
termine dés que G est fini. Nous allons & présent formaliser quelque peu ce processus, a ’aide
du lemme et du théoréme suivants :

Lemme 2. Soient G un groupe fini, X un ensemble de générateurs de G, H un sous-groupe
de G et Hwy, ..., Hw, des classes a droite distinctes de G. Si le sous-ensemble | J;_, Hw;
est stable par multiplication & droite par tout élément de X U X1, alors G = |J;_, Hw,
G : H] =n et |G| =n|H]|.



Démonstration. Si 'Y est un sous-ensemble quelconque de G tel que Ya C Y pour tout
a € XUX™! alors Y = G puisque G est engendré par X et w € Y pour tout mot w sur
X. En appliquant ceci a Y = |J; Hw;, on obtient la premiére égalité qui entraine que chaque
classe de H doit étre I'une des Hw; et donc que [G : H] = n. O

On en arrive au théoréme principal, dont on donne 'esquisse de preuve de [6] :

Théoréme 2. (Tood-Cozeter, 1936)

Soit G un groupe finiment présenté. Construisons une table pour chaque relation comme
nous l'avons fait ci-dessus, ajoutons de nouvelles entrées (entiéres) et agrandissons les tables
auziliaires chaque fois que possible, et supprimons les plus grand entier intervenant dans des
coincidences. Si le processus se termine, avec chaque table remplie et ayant n lignes, alors le
groupe G est d’ordre n.

Démonstration. Dénotons par 1 I’élément neutre de G et supposons que chaque autre entier
1 avec 1 <4 < n dénote les autres éléments de G. L’entrée

a
il
dans n’importe quelle table est a interpréter comme 1’équation ia = j dans G. Ceci explique
les entrées jumelles dans les tables auxiliaires : si ia = j, alors ja~! = i. La construction des
tables de relations n’est donc autre qu'une énumération des éléments de G. S’il y a un carré
vide a droite de ¢ avec un a séparant les deux colonnes concernées, alors j est I’élement ia.
De méme, s'il y a un carré vide a gauche de 4, alors j est '’élement ia~!. Les coincidences
apparaissent lorsque ia = j et ia = k, auquel cas on doit avoir j = k. Définissons Y C G
comme étant le sous-ensemble des éléments de G qui ont été dénotés par ¢ pour 1 < i < n.
Le fait que toutes les tables soient pleines signifie que Y est stable par multiplication a droite
par tout élément de X U X!, Ainsi, sous réserve de montrer que les classes sont distinctes,
le Lemme précédent s’applique a Y (avec H = 1) pour donner |G| = n. O

Dans la pratique, nous aurons affaire a des groupes légérement plus grands que 'exemple
traité ci-dessus. Aussi I'algorithme peut-il étre amélioré en énumérant non pas les éléments de
GG, mais les classes modulo un sous-groupe. Nous allons appliquer ceci a I'exemple du groupe
des quaternions

Qg = <x,y |2t =1, 2% =2, 2V :ZB_1>.

Considérons le sous-groupe H := (z). Par les relations de Qg, H est d’ordre 4 est il suffit de
compter le nombre de classes (& droite) modulo H pour obtenir 'ordre de Qg. Nous démarrons
I’algorithme comme ci-dessus, mais nous ajoutons en plus des tables de générateurs du sous-
groupe, une pour chaque générateur de H. Ces nouvelles tables consistent en une ligne et
elles sont complétes dés lors que leurs cases sont toutes remplies sans ajouter d’autre ligne.
Dans notre exemple, il n’y a qu’une seule table de sous-groupe, donnée par

x
111

Dans le cas général, les lignes de la table du sous-groupe sont complétées en premier et donne
des relations a ajouter aux tables auxiliaires. Aprés avoir complété ces tables, nous pouvons
remplir les autres en suivant le méme processus que celui décrit ci-dessus. Le nombre ¢ dénote
a présent les classes a droite modulo H dans G, avec 1 dénotant H. L’entrée

10



a
ili
dans une table signifie que sii = Hw, alors j = Hwa. Lorsque toutes les tables sont complétes,
le Lemme précédent s’applique pour calculer [G : H] et on en déduit 'ordre de G pourvu que
celui de H soit connu. On voit alors bien que cette procédure est plus rapide que la premiére.
Pour revenir a notre exemple, le premier algorithme aurait nécessité huit lignes pour se

terminer, alors qu’avec le second, deux lignes suffisent. [’algorithme, une fois terminé, donne
les tables (respectivement du sous-groupe, des relations et auxiliaires)

r T T T y y xlz! y x y lo!
11111 1 1111 1 1)1
2 2 1121212 2111122

z z! y y

11 11 12 201

212 212 201 112

Un des intéréts de cet algorithme et de prouver qu’un groupe est isomorphe a un groupe
de présentation donnée et ainsi de trouver des présentations de groupes. Plus précisément,
nous utiliserons le résultat suivant, dont I’hypothése centrale est que I'on connait I'ordre du
groupe dont la présentation nous est donnée ; ordre que 'algorithme de Todd-Coxeter permet
de calculer.

Proposition 1. Soit une présentation G = (S| R), ou l’on suppose G fini d’ordre n € N* et
notons S = {s1,...,s,} et R={ri(s1,...,8%), 1 <i <I}. Soit G un groupe fini quelconque.
Pour que (S, R) soit une présentation de G, il faut et il suffit

1. qu’il existe des éléments gy, ...,qr € G tels que
(a) g1,...,qr engendrent G
(b) on ait ri(g1,...,9x) = 1 pour tout 1 < i <1,
2. que G soit d’ordre n.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. Pour la suffisance, considérons 1’ap-
plication
f: 9 = G
Si = Gi

11



Par propriété universelle du groupe libre, il existe un unique morphisme ¢y : F(S) — G
rendant commutatif le diagramme

S_f>G

| A

F(5)

Comme les g; engendrent G, le morphisme ¢q est de plus surjectif. Ensuite, comme on a
ri(g1, ..., gr) = 1 pour tout 4, on a po(r) = 1 pour tout r € R. Ceci entraine que (R) < ker ¢
mais comme ker g I F'(S), on a aussi N := ((R)) < ker ¢p. On en déduit que g se factorise
en un morphisme surjectif ¢ :

F(S) 2 —=G
F(S) /N
et comme G = F'(S) /i on a [F(S): N| = |G| = |G| et donc ¢ est un isomorphisme, d’oi
le résultat. u

1.3 Présentations des groupes considérés

Munis de ce puissant algorithme, nous sommes maintenant en mesure de déterminer les
présentations annoncées. Comme preuve de ces présentations, nous donnons en annexe les
sous-groupes choisis ainsi que les tables de Todd-Coxeter de chacun de ces groupes. Le résultat
est le suivant :

Théoréme 3. On a les présentations suivantes :

T=(zyl2®=y'=1, o =ay’ (ya')? =uay),

O = <x,y | 2% =1, ey lz =1, (yz'y)’zr = 1>,

I={(zyla®=y"'=1, yo=uy’, (ya')? =uy),
Gy=(z,y| 2’ =y’ =1, zyz =yay),

2

Gip=(z,y,z |2 =y’ =2 =ayz=[2"y] = 1),

G(4.2.2) = (zy, 2| a* =y' = 2" = [y.2] = [y.a] = (w2y™")" = 1).

12



Corollaire 1. On a les isomorphismes suivants :
Gy ~T ~SL(2,3),

G12 ~ GL(2, 3),
T~ SL(2,5).

Démonstration. Les isomorphismes 7 ~ SL(2,3) et T ~ SL(2,5) ont déja été démontrés
dans [|. Ensuite, les générateurs de SL(2,3)

(oY (0 -1
=\ 1) VT 4

montrent que la présentation de G4 est aussi une présentation de SL(2,3), dou Gy ~
SL(2,3). De méme, les générateurs de GL(2, 3)

(1 1 (10 (=11

T a1 ) YT ) T o
montrent que la présentation de G5 est aussi une présentation de GL(2,3), d’ou le résultat.
m

Notons que 'on peut, a ’aide d’une jolie action de groupes, montrer que 'on a G, ~
SL(2,3) :

Lemme 3. 1. Notons Qg := {£1,+i,+j,+k} le groupe des quaternions d’ordre 8. On
définit une action par automorphisme 0 de Z/gz sur Qg en décrétant que 0(1) envoie
i surj, j surk et k suri. On a alors l'isomorphisme

SL(2,3) ~ Qs xg L /37,
2. On a de plus un isomorphisme

Gy~ SL(2,3) ~ Qs x 2 /37,

Démonstration. 1. On vérifie immédiatement que 'application
v o Qg —  SL(2,3)
SN 0 —1
! 1 0
i )
1 -1
ko — (_1 _1>

est un monomorphisme de groupes. On a alors [SL(2,3) : 1(Qg)] = 3, d’otl une suite
exacte courte

1— > Q2= SL(2,3) —=Z /37, —~1.

13



On remarque alors que si 'on pose
1 0
m = (_1 1> € SL(2,3),
1

alors m~' = G (1)> et application 1+ m de Z /37 dans SL(2,3) est une section de

la suite ci-dessus. De plus, on a bien
o1 o1 -1
mim~ =7, mjm =k, mkm™ =1,

d’ou le premier isomorphisme annoncé. On en déduit en particulier que SL(2,3) est
engendré par (i) et m.

. Posons a présent

@ SL(2, 3) — Gy
v(i) = eyt T = —b
m — (8]

Alors (imi~!) = brib = rryr = 7}, on en déduit par calculs directs que Qg = (i, J) ~
<b, ribry 1> < (G4 et on obtient une suite exacte courte

Comme ci-dessus, 1 — 71 en est une section et il vient finalement
Gy~ Qs xgZ /37 ~ SL(2,3),

d’ou le résultat.
O]

Remarque 2. On peut montrer que les groupes polyédraux binaires sont également présentés

par

T={(st|(st)=5"=t)=(rst|r=s=t=rst),
O=(st|(st)=5"=t")=(rst|r’=s=t"=rst),
T={(st|(st)=5"=t")=(rst|r’=s=1"=rst),

14



Deuxiéme partie
Représentations linéaires des groupes de
réflexions et polyédraux binaires

2.1 Tables de caractéres

Nous allons ici déterminer les tables de caractére des groupes T, O, Z, Gy, G12 et G(4,2,2).
Nous allons commencer par les groupes de réflexions. Notons

Ll 1 (/=T 0
“E=o\lc1—i o —14+4) T 0 =T
21

L7 .
wi=es, ri=ww, r:=(\-— 1)@, =,

1m0 o 1 - 1445
7-—\/5 0 144 S22 +1 LT
1 /1 -1 - Lo
rs :=E(—1 —1), ryi=rrars vy = (rir) T rs(riry) avee = (0 z)

Théoréme 4. La table des caractéres de Gy ~ SL(2,3) =: S s’écrit

5% 10 “1 0 0 -1 I 0 1 0 0 —1 T 1

1(5) 0 1 0 -1 10 -1 1 11 11 10
Gy

I(G4) 9 14 -1 be (7‘1)4 (’f‘%)4 (brlb)4 (bT%)4

1 1 1 1 1 1 1 1

X' 1 1 1 w 2 o 2

X// 1 1 1 o‘)2 w w2 o

X2 2 -2 0 — — 2 o 2

X2 2 —2 0 —w? —w w2 w

X 5 3 ~1 0 0 0 0

TABLE 1

Démonstration.

Nous utilisons 'isomorphisme G4 ~ SL(2,3) du Lemme 3 et nous allons montrer que S :=
SL(2,3) admet pour table de caractéres

15



53 (1 0) <—1 0) <0 —1> <1 o) (1 0> (0 —1> <1 1)

I(S) o170 -1\ OJNA-1 1//\2 1/)\1 1/)NA-1 0/,
1 1 1 1 1 1 1 1
X 1 1 1 w w? w w?
X" 1 1 1 w? w w? w
X1 2 -2 0 -1 -1 1 1
X2 2 -2 0 —w —w? w w2
X2 2 -2 0 —w? —w w? w
X 3 3 —1 0 0 0 0

TABLE 1B
0 -1

Comme Qg <5, la classe de ¥(i) = (1 0

) contient six éléments, tous d’ordre 4.
Ensuite, comme S ~ Qg x Z /37, si un élément (g,z) € S est dans Z(S), alors 0(1)(q) = ¢
donc ¢ = %1 et on doit aussi avoir 6(z) = 1 donc z = 0 et réciproquement, on a directement

que (_01 _01) € Z(S) et donc

25)= (3 1)) =2/

Pour les autres classes, S posséde quatre 3-Sylow et ils sont conjugués, donc un élément
d’ordre 3 est conjugué a au-moins trois autres éléments. De plus, on a huit éléments d’ordre
3 et leurs opposés donnent au-moins huit éléments d’ordre 6 ; donc parmis les éléments qui
ne sont pas dans Qg, huit sont d’ordre 3 et huit sont d’ordre 6. Si tous les éléments d’ordre
3 étaient conjugués, il n’y aurait qu'un seul 3-Sylow, ce qui est faux, on a donc au-moins
deux classes d’élements d’ordre 3. Mais par calculs directs, on voit qu’au-moins quatre des
éléments d’ordre 3 sont conjugués, donc on obtient deux classes de cardinal 4. Ensuite, si
s € S est d’ordre 6, alors s? est d’ordre 3 et on a donc deux classes de conjugaison d’éléments
d’ordre 6, de cardinal 4; et le compte est bon puisque |S| =24 =4+4+44+4+6+1+1. Par
ailleurs, m et m™"! (resp. mi et (mi)~!) sont des représentants des classes d’éléments d’ordre
3 (resp. 6).
Ensuite, on a [im, jm] = j € Qg et de méme, on a

quq/ € QSa [qqu,m] € QS

et comme S est engendré par Qg et (m), on a que S’ = D(S) < Qg. Des calculs analogues
au premier ci-dessus montrent de plus que Qg C S’ et donc

S'=Qy = S®:=5/g~Z/37.

S posséde donc exactement trois caractéres irréductibles de degré 1, que 'on note 1, x’ et
X", dont on peut calculer les valeurs a I'aide de la Table de Z /37, Notons Y, 1 < k < 4, les
caractéres restants. Comme on a

4
Z degx* = |S| = 24:3+Zdegxi,
XEI(S) k=1

la seule possibilité est, quitte a changer 'ordre, deg x1 = deg x2 = deg xs = 2 et deg x4 = 3.
Notons Y := 4.
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En utilisant I'isomorphisme SL(2,3) ~ Gy, et le fait que G4 soit un groupe de réflexions
irréductible (primitifs de rang 2), on obtient que la représentation de réflexion

SL(Q,B) ~ G4 — U2((C) — GLQ(C),

est irréductible, de degré 2. Il suffit donc de prendre la trace des représentants des classes de
conjugaison de (G4 pour évaluer y,. Mais, 7 est aussi irréductible de degré 2 et on peut noter
X3 := X2. De plus, yo ® X’ est irréductible réel, de degré 2 et on peut noter x; := x2 ® x”.

Enfin, 'isomorphisme exceptionnel PSL(2,3) ~ 24 entraine le fait suivant : si p : 24 —
GL(V) est une représentation irréductible, on obtient une représentation irréductible p :
SL(2,3) - GL(V) par le diagramme

SL(2,3) -~ = GL(V)

i i

PSL(2,3) — =2,

Ainsi, si p est la représentation de 2, donnée par 'action de A4 sur un tétraédre régulier,
alors p est irréductible et la représentation correspondante de SL(2,3) est irréductible de
degré 3, donc son caractére est Y, ce qui termine la Table 1B. Remarquons que 1’on aurait
pu obtenir également les caractéres de degré 1 de SL(2,3) de cette maniére. ]

Théoréme 5. La table des caractéres de Gio ~ GL(2,3) =: G s’écrit

LD DC)E DG D) [ED)IE )] o)
1(G) 0 1 0 -1 10 1 -1 -1 1 1 0 1 -1 10
(Gl 9o 11 —11 (r3)12 (rhrd™HZ | =iy 13 7“37‘5;16 rgr37"1';16 (ryrsry gt
1 1 1 1 1 1 1 1 1
g = det 1 1 —1 1 1 1 1 -1
XD 2 2 0 —1 —1 2 0 0
2 3 3 —1 0 0 —1 1
X 3 3 1 0 0 1 1 1
X0 2 -2 0 -1 1 0 —i/2 V2
X1 = X5 =Xo 2 -2 0 -1 1 0 V2 —iV/2
X2 = x0 ® X 4 —4 0 1 —1 0 0 0
TABLE 2

Démonstration. Nous utiliserons a loisir I'isomorphisme G5 ~ GL(2,3).Commengons par
déterminer les classes de conjugaison de G := G'L(2,3). Considérons le morphisme

def

Q: G—W»G/Z(G) = PGL(2,3) ~ &,
et soit n, := [Syl,(G)| pour p = 2, 3.

Si ng = 1, soit {S} := Syl,(G), alors S contient tous les éléments d’ordre 2 de G, donc
Z(G) < S et ¢ induit un morphisme ¢ : S — &4 et kergp = kerp = Z(G) entraine
|2(9)] = |p(S)| = @ = 8 donc ¢(S) € Syly(S4). De plus, comme |p(S)| = 8, ¢(S) n’est

pas distingué mais comme S < G, on doit avoir ¢(S) <&, puisque ¢ est surjectif donc cette
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contradiction implique ny # 1 et comme ny|3 on a ny = 3. Ensuite, si T € Syly(G), alors
o(T) ~ T donc |p(T)| = 3 et p(T) n’est donc pas distingué dans S, et donc T n’est pas
distingué dans G donc ng # 1. Or, n3 = 1 (mod 3) et n3|16 donc n3 € {4,16}. Si ng = 16,
il y a 32 éléments d’ordre 3, donc 16 éléments d’ordre divisant 16, qui formeraitent I'unique
2-Sylow de G, ce qui est exclus. Donc ng = 4.

Soit
0 —1
M o= (1 _1),

01
(-1 1\ (0 1 0 1\ 10
M‘<—10_10M10_M |
Comme n3 = 4, si g € G est d’ordre 3, alors g € MY U (M~1)¢ donc g € MY et donc M¢
est la seule classe d’éléments d’ordre 3 et |[MC| = 8.

* M est d’ordre 3 donc —M est d’ordre 6 et comme M¢ est de cardinal 8, (—M)% est de
cardinal au-moins 8. Mais, il y a 8 3-cycles dans &4, donc 8 éléments d’ordre 6 dans G
et donc |(—M)%| =8 et (—M)% est la seule classe d’éléments d’ordre 6.

* Les matrices
0 1 0 -1 1 1
M, = (1 _1> My = (_1 _1> M, = (_1 1)

sont trois éléments d’ordre 8 et si 1 < i # j < 3, alors M; ¢ {:I:Mjﬂ}. Par définition
de ¢, on en déduit que les trois doubles transpositions de & , ¢(M?), dont distinctes.
Ainsi, si g € G est tel que ¢(g) soit une double transposition, alors g est d’ordre 4,
donc si g € G\ Z(G) est d’ordre 2, ¢(g) est une transposition. Alors, si {¢1,..., 76}
est un systéme de représentants de = '({(7,7), 1 < 1,5 < 3}), alors les douze éléments
{£g1,...,%ge} sont distincts et d’ordre 2, donc G' a au-moins douze éléments d’ordre
2. De méme, GG a au-moins douze éléments d’ordre 8 et au-moins six éléments d’ordre 4.

alors

Comme on sait que G a huit éléments d’ordre 6 et huit d’ordre 3, que + ((1) (1)) € Get

que |G| =48, G a exactement douze éléments d’ordre 2, douze d’ordre 8 et six d’ordre

4.

* Si g € G est d’ordre 4, p(g) est une double transposition et donc |Cg,(p(g))| = 4
et ¢ induit un épimorphisme ¢ : Ca(g) - ¢(Ca(g)) C Ces,(¢(g)), donc |Ca(g)| <
2|0(Ca(g))| < 2-4 =8 et donc [g¢] > 6. Or, il y a six éléments d’ordre 4, donc on a

G
une seule classe d’éléments d’ordre 4, de cardinal 6, c’est ((1) _01) .

+ Ensuite, si gy := ((1) (1)), alors gy est d’ordre 2 et si M := (a 6) € Ca(go), alors

v o
10
Me{i <o 1),igo}c0c(go),

donc |Cg(go)| = 4 et donc |g§| = 12, donc on a une seule classe d’éléments d’ordre 2
non centraux : g§', de cardinal 12.

a =29 et = donc
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x Par le méme raisonnement que dans le troisiéme point, si g € G est d’ordre 8, alors

|gG] > 6. Soit N = <(1) _11>, N1 = (1 (1)) et par calculs, on a

D) =0 2) =0 0) = (4 D) e,

donc 8 < |Cq(N)| <8 = |Cg(N)| =8 et donc |[N¢| = 6. La derniére classe est donc
de cardinal 6 et c’est (N1 (on a N7! ¢ NY), donc on a deux classes d’éléments
d’ordre 8, de cardinal 6 chacune, et ce sont (N*1)“. Le compte est bon.

Pour trouver les représentants des classes de G ~ Gig = (13,74, 75) = (ry) < O, il suffit

de raisonner sur les ordre des éléments de G1. Par exemple, r3 € G5 est d’ordre 2 et non
G

IR donc c’est la seule classe d’éléments d’ordre 2 non

centraux de (G1o, de cardinal 12. On obtient la table des classes de G et G :

G2

central, donc r5** correspond a

o <1 0> (1 0> (0 1) (0 1) <0 1> (o 1> (o 1> <1 1>
0 1 0 -1 10 1 -1 -1 1 1 0 1 -1 1 0
Gz 1 -1 (r3) (rhry )% | —(rgry D)2 | rary | rrarl t | (rYrsr )7t
G4 1 1 (12) (123) (123) (12)(34) (1234) (1234)
IC(9)] 1 1 12 8 8 6 6 6
0 1 2 2 3 6 4 8 8

Pour les caractéres de G >~ G2, on a déja ceux provenant de &, via le diagramme

ce qui donne cinq caractéres irréductibles. On a aussi celui correspondant a la représentation
(fidele) de réflexion
Po - Gia — 0O — UQ(C) — GLQ((C),

qui est irréductible car G15 est un groupe de réflexions unitaires irréductible. On a encore
la contragrédiente de pg, qui donne une autre représentation irréductible de degré 2. Il reste
un caractéere, de degré 4, que l'on obtient comme Yo (= Yo ® XE”, ou grace aux relations
d’orthogonalité. On en déduit la table des caractéres de G5 et ceci achéve la preuve. O]

Théoréme 6. La table des caractéres de G := G(4,2,2) s’écrit :
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g“ /1 O\[/-1 0 i 0\|[/—i O -1 0\ [/—i 0\ [/0 1\ [|/0 —1\][/0 i 0 —i
(&) (0 1)1<0 _1)1<0 z’>1(0 _i>1(0 1)2<0 z>2(1 0)2<1 0>2<i 0)2<i 0)2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 -1
X2 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
X3 1 1 1 1 -1 -1 1 -1 1 -1
X4 1 1 -1 —1 1 —1 1 1 -1 -1
X5 1 1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
X6 1 1 1 1 -1 —1 —1 1 -1 1
X7 1 1 -1 -1 1 -1 —1 -1 1 1
% 2 -2 —2i 2i 0 0 0 0 0 0
X 2 -2 2i —2i 0 0 0 0 0 0

TABLE 3

Démonstration. Notons
A= A<47 2’2) = {(01792) € :ui ; (0102)2 = 1}

et faisons agir naturellement G, sur A; on obtient un morphisme « : S — Aut (A) et le
produit semi-direct
G(4,2,2) := A x, Gs.

On peut commencer par faire la liste des éléments de G = A x, G5. On a

so22={(0) (0 5) (G016 )62 (50,
(b2 6o (o) @) (o) C o) (B ) (0 0) (o)

Ensuite, on se rappelle que l'on a
Gl =16, Z(G)~Z /47, et G/Z(G) ~ Ky,

ou K,y = (Z /22)2 désigne le groupe de Klein.
Montrons que G' = Z /97, En effet, par calculs directs, si d € G est diagonale, alors

@ 0)(o)={ %5tz

donc, pour tout g € G, on a

De plus, on voit que

Comme on a




on obtient que

Vg, he G, [g.h] € {:I: (é ‘D}
G o)l )] =60,

on a bien G' = ( — (1) [1))> ~ Z /97 Ainsi, |G®| = 8, donc G posséde 8 caractéres
irréductibles de degré 1.

Comme on a

et comme

> XM =16] =16,

x€l(G)
G a en plus deux caractéres irréductibles de degré 2.
On en déduit que G admet 10(= 8 + 2) classes de conjugaison. De plus, on a

w0666 )
oG 6T

et comme le cardinal d’une classe de conjugaison divise |G|, les autres classes sont de cardinal
au plus 2, donc exactement 2 et les classes de conjugaison de G sont alors représentées par

()0 56026,
(o 260 G a) ()G o)

On peut alors démarrer la Table 3.

=1

x Comme G est un groups de réflexions irréductible, la représentation fidéle
L G(4, 2,2) — UQ((C) — GL2((C)

est irréductible. Quitte & changer la notation, on peut supposer que x” = x, et on
obtient la dixiéme ligne de la Table 3.

* Ensuite, det : G — {1} < C* est un morphisme, donc une représentation de degré
1, donc irréductible et on peut alors supposer que det = y, d’ou la premiére ligne.

« Comme X" ® x1 € {x”, X'} et que l'on ne peut avoir

) 7 0 7 0 .
—2i=Xx"®x1 (0 i):Xl (0 Z-)ZQZ,

on doit avoir x” ® y1 = X’ et on obtient les valeurs de y’.

x Par ailleurs, on a que le carré de tout élément est scalaire, d’ordre 2, donc pour tout
g € G, onag?c G et comme G¥ est abélien d’ordre 8, il vient

“ 3
G~ (Z)27)",
puis on utilise la table de (Z / 3Z)3 pour conclure.
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Nous poursuivons ensuite avec les tables des groupes polyédraux binaires.

Théoréme 7. La table des caractéres de T ~ SL(2,3) =: S s’écrit

5° 10 -1 0 0 —1 1 0 10 0 —1 1 1
I(S) 0 1 0 -1 1 0 -1 1 1 1 1 1 -1 0
t7T . P . _
17 1y 14 i (—wli)s | (@) | (@ s | (—@h
1 1 1 1 1 1 1 1
X((ll) 1 1 1 w w? w w?
Xt(f) 1 1 1 w? w w? w
NS 3 3 1 0 0 0 0
X0 2 —2 0 —1 —1 1 1
X1 = Xo® szl) 2 -2 0 —w —w? w w?
X2 = X0 ® Xﬁf) 2 -2 0 —w? —w w? w
TABLE 4

Démonstration. 1l suffit d’utiliser 'isomorphisme 7 ~ SL(2,3) ~ G4 et d’appliquer le Théo-
réme 4. Nous donnons cependant la correspondance entre les classes de 7 et de SL(2,3) :

e () [ )TE GG DTE D)
- T e [ am | | em @
Cwl | 1 i G i i 1 ;

Théoréme 8. La table des caractéres de O est donnée par

OO .

10) Ly | =11 | 46 | s | —@8 | 6 —Y | WYwW12
1 11 [ 1[1] 1 1 1 1
E=det |1 1 [ L | 1|t [ -1 -1 —1
e 2 2 [ 2[-1] =1 ] o 0 0
P 3| 3 -1l 0] o 1 1 1
& 3l 3 |-1lo0o] 0o | -1 ] -1 1
X0 21 210 |-1] 1 V2 | V2 0
Yi=Xo®E| 2| =20 -1 1 |—=V2] V2 0
Yo £ =40 -1 1 0 0 0

TABLE 5
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Démonstration. Déterminons les classes de conjugaison de O = (7, w). Notons

@/}:OI»O/Z(@):O/<_1>:(‘54.

On remarque que
Vr € O, [Co(r)| < 2|Ce,(¢(r))]. (1)
On note toujours n, = [Syl,(O)].

« Ici, on a ng € {4,16} car (w) n’est pas distingué dans O et si ng = 16 alors O posséde
trente-deux éléments d’ordre 3 et pour tous S, T € Syl;(O) alors SNT =1 et donc
ne = 1 et donc tout élément de O est d’ordre 1, 3 ou divisant 16, mais —w est d’ordre
6, ce qui est absurde, donc ng = 4. Il y a donc au-plus deux classes de conjugaison
d’éléments d’ordre 3, de cardinal > 4. Mais on a (iwwy)w(iewy) ™" et on a donc
une seule classe d’éléments d’ordre 3, de cardinal 8 et c’est .

* Ensuite, —w est d’ordre 6 et |(—w)®| > 8. Si s € O est d’ordre 6, alors s? est d’ordre 3
et s € (w19, donc s? s'écrit s> = rwar! = (—rwar!)? donc s = rwr ! et comme
sest d’'ordre 6, s = —rwar~! € (—w)®. Ainsi, tous les éléments d’ordre 6 sont conjugués
et ils forment une seule classe et comme & chaque élément d’ordre 3 correspond un et
un seul élément d’ordre 6, cette classe est de cardinal 8.

=

x Par ailleurs, il y a six 4-cycles dans G4, qui sont exactement ses éléments d’ordre 4,
donc il y a au plus douze éléments d’ordre 8 dans O. De plus, si x € O est d’ordre
8, alors 9 () est un 4-cycle, donc |Cg, (¥ (x))] = 8 et donc [2°| = 6. Maintenant, 4
sont d’ordre 8 et si 'on montre que (—v)° N~ = (), alors (—v)© et v© seront les deux
seules classes d’éléments d’ordre 8 de O, chacune de cardinal 6. Si —y € v9, —v s’écrit
—v = oyo~ ! avec 0 # +1 et donc ¥(0) € ((1234)) et si ¥(0) = (1234) alors 0 = £,
ce qui est exclu. Si (o) = (12)(34), alors o = +i et ceci est aussi exclus. Enfin si
V(o) = (1432), alors 0 = &y~ ! et si ¥(0) = 1, alors 0 = +1 : contradiction.

x Comme (12)(34) et (12) ne sont pas conjugués dans Sy, on a au-moins deux classes
d’éléments d’ordres 4. Soit z := wyw € O, d'ordre 4. On a |Co(x)| € {4,8,16}. En
effet, puisque ¢ (z) = (123)(1234)(123) = (24), on a |Cgs, (¢ (z))| = 4, donc |Co(z)| < 8
d’apres (1) et |Co(z)| doit étre un multiple de 4 divisant 48 ; les seules possibilités sont
donc 4, 8 ou 16. Posons S := (wyw,y) =: (z,y). x et y vérifient yloytz~! =1 et
xy lzy® =1, donc S doit étre contenu dans le groupe de présentation

V=1, oy tay® = 1>.

S = <x,y |2 =1, a* =1, y loy 2~
L’algorithme de Todd-Coxeter permet alors de montrer que S est d’ordre 16 (grace au
sous-groupe (z) d’ordre 8). Mais S est d’ordre strictement plus grand que 18 et divisant
16, donc d’ordre exactement 16 et donc S ~ S ; nous avons prouvé que S € Syl,(O).
On a ensuite ny|3 et si ny = 1, alors S <O et comme v € S, S contient tous les éléments
d’ordre 8 (au nombre de douze) et par le théoréme de Cauchy il doit contenir au-moins
un élément d’ordre 2 et donc au-plus deux éléments d’ordre 4 et donc O aurait au-
plus deux éléments d’ordre 4, ce qui est faux puisque i, —i et wiw ! sont d’ordre 4 et
distincts. On en tire que ny = 3 et alors S¥ # S car sinon, O étant engendré par v et
w, on aurait S < O ce qui est exclu. Ainsi, on a

Syl,(0) = {5, SW,SW*}.

Par le second théoréme de Sylow, comme Cp(x) est un 2-groupe, il existe h € {—1,0, 1}
tel que Co(x) < ST". Si [Co(z)| = 8, alors [S®" : Cp(x)] = 2 et ceci entrainerait
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{iYU{i"} U {i" '} C Co(x), ce qui est manifestement faux. Si |Cp(z)| = 16, on a la
méme condition absurde. Finalement, |Co(z)| = 4 et donc [z°| = 12.

* On a

i D {i, —i = (wiw Vi(wiw )™, wiw ™! # +i}

donc |i®| > 6 et comme il ne reste que six éléments, il vient [i°| = 6 et ceci termine le
calcul des classes. On a la table suivante :

O 1] -1 1 w —w ¥ — wyw

Sy |1 1 | (12)(34) | (123) | (123) | (1234) | (1234) | (12)
ICg)| | 1] 1 6 8 8 6 6 12

0 1] 2 4 3 6 8 8 4

Les caractéres vont maintenant s’obtenir facilement. On a déja cinq caractéres provenant

de &, par le diagramme

On les notes 1, €, y
On a aussi la représentation fidéle

Po - O — SUQ(C) — UQ(C) — GLQ(C),

7X3

(2)

O---"-GqLv)

|

0 /7(0)

3)

et xs .

~

[p

Sy

qui se trouve étre irréductible comme on le vérifie par calcul de la norme L? de son caractére
Xo- De plus, celle-ci ne provient pas de &4 car si I'on note p la représentation irréductible
de 6,4 de degré 2, on a x,,((12)(34)) = 2 donc p,((12)(34)) = 1 et py(i) = 1, donc p ne serait
pas fidele. On note p; := py ® €, ce qui donne une nouvelle représentation irréductible de

degré 2. Enfin, le caractére restant doit étre de degré 4 puisque

> deg(y)* = 0] = 48.

XEI1(0)

On trouve ses valeurs par orthogonalité sur les colonnes, puis sur les lignes ; et ceci achéve la

preuve.

Théoréme 9. La table de caracteéres de T ~ SL(2,5) =: S est donnée par

]

3 -1
3 1

)

(

)

—_
U

o[ oo e |w|w | =

TABLE 6
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Démonstration. Rappelons que 'on a Z = (T, 0) = (i,0) et |Z| = 120. On considére

¢:II»I/Z(I):I/<_1> ~ Us.

On commence par déterminer les sous-groupes de Sylow de Z. Comme a l’accoutumeée, on
note n, = [Syl,(Z)|. On a ns = 1 (mod 5) et n5|24, donc ns € {1,6} et (o) € Syl;(Z) mais
(o) n’est pas distingué, donc ns # 1 et donc ns = 6. Ensuite, on a ng = 1 (mod 3) et
n3|40 d’ott n3 € {1,4,10} et comme (oi) n’est pas distingué donc n3 # 1 et si ng = 4, alors
[Z : Nz(oi)] = 4 donc o € Nz(oi), ce qui est absurde. Ainsi, ng = 10. On peut par ailleurs
montrer que no = 5, mais nous n’aurons pas besoin de cela ici.

Déterminons les classes de conjugaison. Nous avons bien-stir les deux classes d’éléments cen-
traux.

« Ensuite, @ est d’ordre 3 et ¢(w) = (345) et |Cy,(d(w))| = | ((345)) | = 3 et comme
¢ : Cz(w) = ¢(Cr(w)) C oy (¢(w)), on a [Cz(w)] < 2[¢(Cz(w))| < 6 et —w € Cz(w)
ce qui entraine |Cz(w)|) = 6 et donc |ww?| = 20. De plus, w? est exactement I’ensemble
des éléments d’ordre 3 de Z puisque nz = 10. On a donc une seule classe d’éléments
d’ordre 3, de cardinal 20.

* Siz € T est d’ordre 5, alors ¢(x) est aussi d’ordre 5, donc son centralisateur est d’ordre
5 et |Cz(z)] <10 donc |z%] > 12. Il y a au-moins deux classes d’éléments d’ordre 5 et
ns = 6, donc il y a vingt-quatre éléments d’ordre 5 dans Z, donc on a au plus deux
classes, donc exactement deux, de cardinal 12, représentées par o et (o%ic)>.

* Si w € T est d’ordre 6, alors 22 est d’ordre 3 et il y a donc vingt éléments d’ordre 6,
qui sont conjugués (comme pour O); de plus, si x est d’ordre 3, alors —z est d’ordre 6.
On a donc une seule classe d’éléments d’ordre 6, représentée par —w, de cardinal 20.

x De méme, on a deux classes d’éléments d’ordre 10, de cardinal 12 chacune, représentées
par —o et —(c%ic)%

* Il reste trente éléments. On a |Cz(4)] < |Ca, ((23)(45))| = 8 et donc |iZ| > 15. On a donc
au plus deux classes d’éléments d’ordre 4. Or, on a ¢(o(cic?)?) = (24)(35) € Cy, (¢(7))
et +o(0io?)? ¢ Cz(i) et ceci entraine ¢(Cz(7)) # Ca,(4(7)) et donc |Cz(7)| < 4, donc
|i2] > 30. Ainsi, les trente éléments restant forment une seule classe : i”.

On a la table des classes suivante :

e [ 916 S [6 D E 6 I[C TG A6 6D
mIs i _11 (gs) (12245) Eglgzg) (Ig) (122),25) _(;31?) (12)1(34)
IC(9)] 1 1 20 12 12 20 12 12 30
o 1 2 3 5 5 6 10 10 4

On a cing caractéres irréductible (notés 1, XSJ), X((f), X((f) et X((f)) qui proviennent de 2

via le diagramme

T---"~GLV)
T
z / Z2(T) —— U
et on a la représentation naturelle fidele

qui est irréductible (car ||xo|l2 = 2). Il reste alors trois caractéres que 1’on note provisoirement
X1, X2 et x3, pour lesquels on a (deg x1)? + deg(x2)? + (x3)* = 56.

25




e Sixi(1) =1, alors 55 = 5 x 11 est somme de deux carrés et 11 = 3 (mod 4) contredit
le théoréme des deux carrés.

e Sixi(1) =2, alors 52 = x2(1)? + x3(1)? et donc xa(1) =4 et x3(1) = 6.
e Si x1(1) = 3, alors 47 est somme de deux carrés, or 47 = 3 (mod 4) et ceci contredit
également le théoréme des deux carré.
e Sixi(l)=4,0nayx(l)=2et x3(1) =6.
e Si x1(1) =5, 31 serait somme de deux carrés.
e Sixi(l)=6,0nayxs(l)=4et xs(1) =2.
e Sixi(1) =7, alors 7= 3 (mod 4) serait somme de deux carrés.
Ceci montre que, quitte & permuter les indices, on a x1(1) = 2, x2(1) = 4 et x3(1) = 6. On

remarque que Yo ® Xé” est irréductible et de degré 6, donc y3 = xo ® Xal . Ainsi, si nous

trouvons Yy, nous obtiendrons ys grace aux relations d’orthogonalité sur les colonnes puis
sur les lignes. Il nous reste donc a trouver x; pour compléter la table et terminer la preuve
du théoréme. Pour calculer yq, nous allons utiliser un argument de théorie de Galois.
Soit
P(X):=X*—4X? -5 =(X?+1)(X* - 5) € QX]

et considérons K := Dg(P) = Q(i,/5) son corps de décomposition contenu dans C. Alors
(K : Q] = [Q(i,v5) : QWH)J[Q(V5) : Q] =22 =4 et P = (X —i)(X+i)(X —V5)X +1/5) €
K[X] est séparable, donc K/Q est une extension galoisienne finie et soit G' := Gal(K/Q).
On a |G| = 4 et les extensions intermédiaires

Q(z) 4 Q(V5)
S

Ainsi, G posséde au-moins Gal(K/Q(i)) et Gal(K/Q(+/5)) comme sous-groupes d’ordre 2,
d’apreés la correspondance de Galois et donc G n’est pas cyclique. Ceci montre que G ~ K, :=
Z |97, x L |97, Choisissons o € Gal(K/Q) d’ordre 2 ne fixant pas v/5. Alors, a induit un
automorphisme GL(«) € Aut(GLy(K)). Considérons la représentation matricielle de Z :

e (751 ) (6 ) e

En fait, on voit immédiatement que Z < GLy(Q(4,v/5)). po est donnée naturellement par
po : T — GLy(Q(i,V/5)) = Gly(C)
et on peut considérer
o1 T s GLa(Q,VB)) T GLy(Q4, V5)) < GLa(C).
Comme pq est irréductible, p; I'est aussi et a # id entraine p; # pg. On calcule le caractére

de py et c’est alors x;. O]
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2.2  Quelques conséquences

Pour terminer, nous donnons quelques propriétés élémentaires des groupes considérés,
obtenues par simple exploitation de leurs tables de caracteéres.

e De la table de Z ~ SL(2,5), on déduit que Z est parfait (i.e. Z' = Z) et on retrouve le
fait que SL(2,5) est parfait.

e On tire des tables de T est O que pour tout sous-groupe H de O, si [O : H] = 2, alors
H="T et que O% ~Z /97 donc [0 : O'] =2 et donc que O’ = 7. On en tire de plus
que pour tout 8 < i < 15, G ~ T et on retrouve alors que G2 a deux caractéres de
degré 1 et que GL(2,3)" = SL(2,3), ainsi que SL(2,3)" # SL(2,3) puisque T' # T.

e En fait, on a mieux : si G < Uy(C) est un groupe de réflexions unitaires irréductible
primitif, alors G est de type T (resp. O, Z) si et seulement si son groupe dérivé est
(isomorphe a) Qg (resp. T, Z) ; fait plutot surprenant. En particulier, parmi les groupes
de réflexions unitaires irréductibles primitifs de rang 2, ceux de type Z sont exactement
ceux qui ne sont pas résolubles!
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Annexe

Preuve du théoréme 3

Nous allons ici justifier les présentations données dans la premiére partie. Le squelette de
la preuve sera toujours le méme :

1. Tout d’abord, nous donnons la correspondance entre les générateurs connus des groupes
considérés et ceux dont il est questions dans les présentations prétendues. Ces corres-
pondances ont été trouvées grace au logiciel GAP, mais elles sont facilement vérifiables
par calculs directs; les éléments des groupes donnés s’identifiant & des matrices. Ce-
pendant, ces calculs sont longs et fastidieux et nous laissons au lecteur le soin de les
confirmer.

2. Ensuite, I'algorithme de Todd-Coxeter permet de déterminer ’ordre des groupes fini-
ment présentés du théoréme.

3. Enfin, nous invoquons la Proposition 1 pour conclure que les présentations données
sont effectivement des présentations des groupes de réflexions considérés.

Nous commengons avec le groupe polyédral T = (i, w).
Nous affirmons qu’'une présentation de 7 est

G:=(z,y|a®=1,y"' =1, yur=ay’, (yz7')* =y).

Les éléments de T correspondant & x et y sont respectivement w et 7. Il nous reste a trouver
I'ordre de G.

Nous choisissons le sous-groupe H := (y*z) d’ordre 6. Il s’agit donc de montrer que [G : H] =
4. Les tables de Todd-Coxeter s’écrivent alors

y y =
1[2]1]1
X x ! Y y_l
171 171 172 271
213 312 201 112
314 413 413 314
412 214 314 413
T x @ y Yy Yy y y oz ylyla! y a'y a7 lyla!
1111 12121 1[2[1(1]2[1]1 1243211
21342 ol1]2]1]2 ol1]2[34[3]2 ol1]1/214]3]2
3(4[23 314343 31434343 3143|4343
41234 431434 403421124 403121124
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Et ceci permet de conclure.

Ensuite, nous prétendons que le groupe O = (v, w) admet pour présentation
G = <x,y | 2 =1, yloy o =1, (yaly)z = 1>,

les éléments x et y s’identifiant respectivement a w et . Nous considérons alors le sous-groupe
H := (y) qui est d’ordre 8 et montrons que [G : H] = 6. Nous avons les tables

Y

T

|
|
—

Yy y ! x x

171 171 112 211

32 213 213 32

214 42 31 1[3

415 514 514 45

5]3 35 416 64

6]6 6]6 65 56
r T x vy oy y x yla y 2y y oy oz
1121311 1711111123 /|1 111131214531
213|112 214151311112 2141513121112
3111213 3121415141213 312111323
416154 415131235114 415161664514
5141615 513121416615 51312456615
6|15|4]|6 6|16|6|6|5|4]6 616|4|5|3|2(4]6

D’ou le résultat.

Nous pouvons a présent inspecter le cas de Z = (i, o), dont nous avangons une présentation
G=(rylz’=1y'=1, y’z =2y’ (y27') =ay).

x et y correspondent respectivement & o et i. Nous choisissons le sous-groupe H := <y2x>,
comme pour 7. H est d’ordre 10, il nous faut donc montrer que [G : H| = 12. Nous avons
les tables
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10
11

12

10

11

12

10
11

12
11

9

Yy ¥y yy

11

12
10

12
11

10
11
12

10
11

12

10

11

12

12
10
11

10

11

9

12

- |00 | | |3 |
o (oS o |F |5
~ oo | € [TD|Y
0o |Q o |
- oo |2 |2 [
~ oo | €D |Y
o~ Do 5D
o> |2 |~ |0 |
S |= oo = |
0 |G|~ T o |
- o | 2|2 [

10
11

12

10
9
12
11

10
11
12
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Passons maintenant au cas du groupe irréductible primitif G4 < Us(C), engendré par les

réflexions
Cw(=l—i 1=\ o, w—l—i —l4i
T 1= —1+d)) VT T e —144 )

L T
7“—0_1 el wi=e¢€3 .

Nous prétendons alors que G4 est présenté par

ou

Gi=(v,y |2’ =y’ =1, ayx = yry) = 3[3]3,

la derniére notation ayant été introduite dans [2]. Dans G4, x et y correspondent respective-
ment & r; et 7] (ou l'inverse, la situation étant symétrique). Nous choisissons H := (zy), qui
est d’ordre 6 et nous avons alors les tables

1[2]1

x x~! Y y_1
12 201 201 12
213 312 14 41
31 113 42 214
44 44 33 33
r T x Yy oy y xyxy’la:y’l
112131 114121 1121112441
213112 211142 213131112112
311123 313133 3111414111313
414144 412114 41412131324

Nous rappelons ensuite que le groupe primitif G5 est engendré par les réflexions

1 1 -1 r 1 /11 P S T SN | 0 1+
s '_E(—l _1>,r3 '_M3T_E(l _1),7"3 = (ri74) r3(7“17“4)——2 1—i 0

avec
(1 0 L w—1—i 1—4 t_10
T\ i) T \c1—i o —14i) T \o —1)
La présentation supposée de 15 serait alors

2

G = <$,y,z | 2% =9 = 22 = 2yz = [z, 9] :1>.
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Dans G149, on peut représenter x, y et z respectivement par

T — T3Tglg Ty

y —

",/

-1

7 M—1

T'3T's

"o =17

"n—1

/—1

=111

/)
Tsl3 T3

et ces éléments engendrent bien (G15 puisque l'on a

Nous prenons H := (x) d’ordre 8 et nous avons les tables

rs — zylzzy1)3

/
T's

— zy?z[aTl 2]y

1=1 0.0 0 —

1

z

1(70

7 1—1
373

Moo et 2y e (esy )

T
111
x x! y Yyt 2 2
1[1 11 1[2 21 1[2
213 32 213 32 201
315 513 31 113 34
412 204 416 64 413
504 4[5 5[4 415 516
66 66 65 506 65
r x T T x T T X vy oy y z z
11|11 /1{1(1]1]1 1121311 1121
2135141235142 2131112 21112
3151412351423 311123 3143
41213514123 |5|4 416|554 413 |4
5141213541123 |5 514|165 5(16]|5
6/6/6|6|6|6|6|6|6 6|/5/4|6 6156
r oy 2 r x x v y otz e eyt
111121 11111121453 |2]1
213|112 21351412 (1]1]1]1|1]2
315143 35412311 (1]1(1]3
4121314 41213|5(4]6|6|6|6|6]4
51416 |5 5141213151453 2|415
66|56 6/]6|6|6|6[5[3]|2|4|5]6

)3

Rl i e e
EREEERE




Enfin, pour ce qui est du cas du groupe imprimitif G(4,2,2), nous affirmons qu’il est
présenté par

G:=(r,y2|a?=y'=2"=[y,2] =[y,2] = (w2y )? = 1),

G(4,2,2) ~ A(4,2,2) x G, est engendré par les éléments

D) 69 0o

que l'on peut faire correspondre respectivement a x, y et z. Nous choisissons le sous-groupe
H := (y) d’ordre 4 et nous pouvons construire les tables

Y
111
x x! y Yyt 2 271
12 21 11 1[1 1[3 31
201 12 33 33 31 113
413 34 212 212 24 42
34 413 44 44 412 204
T z z Yy Y Yy
11211 11311 17171111
21112 21412 212121212
3143 3113 3131333
41314 41214 4141411414
y z y lz7t y x oy a7l r z yltx oz y!
1111331 11112121 11214141311
212141412 212111112 21113314122
31311113 31341413 314121211313
414121214 414131314 41311112414
Ceci achéve la démonstration du théoréme 3. O
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