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0.1 Introduction

On se propose, dans ce court exposé, de donner un apregu d’un résultat important :
le théoréme de Borel-Weil-Bott. Il s’agit de réaliser géométriquement toute représentation
irréductible d’un groupe réductif (connexe) G sur un corps k algébriquement clos de caracté-
ristique zéro. Plus précisément, on construit, pour tout poids dominant A, un fibré en droites
Ly sur la variété de drapeaux G/B de G, avec B un sous-groupe de Borel. L’espace des sec-
tions globales de L, est alors naturellement muni d’une structure de G-module et, puisque
la variété GG/B est projective (voir ’Annexe), cet espace est de dimension finie. En fait, le
théoréme de Borel-Weil affirme simplement que I'(G/B, L)) s’identifie & la contragrédiente
de la représentation irréductible V' (\) de plus haut poids A de G.

Par ailleurs, ce résultat a été précisé par Raoul Bott en 1957 : les espaces de cohomologie
supérieurs de L, sont triviaux. Ceci peut se voir comme un résultat négatif en ce sens que
la cohomologie n’apporte pas d’information supplémentaire sur les représentations de G. De
maniére encore plus précise, si I’on considére 'action x du groupe de Weyl W sur le dual
de la sous-algebre de Cartan de g = Lie(G), on peut calculer la cohomologie du fibré décalé
Lo ; et celle-ci vaut V(A)* en degré ¢(w) et est triviale ailleurs.

En plus d’étre passionnant en soi et de constituer un premier lien fort entre les représen-
tations de G et la géométrie de G/B, le théoréme de Borel-Weil-Bott permet de retrouver
la formule du caractére de Weyl, via le théoréeme n-cohomologique de Kostant. Ce dernier
résultat décrit explicitement la décomposition en sous-espaces de poids (comme h-module)
de la cohomologie du radical nilpotent n de la sous-algébre de Borel b = n ® b, & coefficients
dans un module de plus haut poids.

Pour fixer les idées, nous allons restreindre les preuves au cas k = C, en gardant a I'esprit
qu’elles restent valables dans le cas général.



0.2 Le résultat de Borel et Weil

Fixons G un groupe réductif connexe sur C, T' un tore maximal, B un sous-groupe de
Borel contenant 7', d’algébres de Lie associées g, b et h; cette derniére étant une sous-algébre
de Cartan de g. On a la décomposition en sous-espaces de poids

g:h@@ga

acd

et si I'on note n:=[b,b] = P 4+ ga, alors on a b = h ®n. D’aprés le Théoréme 26.2 de 2],
on en déduit qu’on a un produit semi-direct B ~ N x T, avec N un sous-groupe connexe
de G d’algebre de Lie n (on peut prendre N = [B, B]). Par ailleurs, dire que A € h* est un
poids entier, c’est dire que pour toute racine simple a € II, on a A(a") € Z. Ceci entraine
que A provient, via ’exponentielle, d’un morphisme de groupes algébriques T' — C* = G,,
et I'ensemble de tels morphismes est noté X (7') = Hom (T, G,,). De plus, dire qu’un poids
entier A € h* est dominant, c’est dire que A(a”) > 0 pour tout a € II. On note X(7T');
I’ensemble de tels poids, vus comme morphismes T" — C*. La décomposition B = N x T
montre que 'on peut étendre tout poids entier A : T — C* & B en imposant Ay = 1. Si
A € X(T) est entier, on définit une action de B sur C en posant b- z := A\(b)z et le B-espace
résultant sera noté C,.

Soient donc A € X(T') un poids entier. En faisant agir B & gauche sur C_, (on voit ici A
comme un élément du dual de b, donc la notation C_, signifie qu'on fait agir B par A(b)™!)
et par multiplication a droite sur GG, on obtient une action de B sur G x C_, et on peut
former le quotient G x5 C_, := (G x C_,)/B. Puisque B < G est fermé, on a un B-fibré
principal B — G — G/B et par le Proposition 1.4.4 de [4], on en tire que la projection
canonique 7 : G xp C_), — G/B est un espace fibré¢, de fibre C_,. Comme l'action de B
sur GG est libre, la B-action sur G x C_, est libre également, donc G x g C_) est une variété
algébrique. Autrement dit, la projection 7 : G xg C_y — G/B est un fibré en droites sur la
variété de drapeaux G/B. On note L, ce fibré. On peut remarquer de plus que ce fibré est
G-équivariant, de telle sorte que toute cohomologie H?(G/B, L)) est naturellement munie
dune structure de G-module.

Enfin, comme G est réductif, pour tout poids entier dominant A € X (7)., on peut
choisir une représentation complexe irréductible V(\) de G, de plus haut poids A. En fait,
toute représentation irréductible de G est construite de cette maniére et ’ensemble Irr(G, C)
des représentations irréductibles de G est en bijection avec X (7).

On se propose de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 1. (Borel-Weil, [7], Theorem 4)

Soient G un groupe réductif connexe sur C, B un sous-groupe de Borel, T un tore maximal,
d’algebres de Lie respectives g, b et h. Soit encore X € h* un poids entier dominant. Si 'on
note Ly := (G xp C_y = G/B) le fibré en droites associé @ \ et V()\) une représentation
wréductible de plus haut poids X de G, alors on a un isomorphisme de G-modules :

HG/B, L)) ¥ T(G/B, L)) = V().



Avant de démontrer ce résultat, donnons un lemme :

Lemme 2. ( [10], Theorem 27.3.9)
Considérons [’espace

M:= P V() @cV(n)

reX(T)+

sur lequel on fait agir G* = G x G composante par composante. D’autre part, faisons agir G*
sur lalgebre de Hopf C[G] de G via ((91,92) - f)(9) = f(gy'9g2) et définissons ¢ = > P

avec
Su = VoV —  C[G]
feu = (g f(gv))
Alors, le morphisme
¢ : M — C[G]

est un isomorphisme de G*-modules.

Démonstration. Notons, en suivant [10], G lensemble des classes d’isomorphisme des G-
modules rationnels simples et pour w € CAJ, on considére M, un représentant de w. Alors
X(T), est en bijection avec G via y s [V/(1)]. Soient ¢ := Y el Puw O Gy 2 MR M, — E[G]
est donnée par ¢, (f®v)(g) := f(gv). Tout d’abord, on a, pour tout (g, h) € G?, tout f € M?,
tout v € M, et tout = € G,

((9.h) - o(f ®v))(2) = ¢(f @v)(g~'wh) = fg~ whv) = (9~ [)(zhv) = ¢((g- ) ® (h-v))(2),

donc (g,h) - ¢(f @ v) = é((g,h) - (f ®v)), donc ¢ est bien un morphisme de G*-modules.

Fixons f € M*\ {0}. Pour v € M, on a (1,9)(f ®v) = f ® (gv) et ainsi, f ® M, est un
G-modules simple isomorphe a M,,. Puisqu’en notant p la représentation de G sur k|G| par
multiplication a droite, on a py(¢(f®v)) = ¢(f®(gv)), ¢ induit un morphisme de G-modules
f® M, — E[G]. Il est clair que ¢(f ® M,) # 0, donc ce dernier est isomorphe & M, et est
contenu dans la composante w-isotypique k[G](. de k[G]. On en tire que

Vo e G, kG #0.

Soit maintenant V' un sous-modules simple de k[G], isomorphe a M, et soit z — u, un
G-isomorphisme M,, — V. Définissons f € M} via f(z) := u,(1), pour x € M,,. Alors, pour
geGetxe M, onap(f@x)(g) = f(92) =ug(l) = (g-uy)(1) = uy(g). On en déduit que
o(f ® M,,) = V. Puisque ¢p(M}; ® M,,) C k|G](., le premier point ci-dessus entraine que

(M) ® M) = k[G] ).

Ceci implique la surjectivité de ¢, puisqu’on a (par [10], Theorem 27.3.6, (i7)) la décomposi-
tion en composante isotypiques
kG = €D KIG]w)-

we@

Fixons temporairement w € G et posons M := M. Si V est un sous-module de M, son
orthogonal (au sens de la dualité) est un sous-module de M*; donc M* est un G-module
simple. Nous prétendons que M* ® M est un G*-module simple. Pour le voir, notons o (resp.



o’) la représentation de G sur M (resp. sur M*). Notons aussi 6 la représentation de G?
sur M* ® M. Par le théoréme de Burnside (voir [10], Theorem 10.8.11), la sous-algébre de
End (M) (resp. de End (M*)) engendrée par o(G) (resp. par ¢'(G))) est égale & End (M)
(resp. a End (M*)). Puisque End (M* @ M) ~ End (M) ® End (M*), on en déduit que la
sous-algeébre de End (M* ® M) engendrée par 6(G?) est égale & End (M* @ M). Ceci montre
que le G?-module M* ® M est simple.

Enfin, si ¢ n’était pas injective, comme on a k[G| = @ k[G|.), on aurait que ¢, :
M} ® M, — k[G],) ne serait pas injective pour un certain w et, comme M} ® M,, est simple,
ceci entrainerait que ¢, = 0 et donc que k[G],) = ¢(M} ® M,) = 0, ce qui contredirait le
premier point. ]

Démonstration. (du théoréme de Borel-Weil)
Considérons le fibré en droites £ := L,, ainsi que son changement de base via G — G/B :

GX(C_)\—>G XBC_,\

ﬁt T

G G/B

~

On note £ = (G x C_, 5 G) le fibré résultant (c’est le fibré en droites trivial sur G). On va
comparer les sections de £ et de £. On voit immédiatement que

I'(G,L)={0:G—GxC_y; 7oo =idg}

={0:G—->GxC_,; 3f:G—-C_,; a(9) = (9, f(9))} ~C[G] ® C_,.

On a une action canonique de B sur C[G| donnée par (b- f)(g) = f(gb) et en considérant
I'action diagonale, on obtient une action de B sur C[G]| ® C_,. Puisque C[G] ® C_, est
naturellement isomorphe & C[G], on obtient une nouvelle B-action sur C[G] donnée par

(b-£)(9) = M)~ f(gb). (1)
Cette action fait de I'(G, £) un B-module.
Ensuite, les sections de £ sont de la forme o(gB) = [g, f(g)] pour une fonction réguliére

f:G — C_,. Pour que o soit bien définie, on doit avoir pour tout g € G et tout b € B,

9, f(9)] = o(9B) = a((gb)B) = [gb, f(gb)] = [g, A(b) ™" f(gD)]

et donc, f doit vérifier f(g) = A(b)~' f(gb) pour tout (g,b) € G x B. On obtient alors un
isomorphisme de G-modules R
I'G/B,L) ~T(G, L),

~

1l reste donc & montrer que I'(G, £)B ~ V()\)*.

Pour ceci, on remarque que C[G] ® C_, posséde une action diagonale de G x B, dans
laquelle on oublie 'action de G lorsque l'on fait agir le produit sur C_j et I'action sur la
premier facteur est la restriction & G x B de action de G x G sur C[G]. Puisqu’on a un
isomorphisme de G-modules F(G,E) ~ C[G] ® C_, (ou g € G agit comme (g, 1) sur C[G] :
(g f)(x) = f(g7'2)) et que cette action de G sur C[G] ® C_, commute & l'action de B
donnée par (1), on obtient, grace au Lemme [2] un isomorphisme de G-modules

NG.L)P = (ClEoC) = (MaC)’ = P Vi eV eC.y)

neX(T)+



De plus, vu laction de B sur C|G] ® C_,, 'action restreinte sur V(u)* @ V(1) @ C_ se fait
sur les deux derniérs facteurs, d’ou

PGO~ @ Vi ® V(e eC,)

peX(T)+

Ensuite, pour ¢ € X(7T'), en raisonnant sur g = h ® @, ¢ ga, 0n voit que si 'on considére
un vecteur primitif v, € V(u) de plus haut poids p, alors V(u) = G (v,) et V(u) posséde
une unique droite B-stable (qui est C (v,,)) sur laquelle B agit comme 7" : via p(t). Ainsi, si
v® 2z € (V(u) ®C_y)? alors la droite C (v) doit étre B-stable, donc est égale a C (v,) et
donc
(V(p) ©C_»)" = (C.® C.\)f = (C.® c)"

Enfin, comme T agit sur C, ® C_, par t- (2 ® 2") = (u(t)2) @ (A(t)712) = p(t)A ) (2@ 2'),
I'espace C, ® C_y ne peut avoir de T-invariants que si g = A, auquel cas on a (Cy ® C_,)T ~
C;. On obtient donc finalement un isomorphisme de G-modules

N(G/B.L)~T(G,L)P ~ @ (Vi eV(weC )~ P V() @ V(e eC,)”

neX(T)+ neX(T)+

= @ Ve @eCy) =vayreC=VH),
neX(T)+

d’ou le résultat. O

0.3 Extension a la cohomologie supérieure : la générali-
sation de Bott

Dans la suite, pour un B-module M de dimension finie, on désignera abusivement par M ¥
le fibré en droites P xp M — P/B pour un sous-groupe parabolique standard P. On notera
également HP(P/B, M) = HP(P/B, M?") la cohomologie du faisceau inversible associé au
fibrée M” (on confond allégrement faisceaux localement libres de rang fini et fibré vectoriels).
On notera également Bg le sous-groupe de Borel de SLy(C) formé des matrices triangulaires
supérieures.

Lemme 3. Soient o € 11 une racine simple et u € X(T') un poids entier. Soit aussi P, :=
(Sa, B) le sous-groupe parabolique standard minimal associé & a. On sait (voir [4|], Lemme
2.8.32) que l’'on a un isomorphisme de variété projectives p : P,/B — SLy(C)/Bg — CP* =:
PL. Alors, on a

£.(C) = O (—p(a")).

Démonstration. On rappelle que pour identifier P,/B et SLy/Bg, on choisit un sly-triplet
(€a, fa, ha) dans g est on condiére I'inclusion sly < g. Cette injection donne un plongement
t:SLy — G et comme s, € im (¢), on a P, = ¢(SLy)B. On obtient alors

P, /B = L(SLQ)B/B ~ L(SL2)/L(SL2) NB = SLo /BS-

7



Sous cette identification, le poids p est envoyé sur un poids de S Ly, encore noté p, la racine o
est envoyée sur la racine simple de SLs et ij“ est envoyé sur (CEL2 =: C,, avec des notations
évidentes. Il suffit donc de regarder le cas de SL,. On a I'isomorphisme de variétés

v« Ske/p, — P!
BR

«(Cp) = Opi (—p(a”)).

Il s’agit donc de montrer que

Rappelons que 1'on a

L(P',4(C,)) = T(SLa, a(C)) % = {f : SLz = Cyi; f(g) = n(b)""f(9), ¥ € SLa, Vb € Bs}

On va s’intéresser aux section de 1,(C,) (vu comme fibré en droites) sur les ouverts affines
standard U; = {x; # 0} = D*(X;) (j = 0,1) de P'. Soit donc o € I'(Up,¥.(C,)) =

(7= (Up),1.(C,))Ps ou Pon a posé 7 : SLy — SLy/Bg % P!, La section o s'identifie donc
a une fonction f : 7 1(Uy) — C,, telle que

() (G DG L)) (t) o )

La coracine o est envoyé dans SL, sur la coracine

ol . C* — Ty

. c 0
¢ 0 ¢!

et dans ce cas, proa” : C* — C* est une puissance, disons z — 2* et on a k = u(a) € Z.

On obtient alors ;
a _ k 1 O
f (c d> =af (ca‘1 1)

Ceci signifie qu’en voyant f comme étant définie sur Uy, on a

fllazc) =af([1: c/a)),

soit encore

f(laz :ay]) = a™* f([z : y]).
On peut faire la méme chose sur U; et obtenir le méme résultat. Or, on sait qu’il existe un
entier d € Z tel que ¢,(C,) =~ Op:1(d) et, sur U;, une section de Op:1(d) est un quotient d’un
polynome homogene par une puissance de X;, de degré total d. Par la formule ci-dessus, le
degré total ici ne peut étre que d = —k, soit

:(Cp) = Op (—p(”)).

Lemme 4. Soient o € Il une racine simple, P, le sous-groupe parabolique standard associé,
M un P,-module et € X (T) un poids entier tel que p(a”) = 1. Alors, on a

Vi >0, H(G/B,M @ C,) = 0.

8



Démonstration. Nous allons utiliser la suite spectrale de Leray. On commence par faire la
remarque générale suivante :

pr
Si € est un fibré vectoriel algébrique sur une variété projective X et sin = (X x F “» X)
est un fibré trivial, alors on a

Vi>0, H(X,n®§) ~ Fe H'(X,¢).
Maintenant, puisque M est un P,-module par hypothése, I'isomorphisme

PoxgM — P,/BxM
[pB,m] — (pB,pm)

induit un isomorphisme de fibrés vectoriels entre MT> et le fibré trivial de fibre M. Par le
remarque précédente, ceci entraine

Vg >0, HY(P,/B,M @C,) ~ M ® H'(P,/B,C,).

De plus, par le Lemme 3| P, /B s’identifie a P! et, sous cette identification, le fibré C,, = Cf@
est envoyé sur Opi (—pu(aY)) et on obtient, avec |5, III, Theorem 5.1,

Vg >0, HY(P,/B,C,) ~ HY(P', Op (—p(a’))) = HY(P', Op(—1)) = 0.

Ainsi, on a

Vg >0, H(P,/B,M ®C,) = 0.

Ceci étant, on a un fibré P,/B < G/B N G/P, et en considérant le faisceau F :=
1(C ® M) = 1,(Cl* ® M) sur G/B, on a la suite spectrale de Leray

E}! = H"(G/ P, RUf.F) = H"(G/B,F)< H""(G/B,M ®C,).

Or, on a que R?f,F est le faisceau constant

RUf,F = R(f1),(C, ® M) = RT(P,/B,C, ® M) = H'(P,/B,C, ® M) = 0.

Ainsi, on a
Vp,q >0, EF?=0.

On obtient donc le résultat par convergence. O]
On définit 'action * du groupe de Weyl W sur h* de la facon suivante
Yw e W, YA € b*, wx X :=wA+p) —p,
ol p est la demi-somme des racines positives, qui se trouve étre aussi la somme des poids

fondamentaux w, : X
3

ped+ a€ll

On a alors 'important résultat suivant :

Proposition 5. Soit p € X(T') un poids entier. S’il existe une racine simple o € 11 telle que
p(a¥) > —1, alors on a

Vp >0, HP(G/Baﬁu) = HPH(G/B,,CSMM).

9



Démonstration. Commengons par supposer que p(a") > 0. Considérons le fibré en droites
L+, sur P,/B, ainsi que H := H°(P,/B,L,:,). Rappelons que si ¢ : SLy — G est le
plongement relatif & un sly-triplet associé a «, alors d’apreés [9], Proposition 8.1.1, il existe un
sous-groupe connexe U, de P,, d’algebre de Lie u, = @ﬂ€@+\{a} gp et c’est un sous-groupe de
B par [9], Corollary 8.1.3. De plus, on a P, = (t(SLs), B) et si 'on pose M, := (¢(SLs),T),
alors on a un produit semi-direct P, = U, x M, (voir [4], Proposition 2.3.21). En fait,
d’aprés 9], Theorem 8.4.3, on a U, = R,(F,), de telle sorte que le groupe M, ~ P, /U, est
réductif.

Ensuite, l'action de P, sur H est donnée par (p - 0)(p B) = po(p~'p'B). Or, on peut
identifier H avec ’ensemble des fonctions réguliéres 7 : — C t lles que T(pb) = (1 +
p)(b)T(p) pour tous p € P,, b € B et P, agit sur 7 par (p T)( YV =71(p1p'). Sip € P, et
uw€ Uy, <P, alors plu=tpec U, < Betona

(u-7)(p) =7(u'p) =7l 'u'p) = (L+ p)(w)"'7(p) = 7(p),

donc v - 7 = 7 et action de U, sur ‘H est donc triviale.

En considérant le fibré £, sur le groupe réductif M, et V,(u+ p)* le module simple de
plus haut poids p + p de M,, le Théoréme [1| de Borel-Weil assure qu’on a un isomorphisme
de M,-modules

H > Vo(u+p)"

Ainsi, en tant que T-modules, on a une décomposition en sous-espaces de poids

(ptp)(a¥)

H o~ Volp+p) @ Cla—(utn)-

On en tire que la projection H — C_(,,,) est un morphisme de B-modules et en notant K
son noyau, on obtient une suite exacte courte de B-modules

0 K H C_(N+P) —>0 .

Puisque le B-module C, est projectif, on peut tensoriser par ce dernier pour obtenir une
nouvelle suite exacte

0—>K®C,—>H®C,—>C_,—=0.

La suite exacte longue induite en cohomologie s’écrit

H?(G/B,H®C,) — H?(G/B,C_,) —= H"*Y(G/B, K ® C,) —= H""\(G/B,H ® C,)

!

D’apreés le Lemme [4] on a
Vp >0, H’(G/B,H®C,) =

et donc
¥p >0, H*(G/B,L,) € H(G/B,C_,) ~ H"*'(G/B,K ® C,). (2)

10



Ensuite, considérons l'inclusion de B-modules C_,_ .4+, — K, M son conoyau et la suite
exacte courte qui en résulte

0——=C_;. (u+p) K M 0.
On tensorise encore par C, pour obtenir une suite exacte
0—C_u—K®C,—MxC,—0.

En passant & nouveau a la suite exacte longue de cohomologie :

Hp_l(G/B7M®(CP)ﬁ'Hp<G/Bv(C—Sa*M) —>Hp(G/B7K®CP) ﬁHp(G/B7M®(CP)

|

Or, en tant de B-module, on a

(ntp)(a¥)—1
M ~ EB Cja—(utn)-
j=1
On peut donc considérer M comme un FP,-module et alors le Lemme 4] en traine
Vp >0, H*(G/B,M ®C,) =0

et donc

Vp> 1, H*(G/B, L..,) & HY(G/B,C_,,.,) ~ H*(G/B,K ® C,). (3)
En combinant et , on obtient alors

Vp >0, H(G/B,L,) ~ H""'(G/B,K @ C,) ~ H"*'(G/B, L..,.)-

Ceci termine la preuve de la proposition dans le cas pu(a") > 0.
Sip(a¥) = —1,alors on a sq* it = So(pt4p) —p = Sa(p) —a =
a prouver que

1t et la proposition revient

Vp >0, HY(G/B,L,) = 0.

Mais, dans ce cas on a K = 0 et H = C_(,4,), donc H® C, = C_, et comme H est un
P,-module, on a, par le Lemme

¥p >0, H"(G/B, L,) = H"(G/B,C_,) = H"(G/B,H&C,) =0,

ce qui achéve la preuve. O

Corollaire 6. Soient w € W et p € X(T); un poids entier dominant. Alors, on a des
wsomorphismes de G-modules

Vp € Z, H?(G/B, L,) ~ H" ) (G /B, L)

11



Démonstration. On procéde par récurrence sur la longeur ¢(w) de w. Si ¢(w) = 1, alors
w = S, pour une racine simple a € II et on conclut avec la Proposition |5l Supposons le
résultat vrai pour tout v € W tel que £(v) < f(w). Ecrivons w = s,v, avec £(v) < £(w) et
a € II. Par hypothése de récurrence, on a

Vp € Z, H*(G/B,L,) ~ H""'")(G/B, L,.,.).

Maintenant, on a (v* p)(a") = v(pu+ p)(a¥) — p(a¥) = (p+ p)(v™'a¥) =1 > —1 car p+p
est dominant et v~ 'a" est une coracine positive. En appliquant la Proposition , on obtient
alors

Vp € Z, H*(G/B, L,) ~ H"™(G/B, L,,,)

~ [P H(G/B Ly v*u) qrHiw (G/B Ew*u)

Nous pouvons maintenant prouver le

Théoréme 7. (Borel-Weil-Bott, [7], Theorem 7)

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, G un groupe réductif connexe
sur k, B un sous-groupe de Borel de G, T un tore mazimal contenu dans B, A € X(T)+
un poids entier dominant et w € W un élément du groupe de Weyl. Si l'on note Ly =
(G X k_wr = G/B) le fibré en droites associé a wx\ et V() la représentation irréductible
de plus haut poids A de G, alors on a des isomorphismes de représentations

V(A si p=~L(w)

Vp € N, H(G/B, L) =~ { 0 si p#L(w)

Démonstration. Par le Corollaire [0, on a
Vp € Z, H?(G/B, Ly) ~ HP "G /B, Ly).

Nous prétendons que '
Vi #0, H(G/B, L)) = 0.

Ceci est vrai par convention si ¢ < 0. Soit ensuite wy € W 1'élément de plus grande longueur,
de telle sorte que l(wg) = |®F| = dim(G/B) (cette derniére égalité peut se voir comme
conséquence de la décomposition de Bruhat de G/B). D’aprés le Corollaire @ et le théoréme
de dimension cohomologique de Grothendieck (voir [5], ITI, Theorem 2.7), on obtient

Vi >0, H(G/B,Ly) ~ HT™EBNG/B, L) = 0,
comme souhaité. Ainsi, on a obtenu
Hp(G/B,,Cw*)\) = p[(w)HO(G/B,,C,\) ~ pj(w)V()\)*,

ce dernier G-isomorphisme provenant du Théoréme [1| de Borel-Weil. On peut recopier les
preuves précédentes mutatis mutandis dans le cas ou G est défini sur un corps algébriquement
clos k de caractéristique zéro et ceci termine de démontrer le théoréme. O
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Remarque 8. On peut méme montrer que, si p ¢ W % (X (7)) n’est pas image par W d’un
poids entier dominant, alors on a

Vp >0, HP(G/B,L,) = 0.

Exemple 9. Prenons G = SL,(C), de sous-groupe de Borel B = Bg formé des matrices
triangulaires supérieures de G et de tore maximal T formé des matrices diagonales de G.
Notons « la seule racine simple de G. Un poids entier dominant A € X (T"); s’écrit

A (8 a(_]1> —a", n=\a")eN.

Donc les représentations irréductibles de G sont en bijection avec N. De plus, la variété de
drapeaux SL,/B est isomorphe a P!, Le théoréme de Borel-Weil donne dans ce cas

V¥ :=V(\)*~T(G/B,Ly) =T(SLy/B,C_y) ~ T(P', Op (A\a")) = (P, Op1(n)) = C[Y, X],,

n

ce dernier espace étant formé des polynomes homogénes de degré n en X et Y. On obtient
en particulier que dim(V},,) = n + 1. De plus, en inspectant Paction de T sur V,,, on voit que
les vecteurs de poids sont les XY"% 0 < i < n et que leurs poids sont les 2i — n. En fait, si
I'on considére de fagon standard V7 = C[X,Y],, comme un sly(C)-modules irréductible, avec
action donnée par

0 1 0 0 1 0
62(0 0):X8y,f:(1 O):Yax,h:<0 _1):X8X—Y8y,

alors on a , , _ ,
e(Xzyn—z) — ,L’Xz—lyn—z—f—l
f(Xzynfz) — (n _ Z')Xi+1yn7ifl
(XY™ ) = (20 — n) XY™
Ceci montre qu’en notant R la représentation standard de sly(C) sur C%, on a
V2 ~ Sym"(R?).
On a donc aussi, en tant que représentations de SLo,

V, ~ Sym"(R),

oll R est la représentation standard de SLy sur C2.

0.4 Applications : le théoréme de Kostant et la formule
du caractére de Weyl

Nous allons appliquer ici le théoréme de Borel-Weil-Bott a la cohomologie des algébres
de Lie a coefficients dans un module de plus haut poids, puis nous en déduirons la formule
du caracteére de Weyl et la formule de dimension associée. On utilise les méme notations que
précédemment, & ceci prés que I'on suppose désormais G semi-simple et simplement connexe.
L’algébre de Lie g est donc complexe semi-simple.

Commencons par quelques rappels sur la cohomologie des algébres de Lie.
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Définition 10. ( [11], Definition 7.2.2)
Soient g une algébre de Lie de dimension finie sur un corps algébriquement clos de caracté-
ristique zéro k et V un g-module. On pose

Vi={veV;Vreg, zv=0}
On obtient ainsi un foncteur exact a gauche (—)? : g — Mod — k — Mod. On définit alors

Vi >0, H(g,V):= R(-)%(V).

Remarque 11. 1. En considérant I’algébre enveloppante U(g) de g, on a une équivalence
de catégories ( [11], Theorem 7.3.3)

U(g) — Mod ~ g — Mod
et, en considérant k£ comme le g-module trivial, on a
V9 = Hom 4(k, V') = Hom ) (k, V)

et donc

2. On peut faire de méme avec les coinvariants V; = V/gV et on peut alors considérer

H.(9,V) i= L(=)g(V) = Lu(k @ugg —)(V) = Tor“O (i, V).

Avant d’énoncer le théoréme de Kostant, donnons un résultat important qui nous sera
utile

Théoréme 12. (Chevalley-Eilenberg, |11], Corollary 7.7.3)
Pour un g-module V', considérons le compleze de cochaines Hom y(A*g, V'), dont la différen-
tielle 6™ : Hom (A"g, V) — Hom (A" "'g, V') est donnée par

((Snf>(l'1 VANCIEIVAN xn+1)
n+1
=D (D) @i f(@ A AT AT)+ D (1) F ([ Az A AT AEA - ATgr).
i=1 i<j

Alors, ce compleze calcule la cohomologie de g a coefficients dans V' : on a

H*(g,V) = H*(Hom(A"g, V), ).

Rappelons que si M est un P-module, avec P un sous-groupe parabolique, on peut former
le fibré vectoriel L(M) := (G xp M — G/P). Donnons encore un lemme

Lemme 13. ( [§], Exercise 8.3E (4))

Soient P un sous-groupe parabolique de G, d’algébre de Lie p, u le radical nilpotent de p et |
un facteur de Levi de p (i.e. une sous-algébre réductive de g telle que p = 1@ u : ceci existe,
voir [10], Theorem 29.5.7). Si M est un P-module rationnel de dimension finie, alors on a
un 1somorphisme de G-modules

H?(G/P,L(M EB Vip) @ HP(u,V(p) @ M)

neX(T
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En particulier, si P = B, alorsp =b etu=n= &, ., 0. et [ = b, donc, pour tout B-module
M on a
H?(G/B, L(M @ Vip) @ HP(n,V(p) @ M)".

pneX(T

Démonstration. Considérons les foncteurs

F:=T(G/P,L(=)): P —Mod 5 Vecte(G/P) 5 G — Mod

ainsi que
G(u) : P—9Mod — p—od U5 u—amod "™ —onop T ate V55T g—meo ©F G— Moo,
et

G= P G =PV @Hom,(C,V(n)o-),

peX(T)+

Alors, F' et G sont deux foncteurs exacts a gauche P — 9od — G — 9Mod, donc leurs

foncteurs dérivés sont des J-foncteurs universels et pour montrer qu’ils sont isomorphes, il
suffit de montrer que ROF(M) = R°G(M) pour tout M € P — Mod. Or, d’aprés le Lemme
et la preuve du Théoréme [I} on a

F(M) =T(G/P, L(M)) = (G, L(M))® = (C[G] ® M)* = @ Viu (1) ® M

pneX(T

=@V © V(W ©MP =V V() MP

I

=@V e (V) © M) = V() ©Hom,(C.V(s) @ M) = G(M),

d’ou le résultat. O

Théoréme 14. (Kostant, [8], Exercise 8.3E (6))

Soient g une algebre de Lie complexe semi-simple, ) une sous-algébre de Cartan, avec la
décomposition g = b © P cp 0 et 1 1= P o+ 9o Soient encore X € b* un poids entier
dominant et V(\) une représentation irréductible de plus haut poids X de g. Alors, on a

Vp Z 07 Hp(nu V(/\)) = @ (Cw*/\-

weW ; L(w)=p

Démonstration. Commencgons par remarquer que pour g € X(7') et un b-module M de

dimension 1, tel que le n agisse trivialement sur M, on a V (u)@M ~ V (1), donc HP(n, V(1)@
M) ~ HP(n,V(n)) >~ HP(n, V(1)) ® M et si on considére que b agit par restriction sur M
et sur HP(n, V(1) ® M), alors on a un isomorphisme de h-modules

HP(n, V() @ M) ~ HP(n,V(u)) @ M.

15



Maintenant, en tant que h—modules on a une décomposition en sous-espaces de poids
H V) = @ 1= @ 1 = P
veh* veWw veWwW
ou H, ={xz € H?(n,V(N)); he = u(h)z} et W= {v € h*; H, # 0} est ’ensemble des poids
du h-module HP(n,V(N)). Il s’agit donc de montrer que W = {w* A\, w € W ; {(w) = p}.
Soit donc vy € W. Par ce qui précéde avec M =C_,, on a

b
C=(C,®C_,) (@@ ®C_ ) = (H?(n,V(\) ® C_,,)" = H?(n,V(\) ® C_,,)"
vew

et par le Lemme on en tire que
0#£ V) @ H(n,V(\)®C_,)" C H(G/B, L,,).

Par la remarque [8] ceci entraine que vy = w * g pour un gy € X(7'),. Par le Théoréme de
Borel-Weil-Bott, ceci entraine que ¢(w) = p et alors

VA" € H(G/B; Liegy) = V(p0)”

donc py = A et alors vy € W X et donc W C {w« A, {(w) = p}. Réciproquement, si w € W
tel que (w) = p, montrons que wx A € W. Par le Théoréme de Borel-Weil-Bott, on a

VN = H(G/B, L) = @ V(1) ® H (0, V(1) ® C_pn)",

neX(T)+
donc
(C = Hp(n7 V()\> X C—w*k)h - (Hp(n7 V(A)) ® C—w*)\)b - @(Cl/ ® C—w*)\)h
vew

et C, ® C_, .\ ne peut avoir de h-invariants que si v = w* A. Par conséquent, wxA € W. [

Nous pouvons maintenant étudier les caractéres. Avec les méme notations que ci-dessus
(G un groupe algébrique semi-simple complexe simplement connexe, d’algébre de Lie g, etc),
considérons le réseau de poids A de g, i.e. 'ensemble des poids entier, qui s’identifie & X (7)
et formons le groupe abélien libre Z[\]. Pour A € A, on note e* € Z[A] I'élément de base
correspondant & A. On définit une multiplication sur Z[A] par e*e* = e*** et convenons que
e’ = 1. Pour une représentation V de g, on a la décomposition en sous-espaces de poids
V =@, Vo et on pose

ch(V) :=) (dimV})e*
AEA
Ceci est le caractere formel de V. Si on définit R(g) := Ko(g — 90d) comme le groupe de
Grothendieck des représentations de g, avec multiplication donnée par le produit tensoriel,
alors on obtient un morphisme d’anneaux (voir [3], §23.2) :

ch: R(g) — Z[A].
Si p: G — GL(V) est une représentation rationnelle de G, alors on a une représentation
dp:g— gl(V) et on a alors
Vr € g, tr(p(e®)) = tr(e®) = Z(dim Vy)eM@
AEA

Ceci justifie le terme de "caractére". La formule de Weyl permet de calculer explicitement le
caractére d’une représentation irréductible de plus haut poids A € X(T'),. On a
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Théoréme 15. (Formule du caractére de Weyl, [12])
Soient g une algébre de Lie semi-simple complexe et V(\) une représentation irréductible de
g, de plus haut poids X\, entier dominant. Alors on a

Ch(V(A)) = A>\+p = Zw€W€<w)€w*>‘ — ZWEW E(W)ew()\-f—p)—ﬂ
4 2 wew E(w)er*? Y wew E(w)ew@)=r 7

ot Ay =3 e E(w)e” ™.

Démonstration. Considérons b = b @ n une sous-algébre de Borel de g, V := V()) et com-
mengons par remarquer que, si 'on reprend le complexe (Hom (A*n,V'),d) du théoréme
et B" :=imd" ! et Z" := ker 6", alors H"(n,V) = Z"/B", donc

ch(H"(n,V)) = ch(Z") — ch(B") (4)
Ensuite, puisqu’on a la suite exacte courte 0 — Z™ — Hom (A"n, V) % gt 0, il vient
ch(Hom (A™n,V)) = ch(B"™) + ch(Z™) (5)
On déduit de que
> (—1)ch(H?(n,V)) = > (—1)"ch(Hom (A"n, V).

P p
Ensuite, puisqu’on a Hom (A"n, V) ~ (A"n)* ® V, il vient méme
D (=1)Peh(HP(n, V) = > (=1)Pch((A”n)")ch(V). (6)
p p
D’un coté, d’aprés le Théoréme de Kostant, on a
H®mV)= B Cua
weW ; L(w)=p

de telle sorte que

ch(H(n,V)) = > e,

weW ; L(w)=p

> (1)Pch(HP(n, V) = Y (1) ™e"* =3 e(w)e™* .

p weW weWw

d’ou

D’un autre coté, I’équation @ évaluée en A = 0 donne

SO(—1Pe((An)) = 3 (~1Peh(HP(n,C)) = 3 e(w)e™,

p P weWw

cette derniére égalité provenant du Théoréme de Kostant. Finalement, on obtient

(Z s(w)ew*()) ch(V) = Z e(w)e”™ .

weWw weW
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On peut enfin en déduire la formule de la dimension de Weyl. Mais avant, donnons la
formule du dénominateur

Lemme 16. (Formule du dénominateur de Weyl, [3], Lemma 24.3)
Avec les méme notations que ci-dessus, on a

A, ef Z e(w)ew(p) = H (2 —e 2)=¢f H (1—e¥)=e" H (e* —1).

weWw acdt acdt acdt

~ - . o , «, . .
Démonstration. Puisque p = % Q, on a el = e2 et donc 'égalité entre les trois
2 aedt ~ acdt
derniers membres de droite de la formule du lemme est évidente.

Posons
A= H (e — e7/?) = epH(l —e ) = e_pH(ea —1).

acdt e «a

Si s, € W est une réflexion simple, alors on a s,(A) = —A et on en tire que
Vw e W, w(A) = e(w)A.

De méme, on a s,(A4,) = —A,, donc en calculant formellement I'inverse de A :

% =e’ H(l —e ) t=er H ie_"o‘,

« a n=0

on voit que A,/A est une somme formelle (infinie) )~ m,e*, invariante par W. De plus, comme
le plus haut poids de A est p, de méme que A,, le quotient A,/A doit étre de poids 0. Il
s’ensuit que A,/A est constant, donc vaut 1 puisque A et A, ont méme terme dominant. [

Théoréme 17. (Formule de la dimension de Weyl, |3], Corollary 24.6)
Soient g une algébre de Lie semi-simple complexe et A un poids entier dominant de g. Alors,

on a
(A p,a)

(p; )

dimV(\) = []

acdt

Démonstration. Considérons I’anneau des séries formelle C[[t]], ainsi que le morphisme d’aug-
mentation

e : C[t]] - C
ft) = f(0)

Considérons également, pour p € A, le morphisme

v, : Z[A] — CJjt]]

e elmalt
et soit enfin ¥ := ¥ ,. Alors, on a
dim V(A) = e o U(ch(V(N)).

Par W-invariance de (-,-), on a pour tout u € A,

T(A,) = Z e(w)elput — Z €(w)e(w’l(p)wt _ Z e(w)e@ M = g (A,)

weW weWw weWw
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et, par la formule du dénominateur [16] il vient alors

U(A) =94, = ]] <€u —@—W>

acdt

= ( H (i, a)) t1®"1 + termes de plus haut degré en t.

acdt

On en tire, via la formule du caractére

Axt ) W(Axtp) (A+p, @) o
U(ch(V(N\)) =T ( L) = £ = L + termes de degré positif en t,
v =v{Z2)=5a, - 1L 5

d’ou le résultat. O

Remarque 18. En vertu du Théoréme de Borel-Weil-Bott, on a
dim V(\) = dim H°(G/B, L) = x(G/B, L))

et on peut espérer calculer cette dimension directement en utilisant la formule de Hirzebruch-
Riemann-Roch

dim V(\) = x(G/B, L)) = / ch(L)td(T(G/B)),

G/B

avec td(T(G/B)) la classe de Todd du fibré tangent de G/B et ch(L)) = exp(c1(Ly)) le
caractére de Chern du fibré en droites £,.
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Annexe

A Projectivité de la variété de drapeaux

On va donner une jolie maniére (trouvée dans [7], §4) de voir la variété de drapeaux d’un
groupe réductif connexe G comme une variété projective. Soit donc un Borel B et choisissons
un poids régulier (i.e. entier strictement dominant) A € X(7'),, ot T est un tore maximal de
G. On considére également le groupe de Weyl W engendré par les réflexions simples (s;)1<i<s
ou ¢ = |II| = dimb est le rang de G. Dans la représentation irréductible V' (A), choisissons
un vecteur primitif v, de plus haut poids A. Puisque B agit de fagon scalaire sur C (v, ), la
représentation G — GL(V (\)) fournit une application

u : G/B — PV())
gB  — [g-v)]

Puisque la composée G — G/B - PV(\) est un morphisme de variétés algébriques, par
propriété universelle du quotient G/B, 1'application u est un morphisme de variétés algé-
briques. De plus, u est injectif. Pour le voir, il suffit de montrer que le stabilisateur de [v] est
exactement B. Soit donc P := Stabg([v]). Le sous-groupe P est parabolique standard (par
construction), donc P = P; pour un I C {1,...,¢}. Si I =), alors P = B. Sinon, supposons
par 'absurde que s; € P. Alors s; stabilise A, mais on a s;(A) = A — A« )a;, donc on doit
avoir A\(a;') = 0, ce qui contredirait la stricte dominance de A. On obtient donc P = B et u
est donc injectif.

On montre maintenant que X := u(G/B) est une sous-variété fermée de PV (). Pour ceci, on
remarque que X est un sous-espace G-stable de PV ()) et il s’ensuit que X \ X est G-stable.
Si X \ X # (), par le théoréme du point fixe de Borel ( [10], Theorem 26.3.4), X \ X doit
posséder un point B-fixe, ce qui contredit 'existence d’un unique vecteur primitif de plus
haut poids A. Ainsi X \ X = (), donc X est un fermé de PV ().

Enfin, v : G/B — X est un isomorphisme. En effet, comme toute variété posséde des points
lisses et que G préserve les points lisses, le fait que X soit une G-orbite entraine immeédiate-
ment que ¢’est une variété lisse, donc normale. Ainsi, v : G/B — X est un morphisme bijectif
de variétés irréductibles et X est normale, ¢’est donc un isomorphisme par le Corollaire 17.4.8
de [10]. On a ainsi obtenu le

Théoréme 1. Si G est un groupe réductif connexe sur C, B est un sous-groupe de Borel de
G et A est un poids régulier, alors on a un plongement fermé

G/B — PV())
gB  — [g-v,]

avec vy un vecteur primitif de plus haut poids A\ de la représentation irréductible V(). En
particulier, le quotient G/B est une variété algébrique projective.

Remarque 2. En prenant A\ = p ci-dessus et en utilisant la formule de la dimension de Weyl,
on a un plongement
G/B — P,

avec r < 21®F1 — 1,
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B Autre preuve du Lemme 2

On peut indiquer une deuxiéme démonstration du Lemme [2] en utilisant une forme réelle
compact K de G (qui est un groupe de Lie), les fonctions représentantes et la dualité de
Tannaka-Krein. Rappelons le résultat, en reprenant les notations de la section 1 :

Lemme 3. Considérons le G*-module

@ V()" ®@c V(u)

neX(T

ainsi que ¢ = Zu b 0t

G+ V() @V(p) — ClG]
fou = (g f(gv))
Alors, le morphisme
¢ : M — C[G]

est un isomorphisme de G*-modules.

Démonstration. Nous allons utiliser le théoréme de Peter-Weyl et la dualité de Tannaka-
Krein. Puisque G est réductif connexe, on peut considérer une forme réelle K de G, i.e. un
groupe de Lie compact connexe dont G est une complexification. Pour (V, my) une représen-
tation complexe de K, on regarde I’ensemble

Fv(K,C)={f: K—>C; F:End(V)—=>C; f=vom}
—{f:K—>C; 3ueBud(V); f(x) =tr(wom(a)} = {f: K - C; dim(K - f) < oo}

des fonctions représentantes de la représentation V', ainsi que l'algébre des fonctions repré-
sentantes F(K,C) = J, Fv(K,C). C’est une algébre de Hopf. On peut définir de méme
F(K,R) ou encore F(G, C). Par dualité de Tannaka-Krein ( [1], III, §7, Theorem 7.15), on a

G ~ G¢ = Hom g4 (F (G, C), C) =~ Hom o4 (F (K, C), C).

ce dernier isomorphisme provenant de la propriété universelle de la complexification et il en
découle (via les remarques du §8 du chapitre III de |1]) que 'on a un isomorphisme d’algébres
de Hopf

Cl[G] ~ F(K,C).

Par ailleurs, d’apreés la Proposition 1.5 du §1 du chapitre III de [1] (qui découle essentiellement
du théoréme de Peter-Weyl), on a que ¢ réalise un isomorphisme de G*-modules

ML @ V* @pnavy) V = @ V()" @c V(p)

Velrr(K,C) neX(T

et on obtient finalement que ¢ est un isomorphisme. Mentionnons enfin que 1'on peut aussi
utiliser la cotransformée de Fourier pour le démonter, comme dans [6], §4, Corollary 5. [
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