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0.1 Introduction

On se propose, dans ce court exposé, de donner un apreçu d'un résultat important :
le théorème de Borel-Weil-Bott. Il s'agit de réaliser géométriquement toute représentation
irréductible d'un groupe réductif (connexe) G sur un corps k algébriquement clos de caracté-
ristique zéro. Plus précisément, on construit, pour tout poids dominant λ, un �bré en droites
Lλ sur la variété de drapeaux G/B de G, avec B un sous-groupe de Borel. L'espace des sec-
tions globales de Lλ est alors naturellement muni d'une structure de G-module et, puisque
la variété G/B est projective (voir l'Annexe), cet espace est de dimension �nie. En fait, le
théorème de Borel-Weil a�rme simplement que Γ(G/B,Lλ) s'identi�e à la contragrédiente
de la représentation irréductible V (λ) de plus haut poids λ de G.

Par ailleurs, ce résultat a été précisé par Raoul Bott en 1957 : les espaces de cohomologie
supérieurs de Lλ sont triviaux. Ceci peut se voir comme un résultat négatif en ce sens que
la cohomologie n'apporte pas d'information supplémentaire sur les représentations de G. De
manière encore plus précise, si l'on considère l'action ? du groupe de Weyl W sur le dual
de la sous-algèbre de Cartan de g = Lie(G), on peut calculer la cohomologie du �bré décalé
Lw?λ ; et celle-ci vaut V (λ)∗ en degré `(w) et est triviale ailleurs.

En plus d'être passionnant en soi et de constituer un premier lien fort entre les représen-
tations de G et la géométrie de G/B, le théorème de Borel-Weil-Bott permet de retrouver
la formule du caractère de Weyl, via le théorème n-cohomologique de Kostant. Ce dernier
résultat décrit explicitement la décomposition en sous-espaces de poids (comme h-module)
de la cohomologie du radical nilpotent n de la sous-algèbre de Borel b = n⊕ h, à coe�cients
dans un module de plus haut poids.

Pour �xer les idées, nous allons restreindre les preuves au cas k = C, en gardant à l'esprit
qu'elles restent valables dans le cas général.
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0.2 Le résultat de Borel et Weil

Fixons G un groupe réductif connexe sur C, T un tore maximal, B un sous-groupe de
Borel contenant T , d'algèbres de Lie associées g, b et h ; cette dernière étant une sous-algèbre
de Cartan de g. On a la décomposition en sous-espaces de poids

g = h⊕
⊕
α∈Φ

gα

et si l'on note n := [b, b] =
⊕

α∈Φ+ gα, alors on a b = h⊕ n. D'après le Théorème 26.2 de [2],
on en déduit qu'on a un produit semi-direct B ' N o T , avec N un sous-groupe connexe
de G d'algèbre de Lie n (on peut prendre N = [B,B]). Par ailleurs, dire que λ ∈ h∗ est un
poids entier, c'est dire que pour toute racine simple α ∈ Π, on a λ(α∨) ∈ Z. Ceci entraîne
que λ provient, via l'exponentielle, d'un morphisme de groupes algébriques T → C× = Gm

et l'ensemble de tels morphismes est noté X(T ) = Hom (T,Gm). De plus, dire qu'un poids
entier λ ∈ h∗ est dominant, c'est dire que λ(α∨) ≥ 0 pour tout α ∈ Π. On note X(T )+

l'ensemble de tels poids, vus comme morphismes T → C×. La décomposition B = N o T
montre que l'on peut étendre tout poids entier λ : T → C× à B en imposant λ|N = 1. Si
λ ∈ X(T ) est entier, on dé�nit une action de B sur C en posant b · z := λ(b)z et le B-espace
résultant sera noté Cλ.

Soient donc λ ∈ X(T ) un poids entier. En faisant agir B à gauche sur C−λ (on voit ici λ
comme un élément du dual de h, donc la notation C−λ signi�e qu'on fait agir B par λ(b)−1)
et par multiplication à droite sur G, on obtient une action de B sur G × C−λ et on peut
former le quotient G ×B C−λ := (G × C−λ)/B. Puisque B ≤ G est fermé, on a un B-�bré
principal B → G → G/B et par le Proposition 1.4.4 de [4], on en tire que la projection
canonique π : G ×B C−λ � G/B est un espace �bré, de �bre C−λ. Comme l'action de B
sur G est libre, la B-action sur G×C−λ est libre également, donc G×B C−λ est une variété
algébrique. Autrement dit, la projection π : G×B C−λ → G/B est un �bré en droites sur la
variété de drapeaux G/B. On note Lλ ce �bré. On peut remarquer de plus que ce �bré est
G-équivariant, de telle sorte que toute cohomologie Hp(G/B,Lλ) est naturellement munie
d'une structure de G-module.

En�n, comme G est réductif, pour tout poids entier dominant λ ∈ X(T )+, on peut
choisir une représentation complexe irréductible V (λ) de G, de plus haut poids λ. En fait,
toute représentation irréductible de G est construite de cette manière et l'ensemble Irr(G,C)
des représentations irréductibles de G est en bijection avec X(T )+.

On se propose de démontrer le résultat suivant :

Théorème 1. (Borel-Weil, [7], Theorem 4)
Soient G un groupe réductif connexe sur C, B un sous-groupe de Borel, T un tore maximal,
d'algèbres de Lie respectives g, b et h. Soit encore λ ∈ h∗ un poids entier dominant. Si l'on
note Lλ := (G ×B C−λ

π→ G/B) le �bré en droites associé à λ et V (λ) une représentation
irréductible de plus haut poids λ de G, alors on a un isomorphisme de G-modules :

H0(G/B,Lλ)
def
= Γ(G/B,Lλ) ' V (λ)∗.
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Avant de démontrer ce résultat, donnons un lemme :

Lemme 2. ( [10], Theorem 27.3.9)
Considérons l'espace

M :=
⊕

µ∈X(T )+

V (µ)∗ ⊗C V (µ)

sur lequel on fait agir G2 = G×G composante par composante. D'autre part, faisons agir G2

sur l'algèbre de Hopf C[G] de G via ((g1, g2) · f)(g) = f(g−1
1 gg2) et dé�nissons φ :=

∑
µ φµ

avec
φµ : V (µ)∗ ⊗ V (µ) → C[G]

f ⊗ v 7→ (g 7→ f(gv))

Alors, le morphisme
φ :M→ C[G]

est un isomorphisme de G2-modules.

Démonstration. Notons, en suivant [10], Ĝ l'ensemble des classes d'isomorphisme des G-
modules rationnels simples et pour ω ∈ Ĝ, on considère Mω un représentant de ω. Alors
X(T )+ est en bijection avec Ĝ via µ 7→ [V (µ)]. Soient φ :=

∑
ω∈Ĝ φω où φω : M∗

ω⊗Mω → k[G]
est donnée par φω(f⊗v)(g) := f(gv). Tout d'abord, on a, pour tout (g, h) ∈ G2, tout f ∈M∗

ω,
tout v ∈Mω et tout x ∈ G,

((g, h) · φ(f ⊗ v))(x) = φ(f ⊗ v)(g−1xh) = f(g−1xhv) = (g · f)(xhv) = φ((g · f)⊗ (h · v))(x),

donc (g, h) · φ(f ⊗ v) = φ((g, h) · (f ⊗ v)), donc φ est bien un morphisme de G2-modules.
Fixons f ∈M∗

ω \ {0}. Pour v ∈Mω, on a (1, g)(f ⊗ v) = f ⊗ (gv) et ainsi, f ⊗Mω est un
G-modules simple isomorphe à Mω. Puisqu'en notant ρ la représentation de G sur k[G] par
multiplication à droite, on a ρg(φ(f⊗v)) = φ(f⊗(gv)), φ induit un morphisme de G-modules
f ⊗Mω → k[G]. Il est clair que φ(f ⊗Mω) 6= 0, donc ce dernier est isomorphe à Mω et est
contenu dans la composante ω-isotypique k[G](ω) de k[G]. On en tire que

∀ω ∈ Ĝ, k[G](ω) 6= 0.

Soit maintenant V un sous-modules simple de k[G], isomorphe à Mω et soit x 7→ ux un
G-isomorphisme Mω → V . Dé�nissons f ∈ M∗

ω via f(x) := ux(1), pour x ∈ Mω. Alors, pour
g ∈ G et x ∈Mω, on a φ(f ⊗x)(g) = f(gx) = ugx(1) = (g ·ux)(1) = ux(g). On en déduit que
φ(f ⊗Mω) = V . Puisque φ(M∗

ω ⊗Mω) ⊂ k[G](ω), le premier point ci-dessus entraîne que

φ(M∗
ω ⊗Mω) = k[G](ω).

Ceci implique la surjectivité de φ, puisqu'on a (par [10], Theorem 27.3.6, (ii)) la décomposi-
tion en composante isotypiques

k[G] =
⊕
ω∈Ĝ

k[G](ω).

Fixons temporairement ω ∈ Ĝ et posons M := Mω. Si V est un sous-module de M , son
orthogonal (au sens de la dualité) est un sous-module de M∗ ; donc M∗ est un G-module
simple. Nous prétendons que M∗⊗M est un G2-module simple. Pour le voir, notons σ (resp.
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σ′) la représentation de G sur M (resp. sur M∗). Notons aussi θ la représentation de G2

sur M∗ ⊗M . Par le théorème de Burnside (voir [10], Theorem 10.8.11), la sous-algèbre de
End (M) (resp. de End (M∗)) engendrée par σ(G) (resp. par σ′(G))) est égale à End (M)
(resp. à End (M∗)). Puisque End (M∗ ⊗M) ' End (M) ⊗ End (M∗), on en déduit que la
sous-algèbre de End (M∗ ⊗M) engendrée par θ(G2) est égale à End (M∗ ⊗M). Ceci montre
que le G2-module M∗ ⊗M est simple.

En�n, si φ n'était pas injective, comme on a k[G] =
⊕

ω k[G](ω), on aurait que φω :
M∗

ω⊗Mω → k[G](ω) ne serait pas injective pour un certain ω et, comme M∗
ω⊗Mω est simple,

ceci entraînerait que φω = 0 et donc que k[G](ω) = φ(M∗
ω ⊗Mω) = 0, ce qui contredirait le

premier point.

Démonstration. (du théorème de Borel-Weil)
Considérons le �bré en droites L := Lλ, ainsi que son changement de base via G→ G/B :

G× C−λ //

π̂
��

A

G×B C−λ
π

��
G // G/B

On note L̂ = (G×C−λ
π̂
� G) le �bré résultant (c'est le �bré en droites trivial sur G). On va

comparer les sections de L et de L̂. On voit immédiatement que

Γ(G, L̂) = {σ : G→ G× C−λ ; π̂ ◦ σ = idG}

= {σ : G→ G× C−λ ; ∃f : G→ C−λ ; σ(g) = (g, f(g))} ' C[G]⊗ C−λ.
On a une action canonique de B sur C[G] donnée par (b · f)(g) = f(gb) et en considérant
l'action diagonale, on obtient une action de B sur C[G] ⊗ C−λ. Puisque C[G] ⊗ C−λ est
naturellement isomorphe à C[G], on obtient une nouvelle B-action sur C[G] donnée par

(b · f)(g) := λ(g)−1f(gb). (1)

Cette action fait de Γ(G, L̂) un B-module.
Ensuite, les sections de L sont de la forme σ(gB) = [g, f(g)] pour une fonction régulière
f : G→ C−λ. Pour que σ soit bien dé�nie, on doit avoir pour tout g ∈ G et tout b ∈ B,

[g, f(g)] = σ(gB) = σ((gb)B) = [gb, f(gb)] = [g, λ(b)−1f(gb)]

et donc, f doit véri�er f(g) = λ(b)−1f(gb) pour tout (g, b) ∈ G × B. On obtient alors un
isomorphisme de G-modules

Γ(G/B,L) ' Γ(G, L̂)B.

Il reste donc à montrer que Γ(G, L̂)B ' V (λ)∗.
Pour ceci, on remarque que C[G] ⊗ C−λ possède une action diagonale de G × B, dans

laquelle on oublie l'action de G lorsque l'on fait agir le produit sur C−λ et l'action sur la
premier facteur est la restriction à G × B de l'action de G × G sur C[G]. Puisqu'on a un
isomorphisme de G-modules Γ(G, L̂) ' C[G] ⊗ C−λ (où g ∈ G agit comme (g, 1) sur C[G] :
(g · f)(x) = f(g−1x)) et que cette action de G sur C[G] ⊗ C−λ commute à l'action de B
donnée par (1), on obtient, grâce au Lemme 2, un isomorphisme de G-modules

Γ(G, L̂)B ' (C[G]⊗ C−λ)B ' (M⊗ C−λ)B =
⊕

µ∈X(T )+

(V (µ)∗ ⊗ V (µ)⊗ C−λ)B.
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De plus, vu l'action de B sur C[G]⊗C−λ, l'action restreinte sur V (µ)∗ ⊗ V (µ)⊗C−λ se fait
sur les deux dernièrs facteurs, d'où

Γ(G, L̂)B '
⊕

µ∈X(T )+

V (µ)∗ ⊗ (V (µ)⊗ C−λ)B.

Ensuite, pour µ ∈ X(T )+, en raisonnant sur g = h⊕
⊕

α∈Φ gα, on voit que si l'on considère
un vecteur primitif vµ ∈ V (µ) de plus haut poids µ, alors V (µ) = G 〈vµ〉 et V (µ) possède
une unique droite B-stable (qui est C 〈vµ〉) sur laquelle B agit comme T : via µ(t). Ainsi, si
v ⊗ z ∈ (V (µ) ⊗ C−λ)B alors la droite C 〈v〉 doit être B-stable, donc est égale à C 〈vµ〉 et
donc

(V (µ)⊗ C−λ)B = (Cµ ⊗ C−λ)B = (Cµ ⊗ C−λ)T .

En�n, comme T agit sur Cµ⊗C−λ par t · (z⊗ z′) = (µ(t)z)⊗ (λ(t)−1z′) = µ(t)λ(t)−1(z⊗ z′),
l'espace Cµ⊗C−λ ne peut avoir de T -invariants que si µ = λ, auquel cas on a (Cλ⊗C−λ)T '
C1. On obtient donc �nalement un isomorphisme de G-modules

Γ(G/B,L) ' Γ(G, L̂)B '
⊕

µ∈X(T )+

(V (µ)∗ ⊗ V (µ)⊗ C−λ)B '
⊕

µ∈X(T )+

V (µ)∗ ⊗ (V (µ)⊗ C−λ)B

=
⊕

µ∈X(T )+

V (µ)∗ ⊗ (Cµ ⊗ C−λ)T = V (λ)∗ ⊗ C = V (λ)∗,

d'où le résultat.

0.3 Extension à la cohomologie supérieure : la générali-

sation de Bott

Dans la suite, pour un B-moduleM de dimension �nie, on désignera abusivement parMP

le �bré en droites P ×BM → P/B pour un sous-groupe parabolique standard P . On notera
également Hp(P/B,M) = Hp(P/B,MP ) la cohomologie du faisceau inversible associé au
�bré MP (on confond allègrement faisceaux localement libres de rang �ni et �bré vectoriels).
On notera également BS le sous-groupe de Borel de SL2(C) formé des matrices triangulaires
supérieures.

Lemme 3. Soient α ∈ Π une racine simple et µ ∈ X(T ) un poids entier. Soit aussi Pα :=
〈ṡα, B〉 le sous-groupe parabolique standard minimal associé à α. On sait (voir [4], Lemme
2.3.32) que l'on a un isomorphisme de variété projectives ϕ : Pα/B

∼→ SL2(C)/BS
∼→ CP1 =:

P1. Alors, on a
ϕ∗(CPα

µ ) ' OP1(−µ(α∨)).

Démonstration. On rappelle que pour identi�er Pα/B et SL2/BS, on choisit un sl2-triplet
(eα, fα, hα) dans g est on condière l'inclusion sl2 ↪→ g. Cette injection donne un plongement
ι : SL2 ↪→ G et comme ṡα ∈ im (ι), on a Pα = ι(SL2)B. On obtient alors

Pα /B = ι(SL2)B /B ' ι(SL2)
/
ι(SL2) ∩B ' SL2

/
BS

.
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Sous cette identi�cation, le poids µ est envoyé sur un poids de SL2, encore noté µ, la racine α
est envoyée sur la racine simple de SL2 et CPα

µ est envoyé sur CSL2
µ =: Cµ, avec des notations

évidentes. Il su�t donc de regarder le cas de SL2. On a l'isomorphisme de variétés

ψ : SL2
/
BS

→ P1[(
a b
c d

)]
7→ [a : c]

Il s'agit donc de montrer que
ψ∗(Cµ) = OP1(−µ(α∨)).

Rappelons que l'on a

Γ(P1, ψ∗(Cµ)) = Γ(SL2, ψ̃∗(Cµ))BS = {f : SL2 → Cµ ; f(gb) = µ(b)−1f(g), ∀g ∈ SL2, ∀b ∈ BS}

On va s'intéresser aux section de ψ∗(Cµ) (vu comme �bré en droites) sur les ouverts a�nes
standard Uj = {xj 6= 0} = D+(Xj) (j = 0, 1) de P1. Soit donc σ ∈ Γ(U0, ψ∗(Cµ)) =

Γ(π−1(U0), ψ̃∗(Cµ))BS où l'on a posé π : SL2 � SL2/BS
ψ→ P1. La section σ s'identi�e donc

à une fonction f : π−1(U0)→ Cµ telle que

f

(
a b
c d

)
= f

((
1 0

ca−1 1

)(
a b
0 a−1

))
= µ

(
a b
0 a−1

)−1

f

(
1 0

ca−1 1

)
La coracine α∨ est envoyé dans SL2 sur la coracine

α∨ : C× → TS

c 7→
(
c 0
0 c−1

)
et dans ce cas, µ ◦ α∨ : C× → C× est une puissance, disons x 7→ xk et on a k = µ(α∨) ∈ Z.
On obtient alors

f

(
a b
c d

)
= a−kf

(
1 0

ca−1 1

)
Ceci signi�e qu'en voyant f comme étant dé�nie sur U0, on a

f([a : c]) = a−kf([1 : c/a]),

soit encore
f([ax : ay]) = a−kf([x : y]).

On peut faire la même chose sur U1 et obtenir le même résultat. Or, on sait qu'il existe un
entier d ∈ Z tel que ψ∗(Cµ) ' OP1(d) et, sur Uj, une section de OP1(d) est un quotient d'un
polynôme homogène par une puissance de Xj, de degré total d. Par la formule ci-dessus, le
degré total ici ne peut être que d = −k, soit

ψ∗(Cµ) = OP1(−µ(α∨)).

Lemme 4. Soient α ∈ Π une racine simple, Pα le sous-groupe parabolique standard associé,
M un Pα-module et µ ∈ X(T ) un poids entier tel que µ(α∨) = 1. Alors, on a

∀i ≥ 0, H i(G/B,M ⊗ Cµ) = 0.
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Démonstration. Nous allons utiliser la suite spectrale de Leray. On commence par faire la
remarque générale suivante :

Si ξ est un �bré vectoriel algébrique sur une variété projective X et si η = (X ×F
pr1
� X)

est un �bré trivial, alors on a

∀i ≥ 0, H i(X, η ⊗ ξ) ' F ⊗H i(X, ξ).

Maintenant, puisque M est un Pα-module par hypothèse, l'isomorphisme

Pα ×B M → Pα/B ×M
[pB,m] 7→ (pB, pm)

induit un isomorphisme de �brés vectoriels entre MPα et le �bré trivial de �bre M . Par le
remarque précédente, ceci entraîne

∀q ≥ 0, Hq(Pα/B,M ⊗ Cµ) 'M ⊗Hq(Pα/B,Cµ).

De plus, par le Lemme 3, Pα/B s'identi�e à P1 et, sous cette identi�cation, le �bré Cµ = CPα
µ

est envoyé sur OP1(−µ(α∨)) et on obtient, avec [5], III, Theorem 5.1,

∀q ≥ 0, Hq(Pα/B,Cµ) ' Hq(P1,OP1(−µ(α∨))) = Hq(P1,OP1(−1)) = 0.

Ainsi, on a
∀q ≥ 0, Hq(Pα/B,M ⊗ Cµ) = 0.

Ceci étant, on a un �bré Pα/B
ι
↪→ G/B

f
� G/Pα et en considérant le faisceau F :=

ι∗(Cµ ⊗M) = ι∗(CPα
µ ⊗MPα) sur G/B, on a la suite spectrale de Leray

Ep,q
2 = Hp(G/Pα, R

qf∗F) =⇒ Hp+q(G/B,F)
def
= Hp+q(G/B,M ⊗ Cµ).

Or, on a que Rqf∗F est le faisceau constant

Rqf∗F = Rq(fι)∗(Cµ ⊗M) = RqΓ(Pα/B,Cµ ⊗M) = Hq(Pα/B,Cµ ⊗M) = 0.

Ainsi, on a
∀p, q ≥ 0, Ep,q

2 = 0.

On obtient donc le résultat par convergence.

On dé�nit l'action ? du groupe de Weyl W sur h∗ de la façon suivante

∀w ∈ W, ∀λ ∈ h∗, w ? λ := w(λ+ ρ)− ρ,

où ρ est la demi-somme des racines positives, qui se trouve être aussi la somme des poids
fondamentaux ωα :

ρ :=
1

2

∑
β∈Φ+

β =
∑
α∈Π

ωα.

On a alors l'important résultat suivant :

Proposition 5. Soit µ ∈ X(T ) un poids entier. S'il existe une racine simple α ∈ Π telle que
µ(α∨) ≥ −1, alors on a

∀p ≥ 0, Hp(G/B,Lµ) ' Hp+1(G/B,Lsα?µ).

9



Démonstration. Commençons par supposer que µ(α∨) ≥ 0. Considérons le �bré en droites
Lµ+ρ sur Pα/B, ainsi que H := H0(Pα/B,Lµ+ρ). Rappelons que si ι : SL2 → G est le
plongement relatif à un sl2-triplet associé à α, alors d'après [9], Proposition 8.1.1, il existe un
sous-groupe connexe Uα de Pα, d'algèbre de Lie uα =

⊕
β∈Φ+\{α} gβ et c'est un sous-groupe de

B par [9], Corollary 8.1.3. De plus, on a Pα = 〈ι(SL2), B〉 et si l'on pose Mα := 〈ι(SL2), T 〉,
alors on a un produit semi-direct Pα = Uα o Mα (voir [4], Proposition 2.3.21). En fait,
d'après [9], Theorem 8.4.3, on a Uα = Ru(Pα), de telle sorte que le groupe Mα ' Pα/Uα est
réductif.

Ensuite, l'action de Pα sur H est donnée par (p · σ)(p′B) = pσ(p−1p′B). Or, on peut
identi�er H avec l'ensemble des fonctions régulières τ : Pα → C telles que τ(pb) = (µ +
ρ)(b)τ(p) pour tous p ∈ Pα, b ∈ B et Pα agit sur τ par (p · τ)(p′) = τ(p−1p′). Si p ∈ Pα et
u ∈ Uα E Pα, alors p−1u−1p ∈ Uα ≤ B et on a

(u · τ)(p) = τ(u−1p) = τ(p(p−1u−1p)) = (µ+ ρ)(u)−1τ(p) = τ(p),

donc u · τ = τ et l'action de Uα sur H est donc triviale.
En considérant le �bré Lµ+ρ sur le groupe réductif Mα et Vα(µ+ ρ)∗ le module simple de

plus haut poids µ + ρ de Mα, le Théorème 1 de Borel-Weil assure qu'on a un isomorphisme
de Mα-modules

H ' Vα(µ+ ρ)∗.

Ainsi, en tant que T -modules, on a une décomposition en sous-espaces de poids

H ' Vα(µ+ ρ)∗ =

(µ+ρ)(α∨)⊕
j=0

Cjα−(µ+ρ).

On en tire que la projection H → C−(µ+ρ) est un morphisme de B-modules et en notant K
son noyau, on obtient une suite exacte courte de B-modules

0 // K //H // C−(µ+ρ)
// 0 .

Puisque le B-module Cρ est projectif, on peut tensoriser par ce dernier pour obtenir une
nouvelle suite exacte

0 // K ⊗ Cρ
//H⊗ Cρ

// C−µ // 0 .

La suite exacte longue induite en cohomologie s'écrit

...

��
Hp(G/B,H⊗ Cρ) // Hp(G/B,C−µ) // Hp+1(G/B,K ⊗ Cρ) // Hp+1(G/B,H⊗ Cρ)

��
...

D'après le Lemme 4, on a
∀p ≥ 0, Hp(G/B,H⊗ Cρ) = 0

et donc
∀p ≥ 0, Hp(G/B,Lµ)

def
= Hp(G/B,C−µ) ' Hp+1(G/B,K ⊗ Cρ). (2)
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Ensuite, considérons l'inclusion de B-modules C−sα(µ+ρ) → K, M son conoyau et la suite
exacte courte qui en résulte

0 // C−sα(µ+ρ)
// K //M // 0 .

On tensorise encore par Cρ pour obtenir une suite exacte

0 // C−sα?µ // K ⊗ Cρ
//M ⊗ Cρ

// 0 .

En passant à nouveau à la suite exacte longue de cohomologie :

...

��
Hp−1(G/B,M ⊗ Cρ) // Hp(G/B,C−sα?µ) // Hp(G/B,K ⊗ Cρ) // Hp(G/B,M ⊗ Cρ)

��
...

Or, en tant de B-module, on a

M '
(µ+ρ)(α∨)−1⊕

j=1

Cjα−(µ+ρ).

On peut donc considérer M comme un Pα-module et alors le Lemme 4 en traîne

∀p ≥ 0, Hp(G/B,M ⊗ Cρ) = 0

et donc

∀p ≥ 1, Hp(G/B,Lsα?µ)
def
= Hp(G/B,C−sα?µ) ' Hp(G/B,K ⊗ Cρ). (3)

En combinant (2) et (3), on obtient alors

∀p ≥ 0, Hp(G/B,Lµ) ' Hp+1(G/B,K ⊗ Cρ) ' Hp+1(G/B,Lsα?µ).

Ceci termine la preuve de la proposition dans le cas µ(α∨) ≥ 0.
Si µ(α∨) = −1, alors on a sα ?µ = sα(µ+ρ)−ρ = sα(µ)−α = µ et la proposition revient

à prouver que
∀p ≥ 0, Hp(G/B,Lµ) = 0.

Mais, dans ce cas on a K = 0 et H = C−(µ+ρ), donc H ⊗ Cρ = C−µ et comme H est un
Pα-module, on a, par le Lemme 4,

∀p ≥ 0, Hp(G/B,Lµ)
def
= Hp(G/B,C−µ) = Hp(G/B,H⊗ Cρ) = 0,

ce qui achève la preuve.

Corollaire 6. Soient w ∈ W et µ ∈ X(T )+ un poids entier dominant. Alors, on a des
isomorphismes de G-modules

∀p ∈ Z, Hp(G/B,Lµ) ' Hp+`(w)(G/B,Lw?µ).

11



Démonstration. On procède par récurrence sur la longeur `(w) de w. Si `(w) = 1, alors
w = sα pour une racine simple α ∈ Π et on conclut avec la Proposition 5. Supposons le
résultat vrai pour tout v ∈ W tel que `(v) < `(w). Écrivons w = sαv, avec `(v) < `(w) et
α ∈ Π. Par hypothèse de récurrence, on a

∀p ∈ Z, Hp(G/B,Lµ) ' Hp+`(v)(G/B,Lv?µ).

Maintenant, on a (v ? µ)(α∨) = v(µ + ρ)(α∨)− ρ(α∨) = (µ + ρ)(v−1α∨)− 1 ≥ −1 car µ + ρ
est dominant et v−1α∨ est une coracine positive. En appliquant la Proposition 5, on obtient
alors

∀p ∈ Z, Hp(G/B,Lµ) ' Hp+`(v)(G/B,Lv?µ)

' Hp+`(v)+1(G/B,Lsα?(v?µ)) = Hp+`(w)(G/B,Lw?µ).

Nous pouvons maintenant prouver le

Théorème 7. (Borel-Weil-Bott, [7], Theorem 7)
Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, G un groupe réductif connexe
sur k, B un sous-groupe de Borel de G, T un tore maximal contenu dans B, λ ∈ X(T )+

un poids entier dominant et w ∈ W un élément du groupe de Weyl. Si l'on note Lw?λ :=
(G×B k−w?λ

π→ G/B) le �bré en droites associé à w ?λ et V (λ) la représentation irréductible
de plus haut poids λ de G, alors on a des isomorphismes de représentations

∀p ∈ N, Hp(G/B,Lw?λ) '
{
V (λ)∗ si p = `(w)

0 si p 6= `(w)

Démonstration. Par le Corollaire 6, on a

∀p ∈ Z, Hp(G/B,Lw?λ) ' Hp−`(w)(G/B,Lλ).

Nous prétendons que
∀i 6= 0, H i(G/B,Lλ) = 0.

Ceci est vrai par convention si i < 0. Soit ensuite w0 ∈ W l'élément de plus grande longueur,
de telle sorte que `(w0) = |Φ+| = dim(G/B) (cette dernière égalité peut se voir comme
conséquence de la décomposition de Bruhat de G/B). D'après le Corollaire 6 et le théorème
de dimension cohomologique de Grothendieck (voir [5], III, Theorem 2.7), on obtient

∀i > 0, H i(G/B,Lλ) ' H i+dim(G/B)(G/B,Lw0?λ) = 0,

comme souhaité. Ainsi, on a obtenu

Hp(G/B,Lw?λ) = δp,`(w)H
0(G/B,Lλ) ' δp,`(w)V (λ)∗,

ce dernier G-isomorphisme provenant du Théorème 1 de Borel-Weil. On peut recopier les
preuves précédentes mutatis mutandis dans le cas où G est dé�ni sur un corps algébriquement
clos k de caractéristique zéro et ceci termine de démontrer le théorème.
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Remarque 8. On peut même montrer que, si µ /∈ W ? (X(T )+) n'est pas image par W d'un
poids entier dominant, alors on a

∀p ≥ 0, Hp(G/B,Lµ) = 0.

Exemple 9. Prenons G = SL2(C), de sous-groupe de Borel B = BS formé des matrices
triangulaires supérieures de G et de tore maximal T formé des matrices diagonales de G.
Notons α la seule racine simple de G. Un poids entier dominant λ ∈ X(T )+ s'écrit

λ

(
a 0
0 a−1

)
= an, n = λ(α∨) ∈ N.

Donc les représentations irréductibles de G sont en bijection avec N. De plus, la variété de
drapeaux SL2/B est isomorphe à P1. Le théorème de Borel-Weil donne dans ce cas

V ∗n := V (λ)∗ ' Γ(G/B,Lλ) = Γ(SL2/B,C−λ) ' Γ(P1,OP1(λ(α∨)) = Γ(P1,OP1(n)) = C[Y,X]n,

ce dernier espace étant formé des polynômes homogènes de degré n en X et Y . On obtient
en particulier que dim(Vn) = n+ 1. De plus, en inspectant l'action de T sur Vn, on voit que
les vecteurs de poids sont les X iY n−i, 0 ≤ i ≤ n et que leurs poids sont les 2i− n. En fait, si
l'on considère de façon standard V s

n = C[X, Y ]n comme un sl2(C)-modules irréductible, avec
action donnée par

e =

(
0 1
0 0

)
= X∂Y , f =

(
0 0
1 0

)
= Y ∂X , h =

(
1 0
0 −1

)
= X∂X − Y ∂Y ,

alors on a 
e(X iY n−i) = iX i−1Y n−i+1

f(X iY n−i) = (n− i)X i+1Y n−i−1

h(X iY n−i) = (2i− n)X iY n−i

Ceci montre qu'en notant Rs la représentation standard de sl2(C) sur C2, on a

V s
n ' Symn(Rs).

On a donc aussi, en tant que représentations de SL2,

Vn ' Symn(R),

où R est la représentation standard de SL2 sur C2.

0.4 Applications : le théorème de Kostant et la formule

du caractère de Weyl

Nous allons appliquer ici le théorème de Borel-Weil-Bott à la cohomologie des algèbres
de Lie à coe�cients dans un module de plus haut poids, puis nous en déduirons la formule
du caractère de Weyl et la formule de dimension associée. On utilise les même notations que
précédemment, à ceci près que l'on suppose désormais G semi-simple et simplement connexe.
L'algèbre de Lie g est donc complexe semi-simple.

Commençons par quelques rappels sur la cohomologie des algèbres de Lie.
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Dé�nition 10. ( [11], De�nition 7.2.2)
Soient g une algèbre de Lie de dimension �nie sur un corps algébriquement clos de caracté-
ristique zéro k et V un g-module. On pose

V g := {v ∈ V ; ∀x ∈ g, xv = 0}.

On obtient ainsi un foncteur exact à gauche (−)g : g−Mod→ k −Mod. On dé�nit alors

∀i ≥ 0, H i(g, V ) := Ri(−)g(V ).

Remarque 11. 1. En considérant l'algèbre enveloppante U(g) de g, on a une équivalence
de catégories ( [11], Theorem 7.3.3)

U(g)−Mod ' g−Mod

et, en considérant k comme le g-module trivial, on a

V g = Hom g(k, V ) = Hom U(g)(k, V )

et donc
H∗(g, V ) = Ext ∗U(g)(k, V ).

2. On peut faire de même avec les coinvariants Vg = V/gV et on peut alors considérer

H∗(g, V ) := L∗(−)g(V ) = L∗(k ⊗U(g) −)(V ) = Tor U(g)
∗ (k, V ).

Avant d'énoncer le théorème de Kostant, donnons un résultat important qui nous sera
utile

Théorème 12. (Chevalley-Eilenberg, [11], Corollary 7.7.3)
Pour un g-module V , considérons le complexe de cochaînes Hom k(Λ

∗g, V ), dont la di�éren-
tielle δn : Hom k(Λ

ng, V )→ Hom k(Λ
n+1g, V ) est donnée par

(δnf)(x1 ∧ · · · ∧ xn+1)

=
n+1∑
i=1

(−1)i+1xif(x1∧· · ·∧x̂i∧· · ·∧xn+1)+
∑
i<j

(−1)i+jf([xixj]∧x1∧· · ·∧x̂i∧· · ·∧x̂j∧· · ·∧xn+1).

Alors, ce complexe calcule la cohomologie de g à coe�cients dans V : on a

H∗(g, V ) = H∗(Hom k(Λ
∗g, V ), δ).

Rappelons que siM est un P -module, avec P un sous-groupe parabolique, on peut former
le �bré vectoriel L(M) := (G×P M → G/P ). Donnons encore un lemme

Lemme 13. ( [8], Exercise 8.3E (4))
Soient P un sous-groupe parabolique de G, d'algèbre de Lie p, u le radical nilpotent de p et l
un facteur de Levi de p (i.e. une sous-algèbre réductive de g telle que p = l⊕ u : ceci existe,
voir [10], Theorem 29.5.7). Si M est un P -module rationnel de dimension �nie, alors on a
un isomorphisme de G-modules

Hp(G/P,L(M)) '
⊕

µ∈X(T )+

V (µ)∗ ⊗Hp(u, V (µ)⊗M)l.
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En particulier, si P = B, alors p = b et u = n =
⊕

α>0 gα et l = h, donc, pour tout B-module
M on a

Hp(G/B,L(M)) '
⊕

µ∈X(T )+

V (µ)∗ ⊗Hp(n, V (µ)⊗M)h.

Démonstration. Considérons les foncteurs

F := Γ(G/P,L(−)) : P −Mod
L→ VectC(G/P )

Γ→ G−Mod

ainsi que

G(µ) : P−Mod→ p−Mod
V (µ)⊗−→ u−Mod

Hom u(C,−)→ l−Mod
(−)l→ Ab

V (µ)∗⊗−→ g−Mod
exp→ G−Mod,

et
G =

⊕
µ∈X(T )+

G(µ) =
⊕
µ

V (µ)∗ ⊗ Hom u(C, V (µ)⊗−)l.

Alors, F et G sont deux foncteurs exacts à gauche P − Mod → G − Mod, donc leurs
foncteurs dérivés sont des ∂-foncteurs universels et pour montrer qu'ils sont isomorphes, il
su�t de montrer que R0F (M) = R0G(M) pour tout M ∈ P −Mod. Or, d'après le Lemme
2 et la preuve du Théorème 1, on a

F (M) = Γ(G/P,L(M)) = Γ(G, L̂(M))p = (C[G]⊗M)p =

 ⊕
µ∈X(T )+

V (µ)∗ ⊗ V (µ)⊗M

p

=
⊕
µ

(V (µ)∗ ⊗ V (µ)⊗M)p = V (µ)∗ ⊗ (V (µ)⊗M)p

=
⊕
µ

V (µ)∗ ⊗ ((V (µ)⊗M)u)l =
⊕
µ

V (µ)∗ ⊗ Hom u(C, V (µ)⊗M)l = G(M),

d'où le résultat.

Théorème 14. (Kostant, [8], Exercise 8.3E (6))
Soient g une algèbre de Lie complexe semi-simple, h une sous-algèbre de Cartan, avec la
décomposition g = h ⊕

⊕
α∈Φ gα et n :=

⊕
α∈Φ+ gα. Soient encore λ ∈ h∗ un poids entier

dominant et V (λ) une représentation irréductible de plus haut poids λ de g. Alors, on a

∀p ≥ 0, Hp(n, V (λ)) =
⊕

w∈W ; `(w)=p

Cw?λ.

Démonstration. Commençons par remarquer que pour µ ∈ X(T ) et un b-module M de

dimension 1, tel que le n agisse trivialement surM , on a V (µ)⊗M n' V (µ), doncHp(n, V (µ)⊗
M) ' Hp(n, V (µ)) ' Hp(n, V (µ)) ⊗M et si l'on considère que h agit par restriction sur M
et sur Hp(n, V (µ)⊗M), alors on a un isomorphisme de h-modules

Hp(n, V (µ)⊗M) ' Hp(n, V (µ))⊗M.

15



Maintenant, en tant que h-modules, on a une décomposition en sous-espaces de poids

Hp(n, V (λ)) =
⊕
ν∈h∗

Hν =
⊕
ν∈W

Hν =
⊕
ν∈W

Cν ,

où Hν = {x ∈ Hp(n, V (λ)) ; hx = µ(h)x} etW = {ν ∈ h∗ ; Hν 6= 0} est l'ensemble des poids
du h-module Hp(n, V (λ)). Il s'agit donc de montrer que W = {w ? λ, w ∈ W ; `(w) = p}.
Soit donc ν0 ∈ W . Par ce qui précède avec M = C−ν0 , on a

C = (Cν0 ⊗ C−ν0)h =

(⊕
ν∈W

Cν ⊗ C−ν0

)h

= (Hp(n, V (λ))⊗ C−ν0)h = Hp(n, V (λ)⊗ C−ν0)h

et par le Lemme 13, on en tire que

0 6= V (λ)∗ ⊗Hp(n, V (λ)⊗ C−ν0)h ⊂ Hp(G/B,Lν0).

Par la remarque 8, ceci entraîne que ν0 = w̃ ? µ0 pour un µ0 ∈ X(T )+. Par le Théorème de
Borel-Weil-Bott, ceci entraîne que `(w̃) = p et alors

V (λ)∗ ⊂ Hp(G/B,Lw̃?µ0) ' V (µ0)∗

donc µ0 = λ et alors ν0 ∈ W ?λ et donc W ⊆ {w ? λ, `(w) = p}. Réciproquement, si w ∈ W
tel que `(w) = p, montrons que w ? λ ∈ W . Par le Théorème de Borel-Weil-Bott, on a

V (λ)∗ = Hp(G/B,Lw?λ) =
⊕

µ∈X(T )+

V (µ)∗ ⊗Hp(n, V (µ)⊗ C−w?λ)h,

donc

C = Hp(n, V (λ)⊗ C−w?λ)h = (Hp(n, V (λ))⊗ C−w?λ)h =
⊕
ν∈W

(Cν ⊗ C−w?λ)h

et Cν⊗C−w?λ ne peut avoir de h-invariants que si ν = w?λ. Par conséquent, w?λ ∈ W .

Nous pouvons maintenant étudier les caractères. Avec les même notations que ci-dessus
(G un groupe algébrique semi-simple complexe simplement connexe, d'algèbre de Lie g, etc),
considérons le réseau de poids Λ de g, i.e. l'ensemble des poids entier, qui s'identi�e à X(T )
et formons le groupe abélien libre Z[λ]. Pour λ ∈ Λ, on note eλ ∈ Z[Λ] l'élément de base
correspondant à λ. On dé�nit une multiplication sur Z[Λ] par eλeµ = eλ+µ et convenons que
e0 = 1. Pour une représentation V de g, on a la décomposition en sous-espaces de poids
V =

⊕
λ∈Λ Vλ et on pose

ch(V ) :=
∑
λ∈Λ

(dimVλ)e
λ.

Ceci est le caractère formel de V . Si on dé�nit R(g) := K0(g −Mod) comme le groupe de
Grothendieck des représentations de g, avec multiplication donnée par le produit tensoriel,
alors on obtient un morphisme d'anneaux (voir [3], �23.2) :

ch : R(g)→ Z[Λ].

Si ρ : G → GL(V ) est une représentation rationnelle de G, alors on a une représentation
dρ : g→ gl(V ) et on a alors

∀x ∈ g, tr(ρ(ex)) = tr(edρ(x)) =
∑
λ∈Λ

(dimVλ)e
λ(x).

Ceci justi�e le terme de "caractère". La formule de Weyl permet de calculer explicitement le
caractère d'une représentation irréductible de plus haut poids λ ∈ X(T )+. On a
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Théorème 15. (Formule du caractère de Weyl, [12])
Soient g une algèbre de Lie semi-simple complexe et V (λ) une représentation irréductible de
g, de plus haut poids λ, entier dominant. Alors on a

ch(V (λ)) =
Aλ+ρ

Aρ
=

∑
w∈W ε(w)ew?λ∑
w∈W ε(w)ew?0

=

∑
w∈W ε(w)ew(λ+ρ)−ρ∑
w∈W ε(w)ew(ρ)−ρ ,

où Aµ :=
∑

w∈W ε(w)ew(µ).

Démonstration. Considérons b = h ⊕ n une sous-algèbre de Borel de g, V := V (λ) et com-
mençons par remarquer que, si l'on reprend le complexe (Hom (Λ∗n, V ), δ) du théorème 12,
et Bn := im δn−1 et Zn := ker δn, alors Hn(n, V ) = Zn/Bn, donc

ch(Hn(n, V )) = ch(Zn)− ch(Bn) (4)

Ensuite, puisqu'on a la suite exacte courte 0→ Zn → Hom (Λnn, V )
δn→ Bn+1 → 0, il vient

ch(Hom (Λnn, V )) = ch(Bn+1) + ch(Zn) (5)

On déduit de (4) (5) que∑
p

(−1)pch(Hp(n, V )) =
∑
p

(−1)pch(Hom (Λpn, V )).

Ensuite, puisqu'on a Hom (Λnn, V ) ' (Λnn)∗ ⊗ V , il vient même∑
p

(−1)pch(Hp(n, V )) =
∑
p

(−1)pch((Λpn)∗)ch(V ). (6)

D'un côté, d'après le Théorème de Kostant, on a

Hp(n, V ) =
⊕

w∈W ; `(w)=p

Cw?λ,

de telle sorte que
ch(Hp(n, V )) =

∑
w∈W ; `(w)=p

ew?λ,

d'où ∑
p

(−1)pch(Hp(n, V )) =
∑
w∈W

(−1)`(w)ew?λ =
∑
w∈W

ε(w)ew?λ.

D'un autre côté, l'équation (6) évaluée en λ = 0 donne∑
p

(−1)pch((Λpn)∗) =
∑
p

(−1)pch(Hp(n,C)) =
∑
w∈W

ε(w)ew?0,

cette dernière égalité provenant du Théorème de Kostant. Finalement, on obtient(∑
w∈W

ε(w)ew?0

)
ch(V ) =

∑
w∈W

ε(w)ew?λ.
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On peut en�n en déduire la formule de la dimension de Weyl. Mais avant, donnons la
formule du dénominateur

Lemme 16. (Formule du dénominateur de Weyl, [3], Lemma 24.3)
Avec les même notations que ci-dessus, on a

Aρ
def
=
∑
w∈W

ε(w)ew(ρ) =
∏
α∈Φ+

(e
α
2 − e−

α
2 ) = eρ

∏
α∈Φ+

(1− e−α) = e−ρ
∏
α∈Φ+

(eα − 1).

Démonstration. Puisque ρ = 1
2

∑
α∈Φ+ α, on a eρ =

∏
α∈Φ+ e

α
2 et donc l'égalité entre les trois

derniers membres de droite de la formule du lemme est évidente.
Posons

A :=
∏
α∈Φ+

(eα/2 − e−α/2) = eρ
∏
α

(1− e−α) = e−ρ
∏
α

(eα − 1).

Si sα ∈ W est une ré�exion simple, alors on a sα(A) = −A et on en tire que

∀w ∈ W, w(A) = ε(w)A.

De même, on a sα(Aρ) = −Aρ, donc en calculant formellement l'inverse de A :

1

A
= e−ρ

∏
α

(1− e−α)−1 = e−ρ
∏
α

∞∑
n=0

e−nα,

on voit que Aρ/A est une somme formelle (in�nie)
∑
mµe

µ, invariante parW . De plus, comme
le plus haut poids de A est ρ, de même que Aρ, le quotient Aρ/A doit être de poids 0. Il
s'ensuit que Aρ/A est constant, donc vaut 1 puisque A et Aρ ont même terme dominant.

Théorème 17. (Formule de la dimension de Weyl, [3], Corollary 24.6)
Soient g une algèbre de Lie semi-simple complexe et λ un poids entier dominant de g. Alors,
on a

dimV (λ) =
∏
α∈Φ+

〈λ+ ρ, α〉
〈ρ, α〉

.

Démonstration. Considérons l'anneau des séries formelle C[[t]], ainsi que le morphisme d'aug-
mentation

ε : C[[t]] → C
f(t) 7→ f(0)

Considérons également, pour µ ∈ Λ, le morphisme

Ψµ : Z[Λ] → C[[t]]
eα 7→ e〈µ,α〉t

et soit en�n Ψ := Ψρ. Alors, on a

dimV (λ) = ε ◦Ψ(ch(V (λ)).

Par W -invariance de 〈·, ·〉, on a pour tout µ ∈ Λ,

Ψ(Aµ) =
∑
w∈W

ε(w)e〈ρ,w(µ)〉t =
∑
w∈W

ε(w)e〈w−1(ρ),µ〉t =
∑
w∈W

ε(w)e〈w(ρ),µ〉t = Ψµ(Aρ)
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et, par la formule du dénominateur 16, il vient alors

Ψ(Aµ) = Ψµ(Aρ) =
∏
α∈Φ+

(
e
〈µ,α〉t

2 − e−
〈µ,α〉t

2

)

=

( ∏
α∈Φ+

〈µ, α〉

)
t|Φ

+| + termes de plus haut degré en t.

On en tire, via la formule du caractère

Ψ(ch(V (λ))) = Ψ

(
Aλ+ρ

Aρ

)
=

Ψ(Aλ+ρ)

Ψ(Aρ)
=
∏
α∈Φ+

〈λ+ ρ, α〉
〈ρ, α〉

+ termes de degré positif en t,

d'où le résultat.

Remarque 18. En vertu du Théorème de Borel-Weil-Bott, on a

dimV (λ) = dimH0(G/B,Lλ) = χ(G/B,Lλ)

et on peut espérer calculer cette dimension directement en utilisant la formule de Hirzebruch-
Riemann-Roch

dimV (λ) = χ(G/B,Lλ) =

∫
G/B

ch(Lλ)td(T (G/B)),

avec td(T (G/B)) la classe de Todd du �bré tangent de G/B et ch(Lλ) = exp(c1(Lλ)) le
caractère de Chern du �bré en droites Lλ.
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Annexe

A Projectivité de la variété de drapeaux

On va donner une jolie manière (trouvée dans [7], �4) de voir la variété de drapeaux d'un
groupe réductif connexe G comme une variété projective. Soit donc un Borel B et choisissons
un poids régulier (i.e. entier strictement dominant) λ ∈ X(T )+, où T est un tore maximal de
G. On considère également le groupe de Weyl W engendré par les ré�exions simples (si)1≤i≤`
où ` = |Π| = dim h est le rang de G. Dans la représentation irréductible V (λ), choisissons
un vecteur primitif vλ de plus haut poids λ. Puisque B agit de façon scalaire sur C 〈vλ〉, la
représentation G→ GL(V (λ)) fournit une application

u : G/B → PV (λ)
gB 7→ [g · vλ]

Puisque la composée G → G/B
u→ PV (λ) est un morphisme de variétés algébriques, par

propriété universelle du quotient G/B, l'application u est un morphisme de variétés algé-
briques. De plus, u est injectif. Pour le voir, il su�t de montrer que le stabilisateur de [v] est
exactement B. Soit donc P := StabG([v]). Le sous-groupe P est parabolique standard (par
construction), donc P = PI pour un I ⊂ {1, . . . , `}. Si I = ∅, alors P = B. Sinon, supposons
par l'absurde que si ∈ P . Alors si stabilise λ, mais on a si(λ) = λ − λ(α∨i )αi, donc on doit
avoir λ(α∨i ) = 0, ce qui contredirait la stricte dominance de λ. On obtient donc P = B et u
est donc injectif.
On montre maintenant que X := u(G/B) est une sous-variété fermée de PV (λ). Pour ceci, on
remarque que X est un sous-espace G-stable de PV (λ) et il s'ensuit que X \X est G-stable.
Si X \ X 6= ∅, par le théorème du point �xe de Borel ( [10], Theorem 26.3.4), X \ X doit
posséder un point B-�xe, ce qui contredit l'existence d'un unique vecteur primitif de plus
haut poids λ. Ainsi X \X = ∅, donc X est un fermé de PV (λ).
En�n, u : G/B → X est un isomorphisme. En e�et, comme toute variété possède des points
lisses et que G préserve les points lisses, le fait que X soit une G-orbite entraîne immédiate-
ment que c'est une variété lisse, donc normale. Ainsi, u : G/B → X est un morphisme bijectif
de variétés irréductibles et X est normale, c'est donc un isomorphisme par le Corollaire 17.4.8
de [10]. On a ainsi obtenu le

Théorème 1. Si G est un groupe réductif connexe sur C, B est un sous-groupe de Borel de
G et λ est un poids régulier, alors on a un plongement fermé

G/B ↪→ PV (λ)
gB 7→ [g · vλ]

avec vλ un vecteur primitif de plus haut poids λ de la représentation irréductible V (λ). En
particulier, le quotient G/B est une variété algébrique projective.

Remarque 2. En prenant λ = ρ ci-dessus et en utilisant la formule de la dimension de Weyl,
on a un plongement

G/B ↪→ Pr,
avec r ≤ 2|Φ

+| − 1.
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B Autre preuve du Lemme 2

On peut indiquer une deuxième démonstration du Lemme 2, en utilisant une forme réelle
compact K de G (qui est un groupe de Lie), les fonctions représentantes et la dualité de
Tannaka-Krein. Rappelons le résultat, en reprenant les notations de la section 1 :

Lemme 3. Considérons le G2-module

M :=
⊕

µ∈X(T )+

V (µ)∗ ⊗C V (µ)

ainsi que φ :=
∑

µ φµ où

φµ : V (µ)∗ ⊗ V (µ) → C[G]
f ⊗ v 7→ (g 7→ f(gv))

Alors, le morphisme
φ :M→ C[G]

est un isomorphisme de G2-modules.

Démonstration. Nous allons utiliser le théorème de Peter-Weyl et la dualité de Tannaka-
Krein. Puisque G est réductif connexe, on peut considérer une forme réelle K de G, i.e. un
groupe de Lie compact connexe dont G est une complexi�cation. Pour (V, πV ) une représen-
tation complexe de K, on regarde l'ensemble

FV (K,C) := {f : K → C ; ∃ψ : End(V )→ C ; f = ψ ◦ πV }

= {f : K → C ; ∃u ∈ End (V ) ; f(x) = tr (u ◦ πV (x))} = {f : K → C ; dim(K · f) <∞}
des fonctions représentantes de la représentation V , ainsi que l'algèbre des fonctions repré-
sentantes F(K,C) :=

⋃
V FV (K,C). C'est une algèbre de Hopf. On peut dé�nir de même

F(K,R) ou encore F(G,C). Par dualité de Tannaka-Krein ( [1], III, �7, Theorem 7.15), on a

G ' GC := Hom Alg(F(G,C),C) ' Hom Alg(F(K,C),C).

ce dernier isomorphisme provenant de la propriété universelle de la complexi�cation et il en
découle (via les remarques du �8 du chapitre III de [1]) que l'on a un isomorphisme d'algèbres
de Hopf

C[G] ' F(K,C).

Par ailleurs, d'après la Proposition 1.5 du �1 du chapitre III de [1] (qui découle essentiellement
du théorème de Peter-Weyl), on a que φ réalise un isomorphisme de G2-modules

M φ→
⊕

V ∈Irr(K,C)

V ∗ ⊗End (V ) V =
⊕

µ∈X(T )+

V (µ)∗ ⊗C V (µ)

et on obtient �nalement que φ est un isomorphisme. Mentionnons en�n que l'on peut aussi
utiliser la cotransformée de Fourier pour le démonter, comme dans [6], �4, Corollary 5.
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