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Introduction

Dans ce mémoire, nous proposons une approche algébrique de l'étude des
formes di�érentielles. Ce point de vue a été intoduit au début du siècle der-
nier par le mathématicien Georges de Rham et donne naissance à une théorie
e�cace et élégante. Elle permet de rendre compte de certaines proptiétés des
variétés aux travers des structures algébriques d'espaces de formes di�éren-
tielles. De plus, la cohomologie d'une variété la caractérise topologiquement,
en un sens que l'on précisera. Ce travail se situe dans la continuité logique
de mon précédent mémoire : "Une introduction aux formes et aux variétés
di�érentielles".

Dans un premier temps, nous exposons quelques compléments indispen-
sables de topologie di�érentielle. En particulier, nous étudions les partitions
de l'unité et nous démontrons le théorème de plongement de Whitney. On
e�ectue également quelques rappels sur les formes di�érentielles, dont les
preuves se trouvent dans mon précédent mémoire de géométrie di�érentielle.
Nous y énonçons nottament le théorème de Stokes, qui nous servira de lemme
par la suite.

Dans un second temps, nous initions tout d'abord le lecteur à l'algèbre
homologique générale et nous introduisons les espace de cohomologie de De
Rham sur les variétés lisses. Nous exhibons leurs premières propriétés et nous
poursuivons sur la même étude, consacrée aux formes à support compact.
Ensuite, nous nous intéressons à l'invariance par homotopie des espaces de
cohomologie et nous démontrons entre autres le lemme de Poincaré généra-
lisé ainsi que le théorème de De Rham, qui a�rme que la cohomologie d'une
variété lisse est invariante par homéomorphisme : la cohomologie est donc un
invariant topologique ; et c'est là un de ses principaux atouts. Nous étudions
de plus le principe de Mayer-Vietoris qui permet, au travers de suites exactes
cohomologiques, de calculer simplement les espaces de cohomologie de nom-
breux exemples de variétés. En�n, nous inspectons �nement les propriétés
topologiques des variétés lisses a�n de démontrer dans le cadre le plus géné-
ral les théorèmes de dualité de Poincaré ainsi que le théorème de Künneth.

A�n de permettre une lecture autonome, nous donnons une annexe dans
laquelle nous proposons une étude des immersions et submersions dans la-
quelle nous démontrons les théorèmes d'inversion locale et du rang constant
pour les variétés, des structures di�érentielles des sphères euclidiennes et
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des espaces projectifs qui nous servent d'exemples récurrents pour les calculs
d'espaces de cohomologie. Nous nous y permettons de plus une digression sur
les algèbres graduées ainsi que sur la notions de points et de valeurs critiques.
En particulier, nous y démontrons le théorème de Sard.

En�n, je tiens à remercier Monsieur Jean-Baptiste Campesato pour son
mémoire (M2) sur le sujet, dont je me suis très largement inspiré pour réa-
liser ce travail. La concision, la clarté de ses démonstrations et la précisions
de son raisonnement sont remarquables...
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Première partie

Compléments de géométrie

di�érentielle

1 Partitions de l'unité

Dé�nition 1. 1. On appelle partition de l'unité d'un espace topologique
X une famille de fonctions continues (ρi)i∈I dé�nies sur X à valeurs
dans R+ telles que pour tout x ∈ X :

(a) Il existe un voisinage V de x tel que presque tout ρi est nul sur V ,

(b) ∑
i∈I

ρi(x) = 1.

2. Si M est une variété de classe Cp, on dit que (ρi)i∈I est de classe Cp si
pour tout i ∈ I, ρi ∈ Cp(M,R).

Remarque 1. On rappelle qu'une variété de classe Cp et de dimension n est
un espace topologique séparé, à base dénombrable, muni d'un atlas maximal
de classe Cp, de dimension n. Pour la dé�nition d'un atlas, voir [2], Dé�nition
15.

Lemme 1. Toute variété admet une base dénombrable dont les éléments sont
relativement compacts.

Démonstration. Soient B une base dénombrable de M et S ⊂ B l'ensemble

S := {B ∈ B ; B est compact}.

Soient U ⊂ M un ouvert et x ∈ U . Comme M est localement euclidien, il
existe V ⊂ M un ouvert relativement compact tel que x ∈ V ⊂ U (voir [2],
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Théorème 14). B étant une base, il existe B ∈ B tel que x ∈ B ⊂ V ⊂ U .
Alors B ⊂ V donc B est compact en tant que fermé d'un compact. Donc
B ∈ S et S est une base.

Proposition 1. Toute variété di�érentielleM admet une suite (Vn)n∈N d'ou-
verts tels que

1.
V0 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ V1 ⊂ . . .

2. Vn est relativement compact,

3.
M =

⋃
n∈N

Vn.

Démonstration. D'après le Lemme 1,M admet une base dénombrable (Bn)n∈N
relativement compacte. Posons V0 := B0, comme B0 est compact, il existe
i0 > 0 tel que V0 ⊂ B0 ∪ B1 ∪ · · · ∪ Bi0 . Supposons (V0, i0), . . . , (Vm, im)
construits. Alors, comme Vm est compact, il existe im+1 > im tel que Vm ⊂
B0 ∪ · · · ∪ Bim+1 . Posons Vm+1 :=

⋃im+1

p=0 Bp. Vm+1 = B0 ∪ · · · ∪ Bim+1 est
compact comme réunion �nie de compacts et (Vn)n∈N convient.

Dé�nition 2. Une fonction plateau sur M de classe Cp est une fonction de
classe Cp dé�nie sur M , à valeurs dans [0, 1] telle qu'il existe deux ouverts
relativement compacts U et V avec U ⊂ V et suppf ⊂ V et ∀x ∈ U, f(x) =
1.

Exemple 1. Si U, V ⊂ Rn sont deux boules de même centre telles que
U ⊂ V , il existe une fonction lisse égale à 1 sur U et à support inclus dans
V . En e�et, l'application

fa : t 7→

{
e

1
t2−a2 , si |t| < a

0 sinon
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est lisse.
L'application

ga : t 7→ 1∫ +∞
−∞ fa(u)du

∫ t

−∞
fa(u)du

est lisse et vaut 0 si t ≤ −a et 1 si t ≥ a. Il su�t donc de prendre une fonction
de la forme x 7→ ga(b− ||x||).

Proposition 2. Soit U ⊂ M un ouvert où M est de classe Cp. Pour tout

x ∈ U , il existe un ouvert relativement compact V tel que x ∈ V ⊂ V ⊂ U
et une fonction plateau valant 1 sur V et telle que suppf ⊂ U .

Démonstration. Soit (U ′, ϕ) une carte telle que x ∈ U ′ ⊂ U .

∃R1, R2 > 0 ; B(ϕ(x), r1) ⊂ B(ϕ(x), r2) ⊂ ϕ(U ′).

D'après l'Exemple 1, il existe une fonction plateau g : Rn → R valant 1
sur B(ϕ(x), r1) et 0 en dehors de B(ϕ(x), r2). supp(g ◦ ϕ : U ′ → R) ⊂
ϕ−1(B(0, r2)) ⊂ U ′ ⊂ U , g ◦ ϕ se prolonge par 0 sur M en une fonction Cp
dont le support est inclus dans U .
Et B(ϕ(x), r1) ⊂ B(ϕ(x), r1) ⇒ ϕ−1(B(ϕ(x), r1)) ⊂ ϕ−1(B(ϕ(x), r1)),
comme le terme de droite est compact (image continue d'un compact), on
en déduit que ϕ−1(B(ϕ(x), r1)) ⊂ ϕ−1(B(ϕ(x), r1)) et donc ϕ−1(B(ϕ(x), r1))
est compact comme fermé d'un compact.
V := ϕ−1(B(ϕ(x), r1)) convient.

Théorème 1. Soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert d'une variété di�érentielle
M de classe Cp. Il existe une partition de l'unité (ρn)n∈N de classe Cp à support
compact et telle que

∀n ∈ N, ∃i ∈ I ; supp(ρn) ⊂ Ui.

Démonstration. Soit (Vn)n comme dans la Proposition 1. Soit n ∈ N. Pour
tout p ∈ Vn+1 \ Vn, il existe i ∈ I tel que p ∈ Ui. D'après la Proposition 2,
il existe une fonction plateau Ψn

p de classe Cp valant 1 sur W n
p un voisinage
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ouvert de p et dont le support est dans l'ouvert Ui ∩ (Vn+1 \ Vn). supp(Ψn
p )

est un fermé de Vn+2, donc un compact.
On obtient un recouvrement ouvert {W n

p , p ∈ Vn+1\Vn} du compact Vn+1\Vn
dont on extrait un sous-recouvrement �ni {W n

p1
, . . . ,W n

pmn
}. L'ensemble

{supp(Ψn
pk
, n ∈ N, 0 ≤ k ≤ mn}

est localement �ni car un nombre �ni d'éléments intersectent chaque Vn. On
réindexe en {Ψ0,Ψ1, . . . } et on pose

Ψ :=
∑
n∈N

Ψn.

Ainsi, ρn := Ψn
Ψ

est une partition de l'unité de classe Cp sur M telle que
∀n, ∃i ∈ I ; supp(ρn) = supp(Ψn) ⊂ Ui.

Théorème 2. Soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de M . Il existe une par-
tition de l'unité (ρi)i∈I subordonnée à (Ui)i∈I .

Démonstration. Prenons la partition de l'unité du Théorème précédent. Pour
n ∈ N, soit τ(n) ∈ I tel que supp(ρn) ⊂ Uτ(n) et posons

∀i ∈ I, ρ̃i :=
∑
τ(n)=i

ρn.

supp(ρ̃i) =
⋃

τ(n)=i

supp(ρn) ⊂ Ui, ∀i ∈ I.

Donc (ρ̃i) convient.
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2 Théorème de plongement de Whitney

Proposition 3. Soit f : M → N une application di�érentiable entre va-
riétés. On suppose que M est compacte. Alors f est un plongement si et
seulement si c'est une immersion injective.

Démonstration. C'est clair avec le théorème d'immersion de l'Annexe.

Lemme 2. Soit M une variété lisse de dimension n. Pour tout m ∈ M , il
existe un couple (ψm, fm) ∈ C∞(M,R) × C∞(M,Rn) tels que ψm(m) > 0 et
fm|M\ψ−1

m (0) est un di�émorphisme sur un ouvert de Rn.

Démonstration. Soientm ∈M , (U,ϕ) une carte enm. D'après la Proposition
2, il existe h : Rn → R lisse à support compact inclus dans ϕ(U) et valant 1
sur un ouvert V ⊂ ϕ(U). On pose

fm(q) :=

{
h(ϕ(q))ϕ(q) si q ∈ U

0 sinon

Sur l'ouvert W := ϕ−1(V ), fm coïncide avec ϕ et donc fm est un di�éomor-
phisme deW sur V . Considérons ψ0 : Rn → R lisse à support compact inclus
dans V telle que ψ0(ϕ(m)) > 0 et soit

ψm(q) =

{
ψ0(ϕ(q)) si q ∈ U

0 sinon

Comme M \ ψ−1
m (0) ⊂ W , le lemme est démontré.

Lemme 3. Toute variété lisse compacte se plonge dans un RN .

Démonstration. SoitM une variété compacte lisse de dimension n. Par com-
pacité et avec le Lemme précédent, on peut supposer qu'il existe des appli-
cations lisses ψj : M → R et fj : M → Rn en nombre sini 1 ≤ j ≤ d,
avec :
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1. Uj = M \ ψ−1
j (0) recouvrent M ,

2. fj|Uj sont des di�éomorphismes sur des ouverts Vj ⊂ Rn.

Soit l'application lisse

f : M → Rnd+d

q 7→ (f1(q), . . . , fd(q), ψ1(q), . . . , ψd(q))

Supposons f(q1) = f(q2). 1. implique qu'il existe j tel que q1 ∈ Uj. Alors
ψj(q1) = ψj(q2) et q2 ∈ Uj donc q1 = q2 d'après 2.. Donc f est injective et
par compacité, f : M → f(M) est un homéomorphisme.
Soient π1 : Rnd+d � Rn la projection sur les premières coordonnées et π2 :
Rnd+d � R(n−1)d+d la projection sur les dernières coordonnées.
2. montre que π ◦ f = f1 est un di�éomorphisme Uj → Vj. En particulier,
π1 : f(Uj)→ Vj est une bijection. Donc f(Uj) est le graphe d'une application
lisse gj = π2 ◦ f ◦ (fj[Uj)

−1 : Vj → R(n−1)d+d. On dé�nit le di�éomorphisme

hj : π−1
1 (Vj) → π−1

1 (Vj)
(x, y) 7→ (x, y − gj(x))

x ∈ Vj, y ∈ Rn(d−1)+d.

On obtient ainsi une bijection de f(Uj) sur Vj × 0.
Comme f(Uj) est un ouvert de f(M), f(Uj) = M ∩ Wj, pour un ouvert
Wj ⊂ Rnd+d que l'on choisit inclus dans π−1

1 (Vj). La restriction hj|Wj
est

un di�éomorphisme Wj → W ′
j (ouvert). Donc f(M) est une sous-variété de

Rnd+d. Comme f|Uj : Uj → f(Uj) est un di�éomorphisme (la composée de
fj|Uj : Uj → Vj et de l'inverse de di�éomorphisme f(Uj)→ Vj induit par π1),
f : M → f(M) est un di�éomorphisme.

Lemme 4. Toute variété di�érentielle compacte de dimension n se plonge
dans R2n+1.

Démonstration. On considère le plongement f : M → Rm du Lemme pré-
cédent. On va montrer que l'on peut obtenir un plongement dans Rm−1 en
composant f avec une "bonne" projection, et ce jusqu'à R2n+1.
On munit Rm de sa structure euclidienne usuelle. Pour tout v ∈ Sm−1, soit
Pv : x 7→ x⊥ la projection sur l'hyperplan orthogonal à v dans Rm. Posons
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N := f(M). Pour que la restriction à N de Pv soit injective, il faut et il su�t
que pour tous x 6= y ∈ N , y−x

||y−x|| 6= v, ou encore

v /∈ Im

{
(x, y) 7→ y − x

||y − x||
, (x, y) ∈ (N ×N) \∆

}
⊆ Sm−1,

où ∆ = {(x, x), x ∈ N}.
D'après le théorème de Sard (Annexe), il existe de tels v. Pour que Pv|N soit
une immersion, il faut et il su�t que v n'appartienne à aucun sous-espace
tangent à N . Posons

Z := {(x, v) ∈M × Sm−1 ; v ∈ Tf(x)N}.

On véri�e qu'il s'agit d'une sous-variété de dimension 2n− 1 de M × Sm−1.
En particulier, pr2(Z) est de mesure nulle dès que 2n < m. On conclut : une
immersion injective d'une variété compacte est un plongement.

Théorème 3. (Plongement de Whitney)
Toute variété lisse de dimension n se plonge sur un fermé de R2n+1.

Démonstration. Soit (ρi)i∈N∗ une partition de l'unité à support compact dé-
nombrable. Soit

h : x 7→
∑
i>0

iρi(x).

C'est une application lisse et propre (ie l'image réciproque de tout compact
est compact). Soient

Ui := h−1

(]
i− 1

4
, i+

5

4

[)
et Ci := h−1

([
i− 1

3
, i+

4

3

])
.

Alors Ui est ouvert, Ci est compact et Ui ⊂ C̊i. Remarquons que tous les
C2i+1 (resp. tous les C2i) sont disjoints.
D'après le Lemme précédent pour tout i ∈ N, il existe une application lisse
gi : M → R2n+1 qui est un plongement sur Ui et qui est nulle en dehors de Ci
(et d'image bornée, car l'image d'un compact est compacte et qu'un compact
est borné).
Considérons f0 :=

∑
i g2i+1, f1 :=

∑
i g2i et f = (f0, f1, h) : M → R2n+1 ×
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R2n+1 × R. Comme f0 et f1 sont d'images bornées, il existe un compact
K ⊂ R2n+1 × R2n+1 tel que Im(f) ⊂ K × R. Ainsi, f est propre puisque h
l'est.
Si f(x) = f(y), alors h(x) = h(y) et il existe i tel que x, y ∈ Ui. Si i est
impair, f0 est un plongement de Ui, ce qui implique que x = y, idem qi i
est pair. Donc f est un plongement sur un fermé (par le caractère propre de
f).

Remarque 2. Le résultat reste valable pour R2n, mais c'est plus di�cile à
montrer (et optimal)...

3 Algèbre tensorielle

Les résultats admis des trois sections suivantes sont démontrés dans [2].

Dé�nition 3. Soit E un R-espace vectoriel de dimension �nie n. On note⊗k E∗ le R-espace vectoriel des k-tenseurs de E.

Dé�nition 4. Si (f, g) ∈
⊗k E∗ ×

⊗lE∗. On dé�nit le produit tensoriel
f ⊗ g par

∀(v1, . . . , vk+l) ∈ Ek+l, f ⊗ g(v1, . . . , vk+l) = f(v1, . . . , vk)g(vk+1, . . . , vk+l).

Proposition 4. ∀f, f ′ ∈
⊗k E∗, g, g′ ∈

⊗lE∗, h ∈
⊗mE∗, λ ∈ R, on a

1.
(f + f ′)⊗ g = f ⊗ g + f ′ ⊗ g,

2.
f ⊗ (g + g′) = f ⊗ g + f ⊗ g′,

3.
(λf)⊗ g = f ⊗ (λg) = λ(f ⊗ g),
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4.
(f ⊗ g)⊗ h = f ⊗ (g ⊗ h) =: f ⊗ g ⊗ h,

5.

{e∗i1 ⊗ · · · ⊗ e
∗
ik
, 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n} est une base de

k⊗
E∗,

6.

dimR

(
k⊗
E∗

)
= nk.

Dé�nition 5. Si f ∈ L(E,F ), il existe une unique tf ∈ L
(⊗k F ∗,

⊗k E∗
)
.

tf est donnée par

tf :
⊗k F ∗ →

⊗k E∗

g 7→ ((v1, . . . , vk) 7→ g(f(v1), . . . , f(vk)))

Remarque 3. Si α ∈ L(E,F ), on a tα(f ⊗ g) = tα(f)⊗ tα(g).

Dé�nition 6. f ∈
⊗k E∗ est dit alterné si

∀σ ∈ Sn, ∀(v1, . . . , vk) ∈ Ek, f(v1, . . . , vk) = ε(σ)f(vσ(1), . . . , vσ(k)).

On note ΛkE∗ l'espace vectoriel des k-tenseurs alternés.

Proposition-Dé�nition 1. On appelle antisymétrisé de f ∈
⊗k E∗, l'ap-

plication Alt(f) ∈ ΛkE∗ dé�nie par

∀(v1, . . . , vk) ∈ Ek, Alt(f)(v1, . . . , vk) :=
∑
σ∈Sn

ε(σ)f(vσ(1), . . . , vσ(k)).

Proposition 5. On a

1.

∀f ∈
k⊗
E∗, Alt(Alt(f)) = Alt(f),
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2.
∀f ∈ ΛkE∗, Alt(f) = f.

Proposition-Dé�nition 2. Si (f, g) ∈
⊗k E∗×

⊗lE∗, on dé�nit le produit extérieur
de f par g :

f ∧ g :=
(k + l)!

k!l!
Alt(f ⊗ g) ∈ Λk+lE∗.

Proposition 6. ∀ω, ω′ ∈ ΛkE∗, η, η′ ∈ ΛlE∗, θ ∈ ΛmE∗, λ ∈ R, on a

1.
(ω + ω′) ∧ η = ω ∧ η + ω′ ∧ η,

2.
ω ∧ (η + η′) = ω ∧ η + ω ∧ η′,

3.
(λω) ∧ η = ω ∧ (λη) = λ(ω ∧ η),

4.
ω ∧ η = (−1)klη ∧ ω,

5.
(ω ∧ η) ∧ θ = ω ∧ (η ∧ θ) =: ω ∧ η ∧ θ,

6.

{e∗i1 ∧ · · · ∧ e
∗
ik
, 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n} est une base de ΛkE∗,

7.
f1 ∧ · · · ∧ fk(v1, . . . , vk) = det(fi(vj)), fi ∈ E∗,

8.

e∗i1 ∧ · · · ∧ e
∗
ik

(ej1 , . . . , ejk) = 1 si i1 = j1, . . . , ik = jk, 0 sinon,

9.

dimR
(
ΛkE∗

)
=

(
n

k

)
.
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10.
tf(ω) ∈ ΛkE∗ et tf(ω ∧ η) = tf(ω) ∧ tf(η).

Notation 1.

ΛE∗ :=
∞⊕
k=0

ΛkE∗ =
n⊕
k=0

ΛkE∗.

4 Formes di�érentielles sur les variétés

Dé�nition 7. Soit M une variété lisse et soient

TM :=
⋃
x∈M

TxM

T ∗xM := (TxM)∗

T ∗M :=
⋃
x∈M

T ∗xM

Λ∗T ∗M :=
⋃
x∈M

Λ∗(T ∗xM).

Remarque 4. 1. Soit x ∈M . On pose CMx := {c : I →M, I intervalle ouvert, o ∈
I, c(0) = x, c ∈ Cp(I,M)}. Deux courbes de CMx sont tangentes en x
et on note c1 ∼ c2 s'il existe une carte (U,ϕ) en x telle que

(ϕ ◦ c1)′(0) = (ϕ ◦ c2)′(0).

Cette condition ne dépend pas du choix de la carte car, si (V, ψ) est
une autre carte, alors

(ψ ◦ ci)′(0) = (ψ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ ci)′(0) = dϕ(x)(ψ ◦ ϕ−1)((ϕ ◦ ci)′(0)).

On a ainsi une relation d'équivalence sur CMx . Une classe d'équivalence
est appelé un vecteur tangent à M en x et on nomme espace tangent à
M en x l'espace quotient

TxM := CMx / ∼ .
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C'est un espace vectoriel. En e�et, si (U,ϕ) est une carte en x, on pose

θϕ : TxM → Rn

c 7→ (ϕ ◦ c)′(0)

où n = dimM . Alors θϕ est injective par dé�nition et surjective car, si
v ∈ Rn, en posant c : t 7→ ϕ−1(tv + ϕ(x)), on a θϕ(c) = v.
Si ξ, η ∈ TxM, λ ∈ R, on pose

ξ + η := θ−1
ϕ (θϕ(ξ) + θϕ(η)),

λξ := θ−1(λθϕ(ξ)).

Si (V, ψ) est une aure carte en x, alors

(θϕ ◦ θ−1
ψ )(v) = (dψ(x)(ϕ ◦ ψ−1))(v).

On obtient bien une structure d'espace vectoriel indépendante de la
carte et θϕ : TxM → Rn est un isomorphisme d'espaces vectoriels. En
particulier, on a dimTxM = dimM . De plus, si U est un ouvert de M ,
alors TxU = TxM et on a T(x,y)(M ×N) = TxM ⊕ TyN .

2. Si f : M → N est une application di�érentiable entre variétés, alors
pour tout x ∈M l'application

CMx → CNf(x)

c 7→ f ◦ c

passe au quotient en une application linéaire Txf : TxM → Tf(x)N
appelée application linéaire tangente de f en x.

3. Si M est une variété de classe Cp, p > 0 et si (U,ϕ) est une carte de
M , on pose TU :=

⋃
x∈U TxU =

⋃
x∈U TxM . L'application

Φ : TU → ϕ(U)× Rn

(m, ξ) 7→ (ϕ(x), Txϕ(ξ))

est une bijection (Txϕ ne dépend pas de x mais de U et Txϕ(ξ) donne
les coordonnées de ξ dans la base usuelle). Ensuite, si (Ui, ϕi)i∈I est
l'atlas maximal de M , on munit TU d'une topologie en imposant

(a) TUi sont des ouverts,

(b) Φi sont des homéomorphismes.
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Ainsi, Ω ⊂ TM est ouvert si et seulement si pour tout i, Φi(Ω ∩ TUi)
est ouvert dans ϕ(U)× Rn. L'application

Φi ◦ Φ−1
j : Φj(Ui ∩ Uj)× Rn → Φi(Ui ∩ Uj)× Rn

(y, v) 7→ ((ϕi ◦ ϕ−1
j )(y), Ty(ϕi ◦ ϕ−1

j )(v))

est un Cp-di�éomorphisme. Ainsi, (TUi,Φi)i∈I munit TM d'une struc-
ture de variété de classe Cp−1, de dimension 2n.

4. Si n = dimM et si (U,ϕ) est une carte, alors θϕ = Txϕ : TxM =
TxU → Rn donc θ−1

ϕ (ei) = Tϕ(x)(ϕ
−1)(ei) est une base de TxM et Txϕi

est la base duale où ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn).

Dé�nition 8. Une k-forme di�érentielle sur M est une application lisse

ω : M → ΛkT ∗M
x 7→ ω(x) ∈ ΛkT ∗xM

On note Ωk(M) l'ensemble des k-formes di�érentielles surM . C'est un espace
vectoriel réel.

Proposition 7. Si (U,ϕ) est une carte de M et si ω ∈ Ωk(M), alors ω
s'écrit de façon unique sur U :

∀x ∈ U, ω(x) =
∑

1≤i1<...<ik≤n

ai1,...,ik(x)dϕi1,x ∧ · · · ∧ dϕik,x,

ou encore

ω =
∑

1≤i1<...<ik≤n

ai1,...,ikdϕi1,x ∧ · · · ∧ dϕik,x, ai1,...,ik : U → Rn.

Démonstration. {dϕi1,x∧ · · · ∧ dϕik,x, 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n} est une base de
Λk(TxM) d'après la Proposition 6-6 en remarquant que (dϕi,x) est une base
duale de TxM d'après la remarque précédente.
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Remarque 5. Si ω ∈ Ωk(U) avec U ⊂ Rn un ouvert, alors

ω(x) =
∑

1≤i1<...<ik≤n

ai1,...,ik(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Proposition 8. Si (U,ϕ) et (V, ψ) sont deux cartes et si I := (i1, . . . , ik),
J := (j1, . . . , jk), alors

(dψJ)(x) =
∑
I

det((dψjn(Tϕ(x)ϕ
−1(eim)))m,n)(dϕI)(x), ∀x ∈ U ∩ V.

Ou encore, sur U ∩ V ,

dψJ =
∑
I

aIdϕI , aI(x) = dψJ(fI) = det(dψjn(fim))m,n.

Démonstration. fi := Tϕ(x)ϕ
−1(ei) base de TxM associée à (U,ϕ) et de base

duale dϕi). Sur U ∩ V , on écrit ψJ dans les coordonnées de (U,ϕ), dψJ =∑
I aIdϕI , donc (dψJ)(x) =

∑
I aI(x)(dϕI)(x). D'après la Proposition 6, en

appliquant fI , on a

aI(x) = dψJ(fI)(x) = det((dψjn(Tϕ(x)ϕ
−1(eim)))m,n).

Notation 2.

Ω∗(M) :=
∞⊕
k=0

Ωk(M) =
dimM⊕
k=0

Ωk(M).

Pour ω ∈ Ω∗(M), supp(ω) := {x ; ω(x) 6= 0}, si supp(ω) est compact, on dit
que ω est à support compact et on note leur ensemble Ω∗c(M).

Dé�nition 9. Pour tout (ω, η) ∈ Ωk(M) × Ωl(M), on pose (ω ∧ η)(x) :=
ω(x) ∧ η(x) et ω ∧ η ∈ Ωk+l(M).
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Proposition 9. Si ω ∈ Ωk(M) et η ∈ Ωl(M), ω ∧ η = (−1)klη ∧ ω, et ∧ est
distributif et associatif.

Proposition-Dé�nition 3. Il existe un unique endomorphisme linéaire d ∈
L(Ω∗(M)) tel que

1.
ω ∈ Ωk(M) ⇒ dω ∈ Ωk+1(M),

2. d restreinte à Ω0(M) coïncide avec la di�érentielle usuelle,

3.
d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)degωω ∧ dη,

4.
d2 = 0.

Cet endomorphisme est appelé la di�érentielle extérieure.

Remarque 6. 1. Ω∗(M) est donc une algèbre graduée di�érentielle et an-
ticommutative.(voir Annexe).

2. On a

d

(∑
I

aIdxI

)
=
∑
I

daI ∧ dxI .

Dé�nition 10. 1. ω ∈ Ωk(M) est fermée si dω = 0,

2. ω ∈ Ωk(M) est exacte s'il existe α ∈ Ωk−1(M) telle que ω = dα.

Remarque 7. Toute forme exacte est fermée car d2 = 0.

Théorème 4. (Lemme de Poincaré) Si U est un ouvert étoilé de Rn, alors
toute forme di�érentielle fermée sur U est exacte.
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Dé�nition 11. SoientM,N deux variétés lisses, f : M → N une application
lisse et si ω ∈ Ωk(N), on dé�nit f ∗ω ∈ Ωk(M) par

(f ∗ω)(x)(v1, . . . , vk) := ω(f(x))Tx(f(v1), . . . , f(vk)), ∀x ∈M.

On a
(f ∗ω)(x) = tTx(f(ω(f(x))).

Proposition 10. ∀ω, ω′ ∈ Ωk(M), η ∈ Ωl(M), (f, g) ∈ C∞(N,M) ×
C∞(L,N), λ ∈ R, on a

1.
f ∗(ω + ω′) = f ∗ω + f ∗ω′,

2.
f ∗(λω) = λ(f ∗ω),

3.
f ∗(ω ∧ η) = f ∗ω ∧ f ∗η,

4.
g∗(f ∗ω) = (f ◦ g)∗ω,

5. (f−1)∗ = (f ∗)−1 si f est un di�éomorphisme,

6.
d(f ∗ω) = f ∗(dω),

7. Si U ⊂M est un ouvert, alors (dω)|U = d(ω|U).
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5 Intégration et théorème de Stokes

Dé�nition 12. Soit M une variété. M est orientable si on peut choisir un
sous-ensemble O de l'atlas A de M tel que

∀x ∈M, ∀(U,ϕ), (V, ψ) ∈ O ; x ∈ (U ∩M)∩ (V ∩M), det(Tx(ϕ◦ψ−1)) > 0.

O est alors appelée une orientation de M et (M,O) est une variété orientée.

Dé�nition 13. 1. Un champ de vecteurs sur M est une application X :
M → TM telle que P ◦ X = idM où p : TM � M est la projection
canonique.

2. Un repère sur un ouvert U de M est un n-uplet de champs de vecteurs
(X1, . . . , Xn) tel que ∀x ∈ U, (X1,x, . . . , Xn,x) est une base de TxM .

3. Un repère global est un repère sur M .

4. Une orientation ponctuelle est la donnée d'une orientation de TxM pour
tout x ∈M : il s'agit d'une classe déquivalence de repères.

5. Une orientation ponctuelle µ est dite continue en x ∈M s'il existe un
ouvert U de M contenant x tel que l'orientation est continue sur U ,
ie il existe un repère continue (Y1, . . . , Yn) sur U qui en tout point de
U donne une base de l'orientation de l'espace tangent compatible avec
l'orientation : µx = (Y1,x, . . . , Yn,x). µ est continue si elle l'est en tout
x ∈M .

Dé�nition 14. ω ∈ ΩdimM(M) est une forme volume si

∀x ∈M, ω(x) 6= 0.

Théorème 5. Les assertions suivantes sont éqquivalentes :

1. M est orientable,

2. M admet une orientation ponctuelle continue,

3. M admet une forme volume.
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Dé�nition 15. Si U ⊂ Rn est un ouvert et si ω ∈ Ωn
c (U), on écrit

ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxn

et on pose ∫
U

ω :=

∫
Rn
fdλn =

∫
· · ·
∫
Rn
f(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn.

Proposition 11. Si U, V ⊂ Rn sont deux ouverts, si ϕ : U → V est un
di�éomorphisme et si ω ∈ Ωn

c (V ), alors∫
U

ϕ∗ω = ±
∫
V

ω.

En particulier, si ϕ préserve l'orientation (ie si det dϕ > 0), alors∫
U

ϕ∗ω =

∫
V

ω.

Dé�nition 16. Soient M une variété lisse, orientée, de dimension n et ω ∈
Ωn
c (M). Soit (ρj)j∈I une partition de l'unité subordonnée aux domaines de

cartes (Ui, ϕi)i∈I . On pose∫
M

ω :=
∑
j∈I

∫
ϕj(Uj)

(ϕ−1
j )∗(ρjω).

Proposition 12. Si f : M → N est un di�éomorphisme, alors

∀ω ∈ Ωn
c (N),

∫
M

f ∗ω =

∫
N

ω.

Théorème 6. (Théorème de Fubini)
Soient M,N deux variétés orientées. On munit M ×N de l'orientation pro-
duit. Alors

∀(ω, η) ∈ ΩdimM(M)× ΩdimN(N),

∫
M×N

ω ∧ η =

(∫
M

ω

)(∫
N

η

)
.

23



Démonstration. Grâce à une partition de l'unité, on se ramène au cas où
M = Rn N = Rm et ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxn η = gdx1 ∧ · · · ∧ dxm. Le théorème
de Fubini classique donne alors(∫

M

ω

)(∫
N

η

)
=

(∫
Rn
fdλn

)(∫
Rm

gdλm

)

=

∫
Rn×Rm

fgdx1 · · · dxndy1 · · · dym =

∫
M×N

ω ∧ η.

Théorème 7. (Théorème de Stokes)
Soient M une variété di�érentielle orientée, à bord, de dimension n, ω une
(n−1)-forme di�érentielle surM , à support compact, et l'injection canonique
i : ∂M ↪→M . Alors ∫

M

dω =

∫
∂M

i∗ω.
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Deuxième partie

Théorie de De Rham

6 Notions d'algèbre homologique

Les modules considérés seront des A-modules, avec A un anneau commu-
tatif.

Dé�nition 17. Une suite de morphismes de modules

· · · //Mn
fn //Mn+1

fn+1 //Mn+2
// · · ·

est dite exacte si
∀n ∈ Z, Kerfn+1 = Imfn.

De plus, une suite exacte de la forme

0 //M // N // k // 0

est appelée suite exacte courte.

Proposition 13. Si la suite

0 // E0
f0 // E1

f1 // · · · fn−1 // En // 0

est une suite exacte d'espaces vectoriels de dimensions �nies, alors

n∑
i=0

(−1)i dimEi = 0.
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Démonstration. On procède par récurrence sur n :
n = 1 : c'est immédiat.

n = 2. Si 0 // E0
f0 // E1

f1 // E2
// 0 est exacte, alors E2 ' E1/Kerf1

car f1 est surjective et

dimE2 = dimE1 − rgf0 = dimE1 − dimE0

car f0 est injective.
n− 1→ n. On découpe la suite exacte

0 // E0
f0 // E1

f1 // · · · fn−1 // En // 0

en

0 // E0
f0 // E1

f1 // · · · fn−2// Imfn−2
// 0

et

0 // Kerfn−1
// En−1

fn−1 // En // 0 .

Par hypothése de récurrence, on a
n−1∑
i=0

(−1)i dimEi + (−1)n−1 dim Imfn−2 = 0

et d'après le cas n = 2,

dimKerfn−1 − dimEn−1 + dimEn = 0.

On conclut en faisant la somme ou la di�érence (selon la parité de n) de ces
deux termes, en se rappelant que dim Imfn−2 = dimKerfn−1.

Proposition 14. (Lemme des cinq)
Soit la diagramme commutatif dont les lignes sont supposées exactes :

X1
f1 //

i1
��

X2
f2 //

i2
��

X3
f3 //

i3
��

X4
f4 //

i4
��

X5

i5
��

X ′1 f ′1

// X ′2 f ′2

// X ′3 f ′3

// X ′4 f ′4

// X ′5

Si i2, i4 sont des isomorphismes, si i1 est injective et i5 surjective, alors i3
est un isomorphisme.
En particulier, si i1, i2 et i4, i5 sont des isomorphismes, alors i3 est un iso-
morphisme.
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Démonstration. Montrons que i3 est injective. Soit donc x ∈ Keri3. On a
0 = f ′3(i3(x)) = i4(f3(x)) donc f3(x) = 0 car i4 est injective. Donc x ∈
Kerf3 = Imf2. Il existe donc y ∈ X2 tel que f2(y) = x et f ′2(i2(y)) =
i3(f2(y)) = i3(x) = 0 donc i2(y) ∈ Kerf ′2 = Imf ′1 et il existe z′ ∈ X ′1 tel que
f ′1(z′) = i2(y). i1 est surjective, donc il existe z ∈ X1 tel que z′ = i1(z). Puis,
i2(f1(z)) = f ′1(i1(z)) = f ′1(z′) = i2(y). i2 est injective, donc y = f1(z). Ainsi,
x = f2(y) = f2(f1(z)) = 0 car Imf1 = Kerf2.
Montrons que i3 est surjective. Soit x′ ∈ X ′3. i4 est surjective donc il existe
y ∈ X4 tel que f ′3(x) = i4(y). Imf ′3 = Kerf ′4 donc i5(f4(y)) = f ′4(i4(y)) =
f ′4(f ′3(x′)) = 0. Comme i5 est injective, f4(y) = 0 donc y ∈ Kerf4 = Imf3

et y = f3(x), x ∈ X3. On a f ′3(i3(x)) = i4(f3(x)) = i4(y) = f ′3(x′) donc
f ′3(i3(x) − x′) = 0. Ainsi, i3(x) − x′ ∈ Kerf ′3 = Imf ′2 donc il existe z′ ∈ X ′2
tel que i3(x)− x′ = f ′2(z′) et comme i2 est surjective, il existe z ∈ X ′2 tel que
z′ = i2(z). Finalement, i3(x− f2(z)) = i3(x)− i3(f2(z)) = i3(x)− f ′2(i2(z)) =
i3(x)− f ′2(z′) = x′.

Dé�nition 18. Un complexe de cochaînes C = (C∗, ∂∗) est une suite de
modules (Cn)n∈Z et de morphismes de modules (∂n : Cn → Cn+1)n∈Z telle
que ∂n+1 ◦ ∂n = 0, ∀n ∈ Z.
On nomme opérateurs de cobord les ∂n.
Les éléments de Cn sont les cochaînes de degré n.
Les éléments de Zn(C) := Ker∂n sont les cocycles de degré n.
En�n, les éléments de Bn+1(C) := Im∂n sont les cobords de degré n.

Remarque 8. 1.

∂n+1 ◦ ∂n = 0 ⇒ Bn(C) ⊂ Zn(C).

2. On peut aussi dé�nir les complexes de chaînes (Cn, ∂n)n inZ où (∂n :
Cn+1 → Cn)n∈Z sont tels que ∂n−1 ◦ ∂n = 0 pour tout n. Les ∂n sont les
opérateurs de bord, les éléments de Zn(C) = Ker∂n sont les cycles et
ceux de Bn(C) = Im∂n+1 sont les bords.

3. Les morphismes de complexes de cochaînes sont les applications de
degré 0 au sens où une application de degré p est de la forme fn :
Cn → Dn+p. La composition se fait de la façon suivante :

deg(f ∗) = p
deg(g∗) = q

}
⇒ h∗ = g∗ ◦ f ∗ de degré p+ q où hn = gn+p ◦ fn.
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Dé�nition 19. Un morphisme de complexe de cochaînes ϕ∗ : C → D est
une suite (ϕn : Cn → Dn)n∈Z de morphismes de A-modules telle que

∂n ◦ ϕn = ϕn+1 ◦ ∂n, ∀n ∈ Z.

Cela revient à imposer la commutativité du diagramme suivant :

· · · ∂
n−1
// Cn ∂n //

ϕn

��

Cn+1 ∂
n+1
//

ϕn+1

��

· · ·

· · · ∂
n−1
// Dn ∂n // Dn+1 ∂

n+1
// · · ·

Remarque 9. (Catégories et foncteurs)
Une catégorie A est la donnée d'une collection d'objets Ob(A), d'ensembles
Hom(A,B) appelés ensemble des homomorphismes de A dans B pour tous
objets A,B ∈ Ob(A) et, pour tous A,B,C ∈ Ob(A) d'une loi de composition

Hom(B,C)× Hom(A,B)→ Hom(A,C)

telle que

1. Hom(A,B)∩Hom(A′, B′) 6= ∅ si et seulement si A = A′ et B = B′ avec
égalité dans ce cas,

2. Pour tout A ∈ Ob(A), il existe un élément idA ∈ Hom(A,A) qui se
comporte comme l'identité à gauche et à droite pour les éléments de
Hom(A,B) et Hom(B,A) respectivement, pour tout B ∈ Ob(A).

3. La loi est associative quand cela a un sens : ie pour tous A,B,C,D ∈
Ob(A),

∀(f, g, h) ∈ Hom(A,B)×Hom(B,C)×Hom(C,D), (h◦g)◦f = h◦(g◦f).

On note f ∈ Ar(A) s'il existe A,B ∈ Ob(A) tels que f ∈ Hom(A,B).
Un foncteur covariant F entre deux catégories A et B est une application
double

F : Ob(A) → Ob(B)
A 7→ F (A)

F : Ar(A) → Ar(B)
f ∈ Hom(A,B) 7→ F (f) : F (A)→ F (B)

telle que
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1.
∀A ∈ Ob(A), F (idA) = idF (A),

2.

∀A,B,C ∈ Ob(A), f ∈ Hom(A,B), g ∈ Hom(B,C), F (g◦f) = F (g)◦F (f).

En�n, un foncteur contravariant est également une application double

F : Ob(A) → Ob(B)
A 7→ F (A)

F : Ar(A) → Ar(B)
f ∈ Hom(A,B) 7→ F (f) : F (B)→ F (A)

véri�ant 1. ainsi que

∀f ∈ Hom(A,B), g ∈ Hom(B,C), F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g).

Le caractère covariant sera dénoté par f∗ tandis que le caractère contravariant
le sera par f ∗.

Exemple 2. 1. Nous avons par exemple les catégories Ens, Mon, Grp,
ModA, Manp respectivement des ensembles, monoïdes, groupes, A-
modules, variétés de classe Cp etc.

2. On a aussi la catégorieK(A)∗ des complexes de cochaînes deA-modules.

3. Si à chaque groupe nous associons son ensemble sous-jacent, nous ob-
tenons un foncteur covariant de Grp dans Ens qui associe à chaque
morphisme de groupes l'application entre ensembles associée. Un tel
foncteur est appelé foncteur d'oubli.

4. On a un foncteur contravariant Ω∗ de Man∞ dans la catégorie des al-
gèbres graduées anticommutatives et associatives donnée sur les objets
par M 7→ Ω∗(M) et sur les morphismes par f 7→ f ∗.

Dé�nition 20. Soit C un complexe de cochaînes. Soit, pour tout n ∈ Z, un
sous-module Dn ⊂ Cn. Dès que, pour tout n ∈ Z, on a ∂n(Dn) ⊂ Dn+1, ∂∗

se factorise par i∗, où in : Dn ↪→ Cn et dé�nit ∂̃∗ par ∂n ◦ in = in+1 ◦ ∂̃n. On
obtient un complexe de cochaînes D = (D∗, ∂̃∗) appelé sous-complexe de C.
L'application i∗ : D → C est alors un morphisme de complexes de cochaînes.
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Dé�nition 21. Si C est un complexe de cochaînes, on nomme
nième module de cohomologie le module quotient

Hn(C) := Zn(C)/Bn(C).

Ainsi, la suite

· · · // Cn−1 ∂
n−1
// Cn ∂n // Cn+1 ∂

n+1
// · · ·

du complexe C est exacte si et seulement si

∀n ∈ Z, Hn(C) = 0

et dans ce cas, le complexe C est dit acyclique.

Remarque 10. Comme un morphisme de complexes de cochaînes ϕ∗ : C → D
envoie un cocycle sur un cocycle et un cobord sur un cobord, il induit pour
tout n un morphisme de modules

Hn(ϕ∗) : Hn(C)→ Hn(D).

On a donc, pour tout n ∈ Z un foncteur

Hn : K(A)∗ →ModA.

Dé�nition 22. 1. Un morphisme de complexes ϕ est un quasi-isomorphisme
si pour tout n, Hn(ϕ) est un isomorphisme.

2. Une suite exacte courte de complexes de cochaînes

0 // C
ϕ∗ // D

ψ∗ // E // 0

est la donnée de trois complexes C,D,E et de morphismes de com-
plexes ϕ∗ : C → D et ψ∗ : D → E tels que pour tout n, la suite de mo-

dules 0 // Cn ϕn // Dn ψn // En // 0 soit exacte. Ce qui revient
à demander l'égalité des sous-complexes Imϕ∗ = Kerψ∗ où Imϕ∗ =
(Imϕn)n∈Z et Kerψ∗ = (Kerψn)n∈Z.

30



Théorème 8. Une suite exacte courte de complexes

0 // C
ϕ∗ // D

ψ∗ // E // 0

induit une suite exacte longue :

Hn+1(C) // · · ·

Hn(C)
Hn(ϕ∗) // Hn(D)

Hn(ψ∗) // Hn(E)

δn

00

· · · // Hn−1(E)
δn−1

00

Démonstration. On construit d'abord δn : Hn(E)→ Hn+1(C) :

0 // Cn+1 ϕn+1
//

OO

Dn+1 ψn+1
//

OO

En+1 //

OO

0

0 // Cn ϕn //

∂n

OO

Dn ψn //

∂n

OO

En //

∂n

OO

0OO OO OO

Soit z ∈ En un n-cocycle. Par surjectivité de ψn, il existe y ∈ Dn tel que
z = ψn(y). Comme ψn+1(∂ny) = ∂nψn(y) = ∂nz = 0, ie ∂ny ∈ Kerψn+1 =
Imϕn+1 il existe x ∈ Cn+1 tel que ∂ny = ϕn+1(x). À y �xé, ce x est
unique du fait que ϕn+1 est injective. Alors ϕn+2(∂n+1x) = ∂n+1(ϕn+1(x)) =
∂n+1 ◦∂ny = 0. Par injectivité de ϕn+2, on a ∂n+1x = 0 donc x est un (n+1)-
cocycle.
Véri�ons que la classe de cohomologie de x ne dépend pas du choix de y. Soit
y′ ∈ Dn convenant aussi et x′ se déduisant du choix de y′.
Ensuite, 0 = ψn(y−y′) donc y−y′ ∈ Kerψn = Imϕn et donc il existe a ∈ Cn+1

tel que y − y′ = ϕn(a) ce qui implique que ϕn+1(x − x′) = ∂n(y − y′) =
∂nϕn(a) = ϕn+1(∂na), d'où x − x′ = ∂na par injectivité de ϕn+1. En notant
δn(z) la classe de cohomologie de x, on a bien une application A-linéaire
δn : Zn(E)→ Hn+1(C).
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Il nous reste à véri�er que δn annule les cobords pour passer au quotient en
une application δn : Hn(E)→ Hn+1(C).
Supposons que z = ∂n−1c et soit c = ψn−1(b) par surjectivité. Alors ψn(∂n−1(b)) =
∂n−1ψn−1(b) = ∂n−1c = z. Alors, pour construire δn(z), on pose y := ∂n−1b
mais alors ϕn+1(x) = ∂ny = ∂n∂n−1c = 0, donc x = 0 par injectivité de ϕn+1.
Véri�ons l'exactitude en Hn+1(C), pour �xer les idées.

1. Hn+1(ϕ∗) ◦ δn = 0. Soit z ∈ En un n-cocycle. Soient x et y de la
construction de δn. Alors Hn−1(ϕ∗) ◦ δn(z) = ϕn+1(x) = ∂ny = 0.

2. KerHn+1(ϕ∗) ⊂ Imδn. Soit x ∈ Cn+1 un (n + 1)-cocycle. Dire que
Hn+1(ϕ∗)(x) = 0 revient à dire que ϕn+1(x) = 0, ie que ϕn+1(x) est
un cobord de Dn+1. Donc, si x ∈ KerHn+1(ϕ∗), il existe y ∈ Zn(D) tel
que ϕn+1(x) = ∂ny. Posons z := ψn(y), alors ∂nz = ∂n(ψn(y)) =
ψn+1(∂ny) = ψn+1(ϕn+1(x)) = 0. Par dé�nition de δn, on a alors
δn(z) = x.

Dé�nition 23. Deux morphismes de complexes ϕ∗, ψ∗ : C∗ → D∗ sont
homotopes s'il existe une application K : C∗ → D∗ de degré −1 telle que

∀n ∈ Z, Kn+1∂n + ∂n−1Kn = ψn − ϕn.

L'applicationK est appelée opérateur d'homotopie (ou simplement homotopie)
de ϕ à ψ.

Remarque 11. C'est une relation d'équivalence :

1.
ϕ∗ ∼ ϕ∗, K∗ = 0,

2.
ϕ∗ ∼ ψ∗ ⇔ ψ∗ ∼ ϕ∗, L∗ = −K∗,

3.
ϕ∗ ∼ ψ∗ et ψ∗ ∼ χ∗ ⇒ ϕ∗ ∼ χ∗, L∗ = K∗1 +K∗2 .

Proposition 15. Si ϕ∗, ψ∗ : C∗ → D∗ sont deux morphismes homotopes,
alors

Hn(ϕ∗) = Hn(ψ∗), ∀n ∈ Z.
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Démonstration. Soit x un n-cocycle, alors ψn(x)−ϕn(x) = ∂n−1Kn(x), donc
ϕn(x) et ψn(x) di�èrent d'un cobord, donc ϕn(x) = ψn(x) dans Hn(D).

Corollaire 1. Si id : C∗ → C∗ est homotope à 0, alors C∗ est acyclique.

Démonstration. CommeHn est un foncteur,Hn(id) = id, mais aussiHn(id) =
Hn(0) = 0. Donc, idHn(C) = 0, et donc Hn(C) = 0, ∀n ∈ Z.

Corollaire 2. Si f ∗ : C∗ → D∗ et g∗ : D∗ → C∗ véri�ent f ◦ g ∼ id et
g ◦ f ∼ id (on dit que C∗ et D∗ ont même type d'homotopie), alors

∀n ∈ Z, Hn(C) ' Hn(D).

7 Cohomologie de De Rham

Désormais, sauf mention contraire, toutes les variétés seront supposées
lisses.

Soit M une variété di�érentielle lisse. Alors l'algèbre graduée Ω∗(M) est un
complexe de cochaînes :

0 // Ω0(M) d0 // Ω1(M) d1 // Ω2(M) d2 // · · ·

On parle du complexe de De Rham. Les cocycles sont les formes di�éren-
tielles fermées et les cobords sont les formes di�érentielles exactes.

Dé�nition 24. On appelle nème espace de cohomologie de De Rham de M
l'espace vectoriel quotient

Hn(M) = Hn
DR(M) := Zn(Ω∗(M))/Bn(Ω∗(M)).
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Remarque 12. Si f est lisse, alors f ∗ est un morphisme de complexes de
cochaînes et passe à la cohomologie. Le foncteur contravariant Ω∗ va donc
de la catégorie des variétés lisses dans la catégorie K(R)∗ des complexes de
cochaînes sur R.

Exemple 3. 1.

Hn({a}) =

{
R si n = 0
0 sinon

2. Kerd0 ∩ Ω0(R) = {fonctions constantes} donc H0(R) = R. Sur Ω1(R),
Kerd1 = Ω1(R) et si ω = g(x)dx ∈ Kerd1, alors en posant f : x 7→∫ x

0
g(u)du, on trouve df = ω. Donc toute 1-forme di�érentielle sur R

est exacte : H1(R) = 0.

3. On généralise avec Poincaré :

Hn(Rp) =

{
R si n = 0
0 sinon

Lemme 5. L'image réciproque passe à la cohomologie.

Démonstration. En e�et, elle envoie une forme fermée sur une forme fermée
et une forme exacte sur une forme exacte.

Proposition 16. Deux variétés di�éomorphes ont même cohomologie.

Démonstration. Par fonctorialité de l'image réciproque.

Proposition 17. Soit M une variété di�érentielle et p > dimM , alors
Hp(M) = 0.

Démonstration. n := dimM, p > n. Pour tout x ∈M, dim(TxM) = n donc

ω ∈ Ωp(M) ⇒ ω(x) ∈ ΛpT ∗xM = {0}

d'après la Proposition 6.
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Lemme 6. 1. Le produit extérieur de deux formes fermées est fermée.

2. ω ∧ η ne dépend pas du choix du représentant de ω ou de η.

Le produit extérieur passe donc à la cohomologie et induit une structure
d'algèbre graduée di�érentielle, associative et anticommutative :

H∗(M) :=
dimM⊕
n=0

Hn(M) =
∞⊕
n=0

Hn(M).

Remarque 13. 1. On a (en utilisant la propriété d'antidérivation de ∧) que
Z∗(M) ⊂ Ω∗(M) est un sous-anneau et B∗(M) ⊂ Z∗(M) est un idéal.

2. Si f : M → N est lisse, alors f ∗ : H∗(N)→ H∗(M) est un morphisme
d'algèbres graduées.

Proposition 18. Si M est une variété à c composantes connexes, alors

H0(M) ' Rc.

Démonstration. Comme B0(M) = {0}, H0(M) = Z0(M). Si f ∈ Z0(M), ie
si f : M → R telle que df = 0. Dans une carte (U,ϕ), df =

∑n
i=1

∂f
∂ϕi
dϕi = 0

donc pour tout 1 ≤ i ≤ n, ∂f
∂ϕi

= 0 sur U et f est localement constante sur U .
Ainsi les 0-formes fermées sur M sont les applications localement constantes
sur M .

Remarque 14. Comme une variété admet une base dénombrable, le nombre
c est au plus dénombrable.

Exemple 4. 1. (Cohomologie de S1). On a

H0(S1) ' H1(S1) ' R.

En e�et, S1 est connexe, on a H∗(S1) ' R. De plus, dimS1 = 1, donc
Ω1(S1) = Z1(S1). On considère l'application linéaire

ϕ : Ω1(S1) → R
ω 7→

∫
S1 ω
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Posons aussi
h : R → S1

θ 7→ (cos θ, sin θ)

(a) ϕ est surjective. En e�et, si ω0 := −ydx + xdy, alors h∗ω0 =
dθ. Ainsi, si x ∈ R,

∫
S1

x
2π
ω0 = x

2π

∫
S1 ω0 = x

2π

∫
h([0,2π])

h∗ω0 =
x
2π

∫ 2π

0
dθ = x.

(b) D'après le Théorème de Stokes, B1(S1) ⊂ Kerϕ.

(c) Montrons que Kerϕ ⊂ B1(S1). Soit donc ω ∈ Kerϕ. On a∫
S1
ω =

∫
[0,2π]

h∗ω = 0

et h∗ω = f(t)dt avec f 2π-périodique. En e�e, ω0 est une forme vo-
lume sur S1, donc toute ω ∈ Ω1(S1) s'écrit ω = fω0, avec f lisse sur
S1 (pour tout x ∈ S1, dim(Λ1TxS1) = 1, puis on regarde la régula-
rité des coe�cients). Puis h∗ω0 = dt donc h∗ω = h∗fh∗ω0 = hfdt
qui est 2π-périodique.

Lemme 7. Si f : R → R est lisse 2π-périodique et telle que∫ 2π

0
f(t)dt = 0, alors il existe g ∈ C∞(R) 2π-périodique telle que

fdt = dg.

Démonstration. Posons g(t) :=
∫ t

0
f(u)du, g(t+2π) =

∫ t+2π

0
f(u)du =∫ 2π

0
f(u)du+

∫ t+2π

2π
f(u)du = 0 + g(t) et dg = g′dt = fdt.

Donc fdt = dg avec g 2π-périodique. Alors g = h∗η. En e�et,
si p ∈ S1, comme h est un di�éomorphisme local et il existe V
un voisinage ouvert de p dans S1 et U un ouvert de R tel que
h|U : U → V est un di�éomorphisme. Soit s := h−1

|U . Posons alors
η = f ◦ s. η est bien dé�nie : si s′ est un autre di�éomorphisme
(on change V ), alors s et s′ di�èrent d'un multiple de 2π, mais g
est 2π-périodique. Nous avons donc bien g = η ◦ s−1 = g ◦h = h∗η
sur h−1(U). En faisant varier p ∈ S1, on obtient η sur S1.
Lemme 8. Si h : M → N est lisse, surjective et est une submer-
sion, alors h∗ : Ω∗(N)→ Ω∗(M) est injective.
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Démonstration. Soit ω ∈ Ωk(N) telle que h∗ω = 0. Soient p ∈ N ;
v1, . . . , vk ∈ TpN . h est surjective, donc il existe p̃ ∈ M tel que
h(p̃) = p. h est une submersion, donc il existe ṽ1, . . . , ṽk ∈ Tp̃M tels
que Tp̃h(ṽi) = vi. Donc 0 = (h∗ω)(p̃)(ṽ1, . . . , ṽk) = ω(p)(v1, . . . , vk)
donc ω = 0.

Ainsi, dg = d(h∗η) = h∗(dη) mais dg = fdt = h∗ω. h∗ est injectif
donc ω = η, donc ω est exacte.
Ainsi, par le théorème d'isomorphie,

H∗(S1) = Z1(S1)/B1(S1) ' R.

De plus, un générateur de H1(S1) est ω où ω ∈ Ω1(S1) véri�e∫
S1
ω 6= 0.

2. (Cohomologie d'une union disjointe). Soient M une variété lisse et
(Uα)α∈A des ouverts disjoints de M . Alors

H∗

(⊔
α∈A

Uα

)
'
∏
α∈A

H∗(Uα).

En e�et, iα : Uα ↪→
⊔
β∈A Uβ induit un morphisme i∗α : Ω∗

(⊔
β∈A Uβ

)
→

Ω∗(Uα) et on montre aisément que

i∗ : Ω∗

(⊔
α∈A

Uα

)
→
∏
α∈A

Ω∗(Uα)

est un isomorphisme d'algèbres graduées. Cet isomorphisme induit l'iso-
morphisme :

i∗ : H∗
(⊔

α∈A Uα
)
→

∏
α∈AH

∗(Uα)
ω 7→ (i∗αω)α∈A

En particulier, on a

Hp

(⊔
α∈A

Uα

)
'
∏
α∈A

Hp(Uα).

Remarque 15. Si l'union est �nie, ces deux derniers résultats se retrouvent
avec la suite de Mayer-Vietoris.
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8 Cohomologie de De Rham à support compact

Remarque 16. SiM est une variété lisse, Ω∗(M) est un complexe de cochaînes
(c'est même une algèbre graduée associative et anticommutative. En e�et,
supp(ω ∧ η) ⊂ suppω ∩ suppη). On note

Hn
c (M) = Zn

c (M)/Bn
c (M)

l'espace vectoriel de cohomologie de ce complexe. On note que si M est
compacte, alors

Ω∗c(M) = Ω∗(M)

et
H∗c (M) = H∗(M).

Exemple 5. 1.

Hn
c ({a}) =

{
R si n = 0
0 sinon

2.
H0
c (M) = R|{composantes connexes compactes}|.

3. Sur R, il n'existe pas de fonction constante non nulle à support com-
pact donc H0

c (R) = 0.
∫
R : Ω1

c(M) → R est surjective. Montrons que
Ker

∫
R = Imd0 et par quotientage, on aura

H1
c (R) = Ω1

c(R)/Ker
∫
R

= R.

Si g(x)dx ∈ Ker
∫
R, on pose f : x 7→

∫ x
−∞ g(u)du et f ∈ Ω0

c(R). (At-
tention : si

∫
R g(x)dx 6= 0, f n'est pas à support compact). Alors df =

g(x)dx donc Ker
∫
R ⊂ Imd0. Réciproquement, si df = f(x)dx ∈ Imd0,

alors
∫
R df = f(b)− f(a) = 0 avec [a, b] ) suppf .

4. On généralise :

Hn
c (Rp) =

{
R si n = p
0 sinon
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Remarque 17. 1. Si ω, η ∈ Ω∗c(N), alors ω ∧ η ∈ Ω∗c(M) et ∧ passe à la
cohomologie à support compact et H∗c (M) est une algèbre graduée.

2. Attention : ω ∈ Ω∗c(M) n'implique pas que f ∗ω ∈ Ω∗c(M), donc on ne
peut pas dé�nir de foncteur Ω∗c comme précédemment. Cependant, on
peut :

(a) Soit construire Ω∗c comme Ω∗ en se restreignant aux applications
propres (ie f−1 d'un compact est compact),

(b) Soit on construit un foncteur covariant Ω∗c pour l'inclusion des
ouverts : Si U ⊂ M est un ouvert, et si i : U ↪→ M , on pose
i∗ : Ω∗c(U)→ Ω∗c(M) qui étend une forme di�érentielle par 0.

À partir de maintenant, c'est ce foncteur covariant qu'on désignera par
Ω∗c . Le caractère covariant nous servira pour la dualité de Poincaré et
la suite de Mayer-Vietoris à support compact.

Exemple 6. (Union disjointe)
Soient M une variété lisse et (Uα)α∈A des ouverts disjoints de M . Alors

H∗c

(⊔
α∈A

Uα

)
'
⊕
α∈A

H∗c (Uα).

En e�et, iα : Uα ↪→
⊔
β∈A Uβ induit un morphisme

iα∗ : Ω∗c(Uα) → Ω∗c

(⊔
β∈A Uβ

)
qui permet de construire le morphisme d'al-

gèbres graduées donné par

i∗ :
⊕

α∈A Ω∗c(Uα) → Ω∗c
(⊔

α∈A Uα
)∑p

ν=1 ωαν 7→
∑p

ν=1 iαν∗ωαν

dont on véri�e qu'il s'agit d'un isomorphisme (en e�et, une forme à support
compact ne peut être non nulle sur un nombre in�ni d'ouvert Uα), d'où le
résultat.

Remarque 18. On peut retrouver ce résultat avec Mayer-Vietoris si l'union
est �nie.
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9 Invariance par homotopie

Dé�nition 25. 1. Deux applications lisses f, g : M → N sont
di�érentiablement homotopes s'il existe une application lisse F : M ×
R→ N telle que f = F (·,≤ 0), g = F (·,≥ 1).
C'est une relation d'équivalence.

2. Soit M une variété lisse. On dit que M est contractile en p0 ∈M si id
et l'application constante égale à p0 sont di�érentiablement homotopes.

3. On dit que M est contractile si elle est contractile en au moins l'un de
ses points.

Théorème 9. Si f, g : M → N sont lisses et di�érentiablement homotopes,
alors

f ∗ = g∗ : H∗(N)→ H∗(M).

Démonstration. Posons

it : M ↪→ M × R
x 7→ (x, t)

alors f = F ◦ i0 et g = F ◦ i1. Par fonctorialité de l'image réciproque,
f ∗ = i∗0 ◦ F ∗ : Hn(N)→ Hn(M) et g∗ = i∗1 ◦ F ∗ : Hn(N)→ Hn(M). Il su�t
donc de montrer que i∗0 : i∗1 : Hn(M × R) → Hn(M). Pour cela, nous allons
montrer que i∗0, i

∗
1 : Ω∗(M ×R)→ Ω∗(M) sont des morphismes de complexes

de cochaînes homotopes, et on appliquera la Proposition 15.
Nous sommes donc ramenés à construire un opérateur d'homotopie K où
Kn : Ωn(M × R)→ Ωn−1(M) et

Kn−1dn + dn−1Kn = in1 − in0 . (1)

Considérons le champ de vecteurs

T := d
dt

: M × R → T (M × R) = TM ⊕ TR
(m,x) 7→ (0, x)

Si ω ∈ Ωn(M×R), la contraction ιTω ∈ Ωn−1(M×R) où (ιTω)(p)(v1, . . . , vn−1) =
ω(p)(0, v1, . . . , vn−1) et donc ω̃ = i∗t (ιTω) ∈ Ωn−1(M). Ensuite, si ω̃t ∈
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Ωn−1(M) dépend de t,
∫ 1

0
ω̃tdt ∈ Ωn−1(M) (écrire ω̃ dans une carte). Ainsi,

on dé�nit K :

∀ω ∈ Ωn(M × R), Knω =

∫ 1

0

i∗t (ιTω)dt ∈ Ωn−1(M).

Remarquons ensuite que tout ω ∈ Ωn(M × R) s'écrit de façon unique ω =
α + β ∧ dt, α ∈ Ωn(M × R) et β ∈ Ωn−1(M × R) sont de la forme p∗η où
p : M × R � M et η ∈ Ω∗(M), ie α et β n'ont en aucun point un terme en
dt. Il nous reste à véri�er (1) sur les formes di�érentielles de la forme α et
β ∧ dt.

1. Soit η ∈ Ωn(M), pour une carte (U,ϕ) de M ,

α = p∗η =
∑

I=(i1,...,in)

fI(x, t)p
∗dϕi1 ∧ · · · ∧ p∗dϕin .

On peut donc supposer α = f(x, t)dxi1 ∧ · · · ∧ dxin .

ιTα = 0 ⇒ dKnα = 0,

puis

Kn+1(dα) = Kn+1

(
∂f

∂t
dt ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin + termes sans dt

)

= Kn+1

(
∂f

∂t
dt ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin

)
=

(∫ 1

0

∂f

∂t
dt

)
dt∧dxi1∧· · ·∧dxin

= (f(x, 1)− f(x, 0))dxi1 ∧ · · · ∧ dxin = i∗1α− i∗0α.

2. Soit β = p∗η∧dt. Comme précédemment, localement, on peut supposer
β = f(x, t)dt ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin−1 comme forme sur un ouvert de Rn.
On a

i∗1dt− i∗0dt = 0 = i∗1β − i∗0β.

De plus, on a

dβ =
n∑
j=1

∂f

∂xj
dxj ∧ dt ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin−1
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donc

Kn+1(dβ)(p) = −
∑
J

(∫ 1

0

∂f

∂xj
dt

)
dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin−1 ,

et

d(Knβ)(p) = d

((∫ 1

0

f(x, t)dt

)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxin−1

)
=
∑
j

(∫ 1

0

∂f

∂xj
dt

)
dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin−1 .

Donc
dKnβ +Kn−1(dβ) = i∗1β − i∗0β,

et donc (1) est vraie.

Corollaire 3. (Lemme de Poincaré)
Si M est une variété lisse contractile, alors toute forme di�érentielle fermée
sur M est exacte.

Démonstration. Soit p0 ∈ M tel que M soit contractile en p0. On note p̃0

l'application constante égale à p0. Alors p̃0 et id sont di�érentiablement ho-
motopes et les applications

p̃0
∗ : H∗(M) → H∗(M)

ω 7→ p∗0ω

et
id∗ : H∗(M) → H∗(M)

ω 7→ ω

sont égales. Ainsi, pour toute ω ∈ Z∗(M), ω = 0 donc il existe α ∈ Ω∗(M)
telle que dα = ω.

On va à présent voir que, malgré le fait que la construction de formes
di�érentielles soit intimement liée à la structure di�érentielle des variétés, la
cohomologie de De Rham est invariante par homéomorphisme.
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Lemme 9. Soient M,N deux variétés.

1. Toute application continue M → N est continûment homotope à une
application lisse.

2. Deux applications lisses continûment homotopes sont di�érentiablement
homotopes.

Pour démontrer ce lemme, on procède en plusieurs étapes :

Lemme 10. Il existe ξ ∈ C∞(Rm, [0, 1]) telle que

ξ(x) =

{
0 si ||x|| ≤ 1
1 si ||x|| ≥ 2

Démonstration. La fonction

h : R → R

t 7→
{
e−

1
t si t > 0

0 si t ≤ 0

est lisse et on pose alors

ξ : x 7→ h(||x|| − 1)

h(||x|| − 1) + h(2− ||x||)
.

Lemme 11. Soit U ⊂ Rm un ouvert relativement compact et soit U ⊂ V ⊂
Rm un ouvert. Il existe ζ ∈ C∞(Rm, [0, 1]) telle que

ζ(x) =

{
1 si x ∈ U
0 si x /∈ V

Démonstration. Il existe a1, . . . , ap ∈ Rm et il existe r1, . . . , rp > 0 tels que
B̃i := B(ai, ri) ⊂ V pour tout i et Bi := B(ai, ri) telles que U ⊂

⋃p
i=1 Bi. On

pose

ζ : x 7→ 1−
p∏
i=1

ξ

(
x− ai
ri

)
.
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Lemme 12. Il existe une famille dénombrable (Up, ϕp)p∈N de cartes de M et
une famille dénombrable (Vp, ψp)p∈N de cartes de N telles que

1. Up (resp Vp) est un ouvert relativement compact de M (resp N),

2. ϕp (resp. ψp) est un di�éomorphisme de Up (resp. Vp) sur Rm ou Hm

(resp. Rn ou Hn).

3. f(Up) ⊂ Vp,

4. (Up)p∈N est un recouvrement ouvert localement �ni de M ,

5. M =
⋃
p∈NDp, Dp := ϕ−1

p (Bm).

Démonstration. Soit (Wi, θi) une famille de cartes de N telle que

1. Wi est un ouvert relativement compact de N ,

2. (Wi) est un recouvrement ouvert localement �ni de N ,

3. θi est un di�éomorphisme de Wi sur Rn ou Hn.

On peut trouver une famille dénombrable (Up, ϕp)p∈N de cartes de M telle
que

1. Up est un ouvert relativement compact de M ,

2. (Up)p∈N est une recouvrement ouvert localement �ni de M ,

3. ϕp est un di�éomorphisme de Up sur Rm ou Hm,

4. M =
⋃
p∈NDp où Dp := ϕ−1

p (Bm),

5. ∀p ∈ N, ∃i(p) ; f(Up) ⊂ Wi(p = Vp.

Les familles (Up, ϕp) et (Vp, ψp) où ψp := θi(p) véri�ent les conditions imposées.

Théorème 10. Si f : M → N est continue et di�érentiable sur un fermé F
deM , alors il existe une homotopie H relativement à F de f à une application
di�érentiable g : M → N .

Démonstration. Soient avec les notations du Lemme 12, A0 := F, Ap :=
Ap−1 ∪ Dp, p ≥ 1. À partir de l'application continue H0 : (x, t) 7→ f(x)
de M × [0, 1] dans N , on va construire par récurrence une suite (Hp)p∈N
d'applications continues de M × [0, 1] dans N telle que
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1. Hp = Hp−1 sur Ap−1 × [0, 1] ⊂M × [0, 1],

2. Hp(x, 0) = f(x),

3. x 7→ Hp(x, 1) est di�érentiable sur Ap.

Supposons x 7→ Hp−1(x, 1) di�érentiable sur un voisinage ouvert Ωp de Ap−1

et soit Kp := Dp \ (Dp ∩Ωp). On peut trouver deux ouverts Wp et W ′
p de M

tels que

1. Kp ⊂ Wp ⊂ Wp ⊂ W ′
p ⊂ W ′

p ⊂ Up,

2. W ′
p ∩ Ap−1 = ∅.

Soit alors (Lemme 11) ζp di�érentiable sur Up égale à 1 sur Wp et à 0 sur
Up \W ′

p. L'application Hp : M × [0, 1]→ N dé�nie par

Hp(x, t) :

{
Hp−1(x, t) si x /∈ W ′

p

ψ−1
p ((1− tζp(x))ψp(Hp−1(x, t)) si x ∈ Up

satisfait aux conditions voulues (x 7→ Hp(x, 1) est di�érentiable). Puisque
(Up)p∈N est localement �ni, on peut dé�nir une application continue H :
M × [0, 1]→ N par

H(x, t) := lim
p→∞

Hp(x, t).

C'est une homotope relativement à F de f à g : x 7→ H(x, 1) di�érentiable
de M dans N .

Corollaire 4. Toute f : M → N continue est homotope à une application
di�érentiable.

Démonstration. On applique le Théorème précédent avec F = ∅.

Théorème 11. Deux applications di�érentiables continûment homotopes sont
di�érentiablement homotopes.
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Démonstration. Soit α ∈ C0(R, [0, 1]) telle que

α(t) =

{
0 si t ≤ 1

4

1 si t ≥ 3
4

Si H : M × [0, 1] → N est une homotopie (continue) de f à g, l'application
H ′ : (x, t) 7→ H(x, α(t)) de M × R dans N est di�érentiable sur le fermé
F := M × (]−∞, 0] ∪ [1,+∞[) : elle véri�e{

H ′(x, t) = f(x), t ≤ 0
H ′(x, t) = g(x), t ≥ 1

Il existe donc une application di�érentiable K : M × R→ N égale à H ′ sur
F : K est alors une homotopie di�érentiable de f à g.

Les deux derniers Théorèmes donnent exactement le Lemme 9.

Lemme 13. Une application continue entre variétés f : M → N induit un
morphisme f ∗ : H∗(N)→ H∗(M).

Démonstration. Soit f : M → N continue, alors il existe f̃ : M → N lisse
continûment homotope à f . On pose f ∗ := f̃ ∗. Alors f ∗ est bien dé�nie : en

e�et, si ˜̃f : M → N est lisse et aussi continûment homotopes à f , alors f̃ et˜̃
f sont continûment homotopes, donc di�érentiablement homotopes et donc

f̃ ∗ =
˜̃
f
∗
.

Lemme 14. Si f : M → N et g : N → L sont continues entre variétés
di�érentielles, alors (g ◦ f)∗ = f ∗ ◦ g∗.

Démonstration. Si f est homotope à f̃ lisse et si g est homotope à g̃, alors
on véri�e que g ◦ f est homotope à g̃ ◦ f̃ .

Dé�nition 26. 1. Une application continue f : M → N est une
équivalence d'homotopie s'il existe une application continue g : N →M
telle que g◦f est continûment homotope à idM et f ◦g est continûment
homotope à idN .
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2. Deux variétés M,N ont même type d'homotopie s'il existe une équiva-
lence d'homotopie f : M → N .

Théorème 12. Deux variétés M et N ayant même type d'homotopie ont
des espace de cohomologie isomorphes.

Démonstration. Soit f : M → N une équivalence d'homotopie. Soit aussi
g comme dans la dé�nition précédente. g ◦ f (resp. f ◦ g) est continûment
homotope à idM (resp. idN) donc (g ◦ f)∗ = idH∗(M) et (f ◦ g)∗ = idH∗(N)

ie f ∗ ◦ g∗ = idH∗(M) et g∗ ◦ f ∗ = idH∗(N). Donc f ∗ est un homomorphisme
bijectif H∗(N)→ H∗(M), c'est un isomorphisme.

Corollaire 5. (Théorème de De Rham)
Deux variétés homéomorphes ont même cohomologie.

Exemple 7. 1. Si M est le ruban de Möbius, alors on a un retract de M
sur son cerlce médiant S1, ainsi

Hn(M) ' Hn(S1) =

{
R si n = 0, 1
0 sinon

2.

Hn(Rp) = Hn({a}) =

{
R si n = 0
0 si n > 0

Corollaire 6. Si U ⊂ Rp est un ouvert étoilé, alors U a le type d'homotopie
du point et

Hn(U) =

{
R si n = 0
0 sinon

Donc, toute forme fermée sur U y est exacte (lemme de Poincaré).
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Démonstration. On va montrer un résultat plus général :
Soit Y ⊂ Rn et soient f0, f1 : X → Y continues telles que

∀x ∈ X, [f0(x), f1(x)] ⊂ Y.

Alors f0 et f1 sont homotopes. Il su�t de considérer

X × [0, 1] → Y
(x, t) 7→ (1− t)f0(x) + tf1(x)

10 Lemme de Poincaré à support compact

Théorème 13. Soit M une variété di�érentielle lisse. Alors

Hn
c (M × R) ' Hn−1

c (M).

Démonstration. Toute forme de Ω∗c(M × R) s'écrit comme combinaison li-
néaire de termes de la forme f(x, t)p∗η et f(x, t)p∗η ∧ dt où η ∈ Ω∗(M),
f lisse à support compact et p : M × R � M . On dé�nit π∗ de la fa-
çon suivante : πn : Ωn

c (M × R) → Ωn−1
c (M) où πn(f(x, t)p∗η) = 0 et

πn(f(x, t)p∗η ∧ dt) =
∫
R f(x, t)dtη.

1. π∗ ◦d = d◦π∗ donc π∗ passe au quotient πn : Hn
c (M ×R)→ Hn−1

c (M).

2. Soit e : R → R lisse d'intégrale 1 et soit e∗ dé�nie par en : Ωn
c (M) →

Ωn+1
c (M × R) où en(ω) = p∗ω ∧ e(t)dt. De même, d ◦ e∗ = e∗ ◦ d et on

a en : Hn
c (M)→ Hn+1

c (M × R).

3. On va construire une homotopie entre e∗ et π∗. Posons K∗ dé�nie
par Kn : Ωn

c (M × R) → Ωn−1
c (M × R) où Kn(f(x, t)p∗η) = 0 et

Kn(f(x, t)p∗η∧dt) = p∗η
(∫ t
−∞ f(x, u)du

)
−p∗ηA(t)

∫ +∞
−∞ f(x, u)du avec

A(t) :=
∫ t
−∞ e(u)du.

4. Montrons que

id− en−1πn = (−1)n−1(dn−1Kn +Kn+1d
n)

sur Ωn
c (M × R), ce qui permettra de conclure avec la Proposition 15.
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5. Sur les formes du type f(x, t)p∗η avec deg η = n, on a

(id− en−1πn)(f(x, t)p∗η) = f(x, t)p∗η.

D'autre part,

(dn−1Kn +Kn+1d
n)(f(x, t)p∗η) = −Kn+1d

n(f(x, t)p∗η)

= −Kn+1

(
∂f

∂t
dt ∧ p∗η + termes sans dt

)
= −Kn+1

(
(−1)n

∂f

∂t
p∗η ∧ dt

)
= (−1)n+1

(
p∗η

∫ t

−∞

∂f

∂t
(x, t)dt− p∗ηA(t)

∫ +∞

−∞

∂f

∂t
(x, t)dt

)
= (−1)n+1p∗ηf(x, t)

car f est à support compact.

6. Sur les formes du type f(x, t)p∗η ∧ dt, deg η = n− 1, on a

(id−en−1πn)(f(x, t)p∗η∧dt) = f(x, t)p∗η∧dt−p∗η
(∫ +∞

−∞
f(x, t)dt

)
∧e(t)dt.

D'autre part,
dn−1Kn(f(x, t)p∗η ∧ dt)

= dn−1

(
p∗η

(∫ +∞

−∞
f(x, t)dt

)
− p∗ηA(t)

∫ +∞

−∞
f(x, t)dt

)
= p∗(dn−1η)

∫ t

−∞
f(x, t)dt+ (−1)n−1p∗ηf(x, t)

+(−1)n−1p∗η

(∫ t

−∞

∂f

∂t
(x, t)dt

)
dx− p∗(dn−1η)A(t)

∫ +∞

−∞
f(x, t)dt

−(−1)n−1p∗η

(
e(t)dt

∫ +∞

−∞
f(x, t)dt+ A(t)

(∫ +∞

−∞

∂f

∂x
(x, t)dt

)
dx

)
et

(Kn+1d
n)(f(x, t)p∗η ∧ dt)

= Kn+1

(
p∗(dη) ∧ f(x, t)dt+ (−1)n−1p∗η ∧ ∂f

∂x
dx ∧ dt

)
= p∗(dη)

∫ t

−∞
f(x, t)dt− p∗(dη)A(t)

∫ +∞

−∞
f(x, t)dt
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+(−1)n−1

(
p∗η

(∫ t

−∞

∂f

∂x
(x, t)dt

)
dx− p∗ηA(t)

(∫ +∞

−∞

∂f

∂x
(x, t)dt

)
dx

)
,

d'où le résultat.

Remarque 19. La dualité de Poincaré permet de retrouver ce résultat.

Exemple 8.

Hn
c (Rp) =

{
R si n = p
0 sinon

Ici, le morphisme Hp
c (Rp) → R est obtenu en itérant π∗ par intégration sur

Rp. Nous allons déterminer un générateur de Hp
n(Rp). On prend la fonction

constante égale à 1 que l'on itère avec e∗. On obtient e(x1)dx1 ∧ e(x2)dx2 ∧
· · ·∧e(xp)dxp. Un générateur deHp

c (Rp) est donc une forme du type α(x)dx1∧
· · · ∧ dxp avec

∫
Rp α(x)dx1 · · · dxp = 1. Le support de α peut être choisi aussi

petit que souhaité.

Remarque 20. La cohomologie à support compact n'est pas invariante par
homotopie.

Proposition-Dé�nition 4. (Degré d'une application propre)
Si f : Rn → Rn est lisse, propre, alors f ∗ : Hn

c (Rn) → Hn
c (Rn) est bien

dé�nie. Par la dimension, ce morphisme envoie un générateur (ie un élément
ω ∈ Zn

c (Rn) tel que
∫
Rn ω = 1) sur un multiple d'un générateur. On nomme

ce multiple le degré de f . Donc, si α est un générateur, f ∗α = (deg f)α d'où∫
Rn f

∗α = deg f . Alors
deg f ∈ Z.

Démonstration. On rappelle que p est un point critique de f : Rn → Rm si
Tpf : TpRn → Tf(p)Rm n'est pas surjective, on dit que f(p) est la valeur critique.
En particulier, un x /∈ Imf est une valeur régulière (ie non critique). On a
(voir Annexe)

Théorème 14. (Théorème de Sard)
L'ensemble des valeurs critiques d'une application lisse est de mesure nulle.
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1. Si f n'est pas surjective, alors deg f = 0. En e�et, comme f est propre,
alors Imf est fermé, donc si x /∈ Imf , alors il existe un voisinage ouvert
U de x tel que Imf ∩ U = ∅. Si on prend α un générateur à support
compact dans U , alors f ∗α = 0 et donc

deg f = 0 ∈ Z.

2. Si f est surjective, le théorème de Sard montre que presque tous les
points de l'image sont des valeurs régulières. Soit x ∈ Imf une valeur
régulière, alors Txf est surjective (et donc c'est un isomorphisme car
on est en dimension �nie), d'après le théorème d'inversion locale, f
est un di�éomorphisme local en x, donc f−1(x) est discret. Comme
f est propre, f−1(x) est �ni. Si α est un générateur à support dans
le voisinage de x, alors f ∗α est une n-forme di�érentielle proche de
f−1(x). Comme un di�éomorphisme conserve l'intégrale au signe près,
l'intégrale de f ∗α au voisinage d'un point de f−1(x) vaut ±1 et donc

deg f =

∫
Rn
f ∗α =

∑
f−1(x)

±1 ∈ Z.

11 Suites de Mayer-Vietoris

Soit M une variété lisse recouverte par deux de ses ouverts U, V (M =
U ∪ V ). On note

U ∩ VmM
iU

{{

q�
iV

##
U � q

jU ##

VM m

jV{{
M

Remarque 21. Si i : A ↪→ B est l'inclusion, alors i∗ : Ω∗(B) → Ω∗(A) est la
restriction des formes di�érentielles.
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Théorème 15. On pose

αn : Ωn(M) → Ωn(U)⊕ Ωn(V )
ω 7→ (j∗Uω, j

∗
V ω)

et
βn : Ωn(U)⊕ Ωn(V ) → Ωn(U ∩ V )

(ω, η) 7→ i∗Uω − i∗V η

Alors la suite

0 // Ω∗(M) α // Ω∗(U)⊕ Ω∗(V )
β // Ω∗(U ∩ V ) // 0

est exacte.

Démonstration. 1. Kerαn = 0. C'est évident.

2. Imαn = Kerβn. On a

βn(j∗Uω, j
∗
V ω) = (jU ◦ iU)∗ω − (jV ◦ iV )∗ω = i∗U∩V ω − i∗U∩V ω = 0

où iU∩V : U ∩ V ↪→ M . Donc Imαn ⊂ Kerβn. Si (ω, η) ∈ Kerβn, alors
i∗Uω = i∗V η donc ω et η coïncident sur U ∩ V , on peut donc poser la
forme di�érentielle sur M :

θ(x) :=

{
ω(x) si x ∈ U
η(x) si x ∈ V

et alors (ω, η) = αnθ, d'où le résultat.

3. βn surjectif : Soit {ρU , ρV } une partition de l'unité subordonnée au
recouvrement M = U ∪ V . Soit ω ∈ Ωn(U ∩ V ) et posons

η(x) :=

{
ρV (x)ω(x) si x ∈ U ∩ V

0 si x ∈ U \ suppρV

sur U et

θ(x) :=

{
−ρU(x)ω(x) si x ∈ U ∩ V

0 si x ∈ V \ suppρU

sur V , alors η ∈ Ωn(U), θ ∈ Ωn(V ) et ω = βn(η, θ).

En utilisant les Théorèmes 8 et 15, on obtient alors
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Théorème 16. (Mayer-Vietoris)
Si M est une variété di�érentielle lisse recouverte par deux ouverts U et V ,
on a la suite exacte longue de Mayer-Vietoris :

Hk+1(M) αn+1
// · · ·

Hk(M) αn // Hk(U)⊕Hk(V )
βn // Hk(U ∩ V )

δn

00

· · · βn−1
// Hk−1(U ∩ V )

δn−1

00

Remarque 22. α et β passent au quotient. On va donner rapidementδn en
suivant la construction du Théorème 8. Soit ω ∈ Zn(U ∩ V ). D'après le
Théorème 15, ω = βn(ξ), ξ = (ρV ω,−ρUω) ∈ Ωn(U)⊕Ωn(V ). Comme dω =
0 et dnβn = βn+1dn, on a βn+1dnξ = dnβnξ = dnω = 0., ie d(ρV ω) et −d(ρUω)

coïncident sur U ∩ V . Puis, dξ = αn+1(η) où η =

{
d(ρV ω) sur U
−d(ρUω) sur V

.

Comme dans le Théorème 8, cette construction assure dη = 0 : αn+2(dn+1η) =
dn+1αn+1η = dn+1dnξ = 0, et par injectivité, dη = 0. En�n, δn(ω) = η. Le
Théorème 8 montre alors que δn est bien dé�nie.

Exemple 9. (Cohomologie de S1 avec Mayer-Vietoris)
S1 est connexe, donc H0(S1) = R. Soient U := S1 \ {N} et V := S1 \ {S}.
Alors S1 = U ∪V et U et V ont une composante connexe et U ∩V en a deux,
donc H0(U) ' H0(V ) ' R et H0(U ∩ V ) ' R2. Nous avons donc la suite de
cohomologie de Mayer-Vietoris

0 // R // R2 β0
// R2 δ0 // H1(S1) // 0

D'après la Proposition 13, on a H1(S1) ' R.
Une analyse plus approfondie de la suite de Mayer-Vietoris nous donne un
générateur de H1(S1). L'application i∗U : Z0(U) ' R → Z0(U ∩ V ) ' R2

restreint une application constante aux deux composantes connexes de U ∩
V , donc i∗U(x) = (x, x). De même, i∗V : R → R2, y 7→ (y, y). Ensuite,
β0 : Z0(U) ⊕ Z0(V ) ' R2 → Z0(U ∩ V ) ' R2 est donnée par β0(x, y) =
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i∗U(x)− i∗V (y) = (x, x)− (y, y) = (x−y, x−y) donc Imβ0 = ∆ := {(x, x), x ∈
R}. Par exactitude de la suite, H1(S1) = Imδ0 ' R2/Kerδ0 = R2/Imβ0 =
R2/∆ = R, et on retrouve le résultat. Ensuite, H1(S1) = 〈ω〉 où ω 6= 0
car dim(H1(S1)) = 1. Un tel élément s'obtient en prenant δ0(a, b) où (a, b) /∈
Kerδ0 = Imβ0 = ∆. Par exemple, (a, b) = (1, 0). Soit f : S1 → R lisse valant 1
sur la première composante connexe de U∩V et 0 sur la seconde. Soit {ρU , ρV }
une partition de l'unité de S1 subordonnée au recouvrement {U, V }. Alors
β0(ρV f,−ρUf) = f|U∩V = (1, 0). Puis, δ0(1, 0) = δ0(β0(ρV f,−ρUf)) = η où

η =

{
d(ρV f) sur U
−d(ρUf) sur V

.

Exemple 10. (Cohomologie de Sn)
On a

Hk(S0) = Hk({±1}) =

{
R2 si k = 0
0 sinon

et Hk(S1) =

{
R si k = 0, 1
0 sinon

On va montrer par récurrence sur n ≥ 1 que

Hk(Sn) =

{
R si k = 0, n
0 sinon

n = 1 C'est déjà fait.
n− 1→ n. Par connexité ; H0(Sn) ' R et par dimension, Hk(Sn) = 0, ∀k >
n.
Soient U := Sn \ {N}, V := Sn \ {S}, et alors, pour 1 < k ≤ n, le morceau
de la suite de Mayer-Vietoris

Hk−1(U)⊕Hk−1(V ) // Hk−1(U ∩ V ) // Hk(Sn) // Hk(U)⊕Hk(V )

donne
0 // Hk−1(U ∩ V ) // Hk(Sn) // 0

puisque U et V dont le type d'homotopie du point.

Lemme 15. La sphère privée de deux points U ∩V = Sn \ {N,S} est di�éo-
morphe à Sn−1×]− 1, 1[.
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Démonstration. En e�et, l'application

Sn \ {N,S} → Sn−1×]− 1, 1[

(x0, . . . , xn) 7→
(

(x1,...,xn)√
1−x20

, x0

)
est un di�éomorphisme.

Comme ] − 1, 1[ est contractile, Sn−1×] − 1, 1[ et Sn−1 ont même type
d'homotopie et donc Hk−1(Sn−1) ' Hk−1(U ∩ V ). On en déduit que la suite

0 // Hk−1(Sn−1) // Hk(Sn) // 0

est exacte, ce qui permet de calculer Hk(Sn) pour 1 < k ≤ n. Il reste à
calculer H1(Sn), ce qui se fait en appliquant la Proposition 13 à la suite

0 // H0(Sn) // H0(U)⊕H0(V ) // H0(U ∩ V ) // H1(S1) // 0

et en remarquant que H0(U ∩ V ) = H0(Sn−1) = R.

Remarque 23. Soit n ≥ 1, comme Sn−1 ↪→ Rn \ {0} est une équivalence
d'homotopie, on en déduit que

Hk(Rn \ {0}) = Hk(Sn−1) =


R2 si k = 0, n = 1
R si k = 0, n− 1, (n > 1)
0 sinon

Exemple 11. (Cohomologie de PnC, n ≥ 1). PnC est une variété lisse,
ϕi(Ui) ⊂ Cn ' R2n (voir Annexe), c'est une variété de dimension 2n. Mon-
trons que

H2k(PnC) ' R et H2k+1(PnC) = 0, 0 ≤ k ≤ n.

Posons p := [1 : 0 : . . . : 0].

Lemme 16. L'application

j : Pn−1C → PnC \ {p}
[x1 : . . . : xn] 7→ [0 : x1 : . . . : xn]

est une équivalence d'homotopie.
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Démonstration. En e�et, posons

k : PnC \ {p} → Pn−1C
[x0 : . . . : xn] 7→ [x1 : . . . : xn]

Alors, k ◦ j = id et j ◦ k est homotope à idPn−1C par H(t, [x0 : . . . : xn]) =
[tx0 : x1 : . . . : xn].

Alors PnC = U ∪ V où U := {[x0 : x1 : . . . : xn] ∈ PnC ; x0 6= 0} et
V = PnC \ {p}. Alors U ∩ V = R2n \ {0} puisque

ϕ0 : U = U0 → Cn ' R2n

[x0 : . . . : xn] 7→
(
x1
x0
, . . . , xn

x0

)
est un di�éomorphisme qui envoie [1 : 0 : . . . : 0] sur 0. On procède alors par
récurrence sur n
Pour l'initialisation, le résultat est vrai pour n = 1 d'après ce qui précède
puisque P1C ' S2. Pour l'hérédité, supposons la propriété vraie au rang
n − 1, n > 1. Par connexité de PnC, H0(PnC) = R. Étudions la portion
suivante de la suite de Mayer-Vietoris

Hk−1(U ∩ V )Hk(PnC) // // Hk(U)⊕Hk(V ) // Hk(U ∩ V ) , 1 < k < 2n−1

qui donne
0 // Hk(PnC) // Hk(Pn−1C) // 0

ce qui permet de calculer Hk(PnC). Si k = 1,

0 // H0(PnC) // H0(U)⊕H0(V ) // H0(U ∩ V ) // H1(PnC) // H1(U)⊕H1(V ) // H1(U ∩ V ) // · · ·

donne

0 // R // R2 // R // H1(PnC) // H1(Pn−1C) // 0

et on conclut avec la Proposition 13.
Pour k = 2n− 1,

· · · // H2n−2(U ∩ V ) // H2n−1(PnC) // H2n−1(U)⊕H2n−1(V ) // · · ·

donne
0 // H2n−1(PnC) // 0
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En�n, pour k = 2n,

· · · // H2n−1(U)⊕H2n−1(V ) // H2n−1(U ∩ V ) // H2n(PnC) // H2n(U)⊕H2n(V ) // · · ·

donne
0 // H2n(PnC) // 0

ce qui permet de calculer H2n(PnC).

Théorème 17. Soit M une variété recouverte par deux ouverts U et V .
Posons

α(ω, η) = jU∗ω + jV ∗η et β(ω) = (iU∗ω,−iV ∗ω).

Alors, la suite

0 Ω∗c(M)oo Ω∗c(U)⊕ Ω∗c(V )αoo Ω∗c(U ∩ V )
βoo 0oo

est exacte.

Démonstration. Véri�ons la dernière étape. Si ω ∈ Ω∗(M), alors ω = α(ρUω, ρV ω)
et supp(ρUω) ⊂ suppρU∩suppω est compact comme fermé d'un compact dans
un espace séparé.

On en déduit :

Corollaire 7. Si M est une variété lisse recouverte par deux ouverts U, V ,
alors on a la suite exacte longue :

Hn+1
c (U ∩ V ) α // · · ·

Hn
c (U ∩ V ) α // Hn

c (U)⊕Hn
c (V )

β // Hn
c (M)

δn

00

· · · β // Hn−1
c (M)

δn−1

00

57



12 Recouvrements simples

Dé�nition 27. 1. Un recouvrement simple est un recouvrement ouvert
d'une variété dont les intersections non vides sont contractiles.

2. Une variété est dite de type �ni si elle admet un recouvrement simple
�ni.

3. Soient U = (Ui)i∈I et V = (Vj)j∈J deux recouvrements ouverts d'un
espace topologique. On dit que V est un ra�nement de U et on note
U ≤ V si tout Vj est contenu dans un Ui, ie il existe une application
ϕ : J → I telle que ∀j ∈ J, Vj ⊂ Uϕ(j).

Théorème 18. Tout recouvrement ouvert d'une variété admet un ra�ne-
ment simple.

Démonstration. SoitM une variété lisse. D'après le Théorème de plongement
de Whitney, on peut supposer que M est une sous-variété lisse de RN avec
sa structure euclidienne usuelle. Pour tout x ∈ M , TxM est un sous-espace
vectoriel de RN et on considère la projection linéaire πx : RN � TxM .

Lemme 17. Pour tout x ∈M , il existe un voisinage ouvert (pour la topologie
induite) U de x tel que, pour tout y ∈ U :

1. πy : U → Uy = πy(U) est un di�éomorphisme,

2. Pour tous z1, z2 ∈ U, d(z1, z2) ≤ 2d(πy(z1), πy(z2)),

3. Pour tout z0 ∈ U , l'application

hy,z0 : Uy → R
πy(z) 7→ (d(z, z0))2

est convexe.

Démonstration. 1. Par un changement de repère, on peut supposer que
RN = TxM ⊕E, de coordonnées (t, w) et alors TxM est le plan w = 0.
D'après le théorème d'inversion locale (Annexe), il existe un ouvert
U tel que πx : U → πx(U) soit un di�éomorphisme. La réciproque
f : V → U est un paramétrage w = f(t) de M au voisinage de x par
un voisinage de 0 dans TxM . Donc f(0) = 0 et comme TxM = {w = 0},
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dfx = 0. Donc w = o(t). Soit y ∈ U , alors y = (t, f(t)) alors par l'espace
tangent au graphe d'une fonction TYM = {t + h ; f(t) + dft(h)}. Il
existe ε > 0 tel que sur le voisinage, ||df || < ε, donc py est injectif.
Soit z ∈ U , alors d(py)z : TzM → TyM coïncide avec la projection
orthogonale TzM → TyM ; py : M ↪→ RN → TyM donc d(py)z =
TzM ↪→ RN → TyM . Donc py est un di�éomorphisme sur U .

2. Comme précédemment, on suppose RN = TyM ⊕ E et M s'écrit
{(t, w) ; w = f(t)} avec f(0) = 0 et TyM = {w = 0}, donc dfy = 0.
Et ainsi, w = o(t). Il existe ε > 0 tel que ||w|| < ε||t|| pour tout z =
(t, w) ∈ U . Quitte à prendre U assez petit pour que ε soit assez petit,
pour tous z1 = (t1, w1), z2 = (t2, w2) ∈ U , on a d(z1, z2) ≤ 2d(t1, t2).

3. La hessienne de hx,x en x est l'identité. On peut prendre U assez petit
pour que la hessienne soit aussi proche que l'on veut du cas précédent.
On conclut en remarquant qu'une application lisse est convexe si et
seulement si sa hessienne est positive.

Comme tout recouvrement ouvert admet une partition de l'unité subor-
donnée, tout recouvrement ouvert admet un ra�nement (Vi)i∈I localement
�ni dont les ouverts dont relativement compacts. On suppose que les Vi sont
des ouverts de M pour la topologie induite. Dans la suite, on travaille dans
la topologie induite sur M . Pour tout i ∈ I, Vi est recouvert par un nombre
�ni d'ouverts (Uj) véri�ant les propriétés du Lemme précédent, par rela-
tive compacité. Notons ri le nombre de Lebesgue du recouvrement (Uj) (ie
∀x ∈ Vi, ∃j0 ; B(x, ri) ⊂ Uj0). Comme Vi est ouvert, on peut supposer
B(x, ri) ⊂ Vi (quitte à intersecter les Uj avec Vi), en particulier, B(x, ri) est
relativement compacte. Comme B(x, ri) ⊂ Uj0 , B(x, ri) hérite des propriétés
1. 2. et 3. du Lemme 17.

Lemme 18.

∀x ∈ Vi,
{
y ∈ TxM ; d(y, x) <

ri
2

}
⊂ πx(B(x, ri)).

Démonstration. En e�et, soit z′ ∈ ∂πx(B(x, ri)), alors z′ = lim z′i, z
′
i =

πx(zi), zi ∈ B(x, ri). Par relative compacité de B(x, ri), on peut extraire
une sous-suite zσ(i) convergeant vers z ∈ B(x, ri) et par continuité, z′ =
πx(z). D'après 1., tout point intérieur de B(x, ri) s'envoie sur un point in-
térieur, donc z ∈ ∂B(x, ri), donc d(x, z) = ri et d'après 2., d(x, z′) =
d(πx(x), πx(z)) ≥ ri

2
.
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Lemme 19. Soient x ∈ Vi, r ≤ ri
4
, alors pour tout y ∈ B(x, r), πx :

B(y, r)→ TxM induit un di�éomorphisme sur un convexe.

Démonstration. En e�et, soient z′1, z
′
2 ∈ πx(B(y, r)), alors z′1 = πx(z1) et z′2 =

πx(z2) avec d(zk, y) < r ⇒ d(zk, x) < 2r puisque d(x, y) < r. Comme une
projection diminue les distances, d(z′k, x) = d(πx(zk), πx(x)) ≤ d(zk, x) < 2r.
Donc, pour tout z′ ∈ [z′1, z

′
2], d(z′, x) = ||z′1t + z′2(1 − t) − x(t + (1 − t))|| <

td(z′1, x) + (1 − t)d(z′2, x) < 2tr + 2(1 − t)r = 2r. D'après le Lemme 18,
z′ ∈ πx(B(x, ri)). D'après le 3. du Lemme 17,

πx(B(x, ri)) → R
z′ = πx(z) 7→ (d(z, y))2

est convexe, et comme en z′1 et z′2 la fonction est inférieure à r2, il en va de
même pour tout z′ ∈ [z′1, z

′
2].

Construction du recouvrement :
On recouvre chaque Vi par un nombre �ni (relative compacité) de B

(
xi,j,

ri
4

)
,

on obtient ainsi un ra�nement de (Vi) et donc du recouvrement initial. En-
suite, ce recouvrement est localement �ni car (Vi) l'est. Montrons que ce
recouvrement est simple. Soit x ∈ Z :=

⋂
�niB

(
xi,j

ri
4

)
. Alors, chaque boule

de l'intersection est de la forme B(y, s), s < r, y ∈ B(x, r) et sur cette boule,
πx est un di�éomorphisme. D'après le Lemme 19, chaque πx

(
B
(
xi,j

ri
4

))
est

convexe, et donc l'image de Z par πx est convexe comme intersection �nie
de convexes. L'homotopie se relève par le di�éomorphisme πx et ainsi Z est
convexe.

Corollaire 8. Toute variété di�érentielle lisse admet un recouvrement simple.
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13 Dimension �nie de la cohomologie de De

Rham

Théorème 19. SiM est une variété de type �ni, alors Hn(M) est de dimen-
sion �nie pour tout n ∈ N. Autrement dit, H∗(M) est de dimension �nie.
C'est vrai en particulier si M est compacte.

Démonstration. On procède par récurrence sur le cardinal d'un recouvrement
simple de M .
Si ce cardinal est 1, M est contractile et on a le résultat.
Supposons le résultat vrai pour toute variété ayant un recouvrement simple
de moins de p ouverts et soit M une variété admettant un recouvrement
simple {U0, . . . , Up} et p+ 1 éléments. Alors V :=

⋃
0≤i≤p−1 Ui est un ouvert

admettant un recouvrement simple {U0, . . . , Up−1}, ainsi, sa cohomologie est
de dimension �nie. Up est contractile, sa cohomologie est donc de dimension

�nie. Et en�n, V ∩ Up =
(⋃

0≤i≤p−1 Ui

)
∩ Up est un ouvert admettant {U0 ∩

Up, . . . , Up−1∩Up} comme recouvrement simple. Ainsi, sa cohomologie est de
dimension �nie. CommeM = V ∪Up, la suite exacte longue de Mayer-Vietoris

0 // H0(M) // H0(Up)⊕H0(V ) // · · ·

nous indique queH0(M) est isomorphe à un sous-espace vectoriel deH0(Up)⊕
H0(V ). Pour k > 0, étudions la portion suivante de la suite de Mayer-
Vietoris :

· · · // Hk−1(V ∩ Up) δk−1
// Hk(M) αk // Hk(Up)⊕Hk(V ) // · · ·

Nous obtenons que

Hk(M) ' Ker(αk)⊕ Im(αk) = Im(δk−1)⊕ Im(αk),

ce qui permet de conclure.

Remarque 24. En adaptant la preuve précédente (ou simplement en remar-
quant que H∗c (M) est une sous-algèbre de H∗(M)), on a que siM est de type
�ni, alors H∗c (M) est de dimension �nie.
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Dé�nition 28. Si M est une variété de type �ni, les dimensions

bp(M) := dim(Hp(M))

s'appellent les nombres de Betti de M .

14 Dualité de Poincaré

Pour une variété di�érentielle orientéeM de dimension n et pour un entier
k, on considère l'application bilinéaire

PkM : Hk(M)×Hn−k
c (M) → R

(ω, η) 7→
∫
M
ω ∧ η

qui est bien dé�nie car ∧ et
∫
M

passent à la cohomologie. L'application PkM
induit une application linéaire

DkM : Hk(M) → Hn−k
c (M)∗

ω 7→
(
η 7→

∫
M
ω ∧ η

)

Théorème 20. (Dualité de Poincaré)
Soit M une variété orientée et soit 0 ≤ k ≤ n un entier. Alors DkM est un
isomorphisme. Ainsi

Hk(M) ' Hn−k
c (M)∗.

Nous aurons besoin du lemme suivant : Si U, V sont deux ouverts de M ,

nous avons les suites de Mayer-Vietoris suivantes :

· · · δk−1
// Hk(U ∪ V ) // Hk(U)⊕Hk(V ) // Hk(U ∩ V )

δk // Hk+1(U ∪ V ) // · · ·

et

· · · Hn−k
c (U ∪ V )

δn−k
coo Hn−k

c (U)⊕Hn−k
c (V )oo Hn−k

c (U ∩ V )oo Hn−k−1
c (U ∪ V )

δn−k−1
coo · · ·oo
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En remplaçant δk par (−1)k+1δk et en passant au dual de la seconde ligne,
nous obtenons le diagramme suivant dont les lignes sont exactes :

· · ·
(−1)kδk−1

// Hk(U ∪ V )
αk

//

Dk
U∪V
��

Hk(U)⊕Hk(V )
βk

//

Dk
U⊕D

k
V

��

Hk(U ∩ V )
(−1)k+1δk//

Dk
U∩V
��

Hk+1(U ∪ V ) //

Dk+1
U∪V
��

· · ·

· · · // Hn−k
c (U ∪ V )∗

tαn−k

// Hn−k
c (U)∗ ⊕Hn−k

c (V )∗
tβn−k

// Hn−k
c (U ∩ V )∗

tδn−k−1
c

// Hn−k−1
c (U ∪ V )∗ // · · ·

Lemme 20. Ce diagramme commute.

Démonstration. La commutativité des deux premiers carrés est aisée à véri-
�er. Intéressons-nous au troisième carré. Rappelons que si ω ∈ Hk(U ∩ V )
avec dω = 0, alors δk(ω) = η ∈ Hk+1(U ∪ V ) où dη = 0 et telle que
η|U = d(ρV ω) et η|V = −d(ρUω). De même, si θ ∈ Hn−k−1(U ∪ V ) avec
dθ = 0, alors δn−k−1

c (θ) = τ ∈ Hn−k
c (U ∩ V ) avec dτ = 0 et telle que

(iU∗τ,−iV ∗τ) = (d(ρUθ), d(ρV θ)) en notant que comme iU : U ∪V ↪→ U , iU∗τ
est l'extension de τ par 0 sur U . Remarquons que comme ω et τ sont fermées,
on a d(ρV ω) = (dρV )ω et d(ρUω) = (dρU)ω. Ainsi,

(tδn−k−1
c ◦ DkU∩V (ω))(θ)

=

∫
U∩V

ω ∧ τ = −
∫
U∩V

ω ∧ (dρV )θ = (−1)k+1

∫
U∩V

(dρV )ω ∧ θ

= (−1)k+1

∫
U∩V

η ∧ θ (car suppη ⊂ U ∪ U) = (−1)k+1(Dk+1
U∪V ◦ δ

k(ω))(θ).

Remarque 25. On peut supposer que M admet une base dénombrable stable
par intersection �nie. Soit B une base deM , alors B′ = {U1∩· · ·∩Um, Ui ∈ B}
est encore une base dénombrable. Jusqu'à la �n de la preuve de la dualité de
Poincaré, si B est une base dénombrable de M , stable par intersection �nie,
alors on note Bf l'ensemble des ouverts de M qui s'écrivent comme union
�nie d'éléments de B et Bs l'ensemble des ouverts de M qui sécrivent comme
union (dénombrable) d'éléments disjoints de B.

63



Lemme 21. Si, pour tout O ∈ B et pour tout k, DkO est un isomorphisme,
alors, pour tout O ∈ Bf et tout k, DkO est un isomorphisme.

Démonstration. Tout élément de Bf s'écrit O =
⋃
l≤i≤mOi, Oi ∈ B. On

procède par récurrence sur m.
Si m = 1, c'est vrai par hypothèse.
Supposons le résultat vrai pour tout ouvert de Bf , réunion d'au plus m− 1
éléments de B et soit O =

⋃
1≤i≤mOi ∈ B. Posons U :=

⋃
1≤i≤m−1Oi, V :=

Om, alors U ∩ V = (O1 ∩ Om) ∪ · · · ∪ (Om−1 ∩ Om) et le résultat est vrai
pour U, V et U ∩ V par hypothèse de récurrence et donc pour U ∪ V = O
en appliquant le Lemme des cinq (Proposition 14) au diagramme du Lemme
20.

Lemme 22. Si, pour tout O ∈ B et pour tout k, DkO est un isomorphisme,
alors il en est de même pour tout O ∈ Bs et tout k.

Démonstration. Soit O ∈ Bs, alors O =
⊔∞
i=0Oi, Oi ∈ B. D'après l'exemple

4-2), on a Hk(O)
∼→
∏∞

i=0H
k(Oi). De même, d'après l'exemple 6, on a⊕∞

i=0H
n−k
c (Oi)

∼→ Hn−k
c (O), qui induit, en passant au dual, Hn−k

c (O)∗
∼→∏∞

i=0 H
n−k
c (Oi)

∗. On véri�e que le diagramme suivant commute :

Hk(O)
DkO //

∼
��

Hn−k
c (O)∗

∼
��∏∞

i=0H
k(Oi)

∼∏
iDkOi

//
∏∞

i=0 H
n−k
c (Oi)

∗

Ce qui permet de conclure.

Lemme 23. Tous les ouverts de M sont contenus dans ((Bf )s)f (il s'agit de
l'ensemble des ouverts de M).

Démonstration. Soit O ⊂M un ouvert, alors O est une variété. Soit (Vn)n∈N
la suite d'ouverts de la Proposition 1 pour O. Nous allons construire une
suite d'ouverts (Wn)n∈N véri�ant :
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1.
Vn ⊂

⋃
m≤n

Wm ⊂ Vn+1 ⇒
⋃
n∈N

Wn = ∅,

2.
Wn ∈ Bf ,

3.
Wn ∩Wn+2 = ∅, ∀n ∈ N.

V1 est ouvert donc V1 s'écrit comme une réunion d'ouverts de B, on extrait
un nombre �ni de ces ouverts recouvrant V0, et on note W0 la réunion de ces
ouverts. Supposons Wm construits, pour m < n. Alors Vn \

⋃
m<nWm est un

compact inclus dans l'ouvert Vn+1 \ Vn−1, cet ouvert s'écrit comme réunion
d'éléments de B dont on extrait un recouvrement �ni de Vn \

⋃
m<nWm et

on note Wn la réunion des ouverts de ce recouvrement. On a bien, pour tout
n ∈ N, Wn ∈ Bf . Le premier point est ainsi vrai car

⋃
m≤n

Wm = Wm ∪
⋃
m<n

Wm ⊃

(
Un \

⋃
m<n

Wm

)
∪
⋃
m<n

Wm = Un.

Le troisième point est vrai car

Wn ⊂ Vn+1 \ Vn−1 et Wn+2 ⊂ Vn+3 \ Vn+1

et car ces ensembles sont disjoints. En�n, posons

U1 :=
⊔
n∈N

W2n ∈ (Bf )s

et
U2 =

⊔
n∈N

W2n+1 ∈ (Bf )s,

alors O = U1 ∪ U2 ∈ ((Bf )s)f .
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Démonstration. (de la dualité de Poincaré)

1. M = Rn :
Comme

H∗(Rn) =

{
R si k = 0
0 sinon

et

H∗c (Rn) =

{
R si k = n
0 sinon

,

il su�t de véri�er que D0
Rn : H0(Rn)→ Hn

c (Rn)∗ est un isomorphisme.
D'après les dimensions, il su�t de véri�er que D0

Rn 6= 0. Or,

(D0
Rn(1)(η) =

∫
Rn
η,

donc D0
Rn(1) 6= 0 et D0

Rn 6= 0 (prendre η = fdx1 ∧ · · · ∧ dxn avec f à
support compact).

2. M est un ouvert de Rn :
Les ensembles O := {x ∈ Rn ; ai < xi < bi} forment une base stable par
intersection �nie pour le topologie usuelle de Rn et sont di�éomorphes
à Rn par f : Rn → O. Comme f−1 est propre, on peut considérer
(f−1)∗ : H∗c (Rn) → H∗c (O). On véri�e alors que le diagramme suivant
commute

Hk(O)
f∗

∼
//

DkO
��

Hk(Rn)

DkRn∼
��

Hn−k
c (O)∗ ∼

t((f−1)∗)
// Hn−k

c (Rn)∗

Et d'après de 1) (pour DkRn) et d'après les Lemmes précédents, la dua-
lité de Poincaré est vraie pour tout ouvert de Rn et DkRn est un isomor-
phisme.

3. M est une variété orientée de dimension n :
Remarquons que M admet une base dénombrable stable par intersec-
tion �nie dont les ouverts sont di�éomorphes à des ouverts de Rn (on
prend B une base dénombrable stable par intersection �nie et A l'en-
semble des cartes d'un atlas, alors B′ = {U ∩V1∩· · ·∩Vk, U ∈ B, Vi ∈
A} convient : si O est un ouvert et si x ∈ O, il existe U ∈ B tel que
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x ∈ U ⊂ O et il existe V ∈ A tel que x ∈ V et donc x ∈ V ∩ U ⊂ O).
Ainsi, d'après le cas précédent et avec un diagramme commutatif simi-
laire, on voit que tout ouvert de cette base véri�e la dualité de Poincaré.
Donc, d'après les Lemmes précédents, tout ouvert de M , et donc M
elle-même, véri�ent la dualité de Poincaré ; ce qu'il fallait démontrer.

Remarque 26. En général, on n'a pas H∗c (M) ' Hn−k(M)∗, car le dual d'une
somme directe est un produit directe mais le dual d'un produit direct n'est
pas une somme directe.

Corollaire 9. Si M est une variété connexe et orientée de dimension n,
alors

Hn
c (M) ' R

et

Hn(M) =

{
R si M est compacte
0 sinon

.

Démonstration. La première égalité est évidente et donne la seconde si M
est compacte. Supposons donc M non compacte, alors Hn(M) ' H0

c (M)∗

et H0
c (M) ' 0 puisque les formes constantes sur M ne sont pas à support

compact par connexité de M .

Remarque 27. On retrouve le Lemme de Poincaré à support compact :

Hk
c (M)∗ ' Hn−k(M) ' Hn−k(M × R) ' Hk+1

c (M × R)∗

puisque R est contractile, et donc

Hk
c (M) ' Hk+1

c (M × R).

Corollaire 10. Si M est une variété compacte et orientée de dimension
n ≥ 1, alors, pour tout 0 ≤ k ≤ n, on a l'isomorphisme linéaire

Hk(M) → Hn−k(M)∗

ω 7→
(
η 7→

∫
M
ω ∧ η

)
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Corollaire 11. Soit M une variété compacte, connexe et orientée de dimen-
sion n ≥ 1, alors on a l'isomorphisme linéaire

Hn(M) → R
ω 7→

∫
M
ω

Démonstration. On applique le Corollaire précédent pour k = 0, alors

H0(M) ' R.

Corollaire 12. Si M est compacte, connexe, orientée, de dimension n, alors

∀ω ∈ Ωn(M),

∫
M

ω = 0 ⇔ ω ∈ Bn(M).

Corollaire 13. SoitM une variété connexe et orientée de dimension n, alors
on a l'isomorphisme linéaire

ϕ : Hn
c (M) → R
ω 7→

∫
M
ω

Démonstration. On a l'isomorphisme

D0
M : R ' H0(M) → Hn

c (M)∗

λ 7→
(
ω 7→ λ

∫
M
ω
)

et ϕ = D0
M(1), donc ϕ 6= 0 et c'est un isomorphisme car dim(Hn

c (M)∗) =
1.

Remarque 28. Le résultat change complètement si M n'est pas orientable.
On peut même montrer que dans ce cas, Hn

c (M) = {0}.
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Exemple 12. (Structure d'anneau de H∗(P∗C)).
Le dualité de Poincaré va nous permettre de calculer la structure d'anneau
de

H∗(PnC) =
∞⊕
n=0

H∗(PnC).

On va montrer que
H∗(PnC) ' R[u]/(un+1),

avec u de degré 2. Cela signi�e que si u est un générateur de H2(PnC) (ie
6= 0), alors uk 6= 0 pour k ≤ n. On montre ce résultat par récurrence sur n :
Pour n = 1, c'est immédiat.
Supposons la propriété vraie pour n− 1 :

H∗(Pn−1C) ' R[v]/(vn)

Lemme 24. L'inclusion j : Pn−1C→ pnC du Lemme 16 (exemple 11) induit
un isomorphisme

j∗ : Hk(PnC)
∼→ Hk(Pn−1C), k < 2n.

Démonstration. Nous avons en e�et vu ce résultat dans la preuve de l'exemple
11 :

0 // Hk(PnC)
j∗ // Hk(Pn−1C) // 0

est exacte pour 1 < k < 2n − 1, utiliser ensuite H2n−1(PnC) = 0 pour
k = 2n et pour k = 1, il su�t de remarquer que H0(U) → H0(U ∩ V ) est
surjective. Au passage, on note que pour k = 2n, on avait H2n−1(S2n−1) '
H2n(PnC).

Il existe donc u ∈ H2(PnC) tel que j∗(u) = v. Ensuite, pour k < n, on a
j∗(uk) = (j∗(u))k = vk 6= 0 donc uk 6= 0. D'après la dualité de Poincaré, on
a l'isomorphisme

D2(n−1) : H2(n−1)(PnC)→ H2(PnC)∗

donné par
D2(n−1)(ω)(u) = ωu.

Il doit être non nul pour tous les ω 6= 0, en particulier pour ω = un−1, donc
un 6= 0.
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15 Théorème de Künneth

Soient M et N deux variétés di�érentielles. On considère les projections
πM et πN :

M ×N

πMzzzz
πN $$ $$

M N

Alors, l'application bilinéaire

Ω∗(M)× Ω∗(N) → Ω∗(M ×N)
(ω, η) 7→ π∗Mω ∧ π∗Nη

induit le morphisme d'algèbres graduées

κ : Ω∗(M)⊗R Ω∗(N)→ Ω∗(M ×N).

On véri�e qu'il sagit d'un morphisme de complexes de cochaînes : si ω ∈
Ωn(M), η ∈ Ωm(N) alors

κ(dn+mω ⊗ η) = κ((dnω)⊗ η + (−1)nω ⊗ (dmη))

= π∗M(dnω) ∧ π∗Nη + (−1)nπ∗Mω ⊗ π∗N(dmη)

= (dn(π∗Mω)) ∧ π∗Nη + (−1)nπ∗Mω ∧ (dm(π∗Nη))

= dm+n(π∗Mω ∧ π∗Nη) = dn+mκ(ω ⊗ η),

donc
κ ◦ d = d ◦ κ

et donc κ passe à la cohomologie en

κ : H∗(Ω∗(M)⊗R Ω∗(N)) ' H∗(M)⊗R H
∗(N) → H∗(M ×N)

ω ⊗ η 7→ π∗Mω ∧ π∗Nη

On remarque que κ : Ω∗(M) × Ω∗(N) → Ω∗(M × N) se restreint en κc :
Ω∗c(M) × Ω∗c(N) → Ω∗c(M × N) (car suppκ(ω, η) ⊂ suppω × suppη) qui
induit aussi un morphisme d'algèbres graduées :

κc : H∗c (M)⊗R H
∗
c (N)→ H∗c (M ×N).
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Théorème 21. (Théorème de Künneth à support compact)
Soient M,N deux variétés lisses. Alors, l'application

κc : H∗c (M)⊗H∗c (N)→ H∗c (M ×N)

est un isomorphisme d'algèbres graduées.

Remarque 29. Si M et N sont compactes, alors

H∗(M)⊗H∗(N) ' H∗(M ×N).

On reprend les notations de la remarque 25 :
Si B désigne une base dénombrable de M stable par intersection �nie, on
note Bf l'ensemble des unions �nies d'éléments de B et Bs l'ensemble des
unions disjointes d'éléments de B.

Lemme 25. Si, pour tout O ∈ B, κc : H∗c (O) ⊗ H∗c (N) → H∗c (O × N) est
un isomorphisme, alors il en est de même pour tout O ∈ Bf .

Démonstration. Un ouvert O ∈ Bf s'écrit O =
⋃

1≤i≤m Ui, Ui ∈ B. On e�ec-
tue une récurrence sur m :
Si m = 1, il n'y a rien à démontrer.
Soit O = U1 ∪ · · · ∪ Um, Ui ∈ B. Posons U = U1 et V = U2 ∪ · · · ∪ Um. Alors
W := U ∩V = (U1∩U2)∪· · ·∪(U1∩Um), U1∩Ui ∈ B. On a la propriété pour
U, V,W par hypothèse de récurrence. Considérons les suites exactes courtes
de Mayer-Vietoris :

0 // Ω∗c(W ) // Ω∗c(U)⊕ Ω∗c(V ) // Ω∗c(O) // 0

et

0 // Ω∗c(W ×N) // Ω∗c(U ×N)⊕ Ω∗c(V ×N) // Ω∗c(O ×N) // 0 ,

alors, en prenant le produit tensoriel de la première suite par Ω∗c(N), on
obtient le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes :

0 // Ω∗c(W )⊗ Ω∗c(N) //

κc

��

(Ω∗c(U)⊗ Ω∗c(N))⊕ (Ω∗c(V )⊗ Ω∗c(N)) //

κc⊗κc

��

Ω∗c(O)⊗ Ω∗c(N) //

κc

��

0

0 // Ω∗c(W ×N) // Ω∗c(U ×N)⊕ Ω∗c(V ×N) // Ω∗c(O ×N) // 0
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On conclut en appliquant le Lemme des cinq (Proposition 14) dans le dia-
gramme de cohomologie dont les lignes sont exactes, déduit du diagramme
précédent puisque κc : H∗c (W ) ⊗ H∗c (N) → H∗c (W × N), κc : H∗c (U) ⊗
H∗c (N) → H∗c (U × N) et κc : H∗c (V ) ⊗ H∗c (N) → H∗c (V × N) sont des
isomorphismes.

Lemme 26. Si B est une base dénombrable stable par intersection �nie de
M et si κc : H∗c (O) ⊗H∗c (N) → H∗c (O ×N) est un isomorphisme pour tout
O ∈ B, alors il en est de même pour tout O ∈ Bs.

Démonstration. Si O =
⊔
n∈NOn, on construit à l'aide de l'exemple 6 le

diagramme commutatif suivant :

∞⊕
n=0

(H∗c (On)⊗H∗c (N))
⊕κc //

∼ϕ

��

∞⊕
n=0

H∗c (On ×N)

∼
��

H∗c (O)⊗H∗c (N) κc
// H∗c (O ×N)

où ϕ est la composée

∞⊕
n=0

(H∗c (On)⊗H∗c (N))
∼→

(
∞⊕
n=0

H∗c (On)

)
⊗H∗c (N)

∼→ H∗c (O×N)⊗H∗c (N).

Comme par hypothèse, les applications

κc : H∗c (On)⊗H∗c (N)→ H∗c (On ×N)

sont des isomorphismes, le lemme est démontré.

Lemme 27. Si κc : H∗c (O) ⊗ H∗c (N) → H∗c (O × N) est un isomorphisme
pour tout O ∈ B, il en est de même pour tout ouvert O de M .

Démonstration. Cela résulte des Lemmes 23, 25 et 26.
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Démonstration. (du théorème 21)

1. Si M est un ouvert de Rn et N quelconque :
Les ensembles O := {x ∈ Rn ; ai < xi < bi} forment une base dénom-
brable stable par intersection �nie pour la topologie usuelle de Rn et
sont di�éomorphes à Rn. Ainsi, d'après le Lemme de Poincaré, le théo-
rème est vrai pour les ouverts. On déduit du Lemme 27 que le théorème
est vrai pour M .
M et N sont quelconques :
Soit B est une base dénombrable et stable par intersection �nie de M
et dont les ouverts sont di�éomorphes à des ouverts de Rn (voir la
preuve de la Dualité de Poincaré pour l'existence). Alors, d'après le
point précédent, le résultat est vrai pour chaque élément de la base de
M et donc pour tout ouvert de M d'après le Lemme 27, et donc en
particulier pour M .

Remarque 30. Le résultat est faux sans support compact car la cohomologie
d'une union disjointe est un produit direct et non une somme directe.

Dé�nition 29. Soit B un espace topologique. Un revêtement de B est la
donnée d'un espace topologique E et d'une application continue p : E → B
ayant la propriété de trivialisation locale :
Pour tout b ∈ B, il existe un voisinage V de b et un espace discret (muni de la
topologie discrète) F 6= ∅ ainsi qu'un homéomorphisme Φ : p−1(b)→ V × F
rendant commutatif le diagramme :

p−1(V ) Φ //

p
##

V × F

π
||||

V

B est appelé la base, E est l'espace total, F est la �bre et Φ est la
trivialisation locale du revêtement au-dessus de F .

Remarque 31. Selon la célèbre métaphore d'Henri Cartan, si on pense à V
comme à un disque, p−1(V ) est une "pile d'assiettes".
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Exemple 13. 1. Le revêtement trivial est B × F � B où F est discret.

2. t 7→ e2iπt de R dans S1 est un revêtement.

On véri�e alors que : Si B est connexe et si p a une �bre �nie, toutes les
�bres de p sont �nies et ont même cardinal, appelé nombre de feuillets du
revêtement.
Soit M une variété. On pose

M := {(x, µ) ∈M × (Bx/ ∼)} 'M × {0, 1}

où Bx/ ∼' {0, 1} est l'ensemble des bases de TxM quotienté par la relation
d'équivalence : "le déterminant de la matrice de passage est (strictement)
positif", c'est donc l'ensemble des orientations de TxM .
Soit {(Uα, ϕα)} un atlas maximal de M et, pour tout α, considérons ψα :
ϕα(Uα)→M où ψα(x) = (ϕ−1

α (x), (Txϕ
−1(ei))i). Alors ψα est un homéomor-

phisme sur son image Uα de réciproque ϕα. On peut montrer que {(Uα, ϕα)}
dé�nit une structure di�érentielle orientable sur M .
On véri�e alors aisément que p : M →M est lisse et surjective.

Proposition 19. p : M →M est un revêtement à deux feuillets.

Démonstration. Soit x ∈M et soit (U,ϕ) une carte en x, alors

p−1(U) = V1 t V2

où les ouverts V1 et V2 sont donnés par

V1 := {(p, µp) ; p ∈ U} et V2 := {(p,−µp) ; p ∈ U}

où
µp := [(Tϕ(p)ϕ

−1(ei))i].

Les Vi sont donc des cartes de M et ainsi p|Vi : Vi → U est un di�éomor-
phisme.

Théorème 22. (Théorème de Künneth)
Soient M et N deux variétés di�érentielles lisses telles que dimH∗(M) <∞
ou dimH∗(N) <∞. Alors, on a l'isomorphisme

κ : H∗(M)⊗H∗(N)→ H∗(M ×N).
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Lemme 28. Soient M,N deux variétés orientées et munissons M × N de
l'orientation produit. Alors le diagramme suivant commute :

H∗(M)⊗H∗(N) κ //

(DM⊗DN )◦ε ∼
��

H∗(M ×N)

∼ DM×N
��

H∗c (M)∗ ⊗H∗c (N)∗

i **

H∗c (M ×N)∗

κ∗cuu
(H∗c (M)⊗H∗c (N))∗

où D sont les dualités de Poincaré, ε l'automorphisme linéaire de H∗(M)⊗
H∗(N) donné par

ε(α⊗ β) = (−1)(dimM−degα) deg βα⊗ β,

et où i est l'inclusion canonique.

Démonstration. Il su�t d'appliquer le Théorème de Fubini pour les variétés
(Théorème 6) puisque κ(ω ⊗ η) = ω × η sur les formes di�érentielles.

Dé�nition 30. 1. Si p : E → B et p′ : E ′ → B′ sont deux revêtements,
on appelle morphisme de revêtements de p dans p′ tout couple d'appli-
cations continues H : E → E ′ et h : B → B′ telles que le diagramme
suivant commute :

E
H //

p

��

E ′

p′

��
B

h
// B′

2. Si H et h sont des homéomorphismes, on parle d'isomorphisme.

3. Si E = E ′, B = B′ et h = idB, on dit que H est un automorphisme.
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Démonstration. (du théorème de Künneth)

1. Si M et N sont orientables : D'après le Lemme 28, puisque κc est un
isomorphisme, nous devons juste montrer que i est surjective, ce qui
est le cas puisque H∗c (M)∗ ' H∗(M) ou H∗c (N)∗ ' H∗(N) est de
dimension �nie.

2. Si M n'est pas orientable et N orientable :
Soit p : M → M le revêtement orientable à deux feuillets de M . Alors
M ×N est un revêtement orientable à deux feuillets de M ×N . Consi-
dérons τ : M →M l'automorphisme de revêtement non trivial.
Le diagramme suivant commute :

H∗(M)⊗H∗(N) κ
∼
// H∗(M ×N)

H∗(M)⊗H∗(N)

τ∗⊗id

OO

∼
κ
// H∗(M ×N)

(τ×id)∗

OO

Et donc, κ se restreint en un isomorphisme

κ : H∗+(M)⊗H∗(N)→ H∗+(M ×N),

où
H∗+(M) := {ω ∈ H∗(M) ; τ ∗ω = ω}.

On obtient le diagramme commutatif :

H∗+(M)⊗H∗(N) κ
∼
// H∗(M ×N)

H∗(M)⊗H∗(N)

p∗⊗id ∼
OO

κ
// H∗(M ×N)

∼ (p×id)∗

OO

d'où le résultat.
Les autres cas se montrent de façon analogue.

Exemple 14. 1. (Tore) Soit T := S1×S1, alorsH∗(T) ' H∗(S1)⊗H∗(S1),
plus précisément :

Hn(T) =


R2 si n = 1
R si n = 0, 2
0 sinon
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2. Soit M une variété lisse de dimension n dont la cohomologie (resp. à
support compact) est de dimension �nie. On pose

PM(X) :=
n∑
i=0

bi(M)X i

(
resp. PM,c(X) :=

n∑
i=0

bi,c(M)X i

)

le polynôme de Poincaré (resp. à support compact) de M dont les co-
e�cients sont les nombres de Betti. Le Théorème de Künneth donne

PM×N = PMPN (resp. PM×N,c = PM,cPN,c).

En première lecture, on pourra laisser de côté les digressions sur les revê-
tements et on retiendra :

Théorème 23. Soient M et N deux variétés lisses orientables telles que
dimH∗(M) <∞ ou dimH∗(N) <∞. Alors

κ : H∗(M)⊗H∗(N)→ H∗(M ×N)

est un isomorphisme.
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Annexe

A Immersions et submersions

Théorème 24. (Théorème d'inversion locale usuel)
Soient U un ouvert de Rn, f : U → Rn une application de classe C1 et a ∈ U
tel que dfa soit inversible. Alors f est un di�éomorphisme local en a.

Théorème 25. (Théorème du rang constant usuel)
Soient U un ouvert de Rn, a ∈ U et f : U → Rp une application de classe C1

telle que sa di�érentielle soit de rang constant égal à r sur U (on dit que f
est de rang constant égal à r). Alors il existe

1. Un C1-di�éomorphisme ϕ d'un ouvert V de Rn contenant 0 sur un
ouvert de U tel que ϕ(0) = a et

2. Un C1-di�éomorphisme ψ d'un ouvert de Rp contenant f(ϕ(V )) sur un
ouvert de Rp tel que

∀x ∈ V, ψ ◦ f ◦ ϕ(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0).

Remarque 32. Pour une preuve des théorèmes précédents, voir par exemple
[9] et [3] respectivement.

Théorème 26. (Théorème d'inversion locale pour les variétés)
Soit f : M → N une application lisse entre variétés de même dimension.
Soient aussi m ∈ M , (U,ϕ) une carte en m et (V, ψ) une carte en f(m).
Posons

fi := ψi ◦ f et
dfi
dϕj

∣∣∣∣
m

:= Tmfi(Tϕ(m)(ϕ
−1)(ej)).

Si le jacobien det
(

dfi
dϕj

∣∣∣
m

)
est non nul, alors f est un di�éomorphisme local

en m.
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Démonstration. det
(

dfi
dϕj

∣∣∣
m

)
6= 0 ⇔ Tmf isomorphisme ⇔ dϕ(m)(ψ ◦ f ◦

ϕ−1) isomorphisme ⇒ ψ ◦ f ◦ϕ−1 di�éormorphisme local en ϕ(m) d'après le
théorème d'inversion locale usuel ⇒ f di�éomorphisme local en m.

Théorème 27. (Théorème du rang constant pour les variétés)
Soit f : M → N une application lisse entre variétés de dimensions respectives
m et n. Si f est de rang constant égal à r sur un voisinage d'un point p de
M , alors il existe des cartes (U,ϕ) et (V, ψ) centrées respectivement en p et
f(p) telles que

∀x ∈ ϕ(U), (ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0).

Démonstration. Soient (U, ϕ) et (V , ψ) des cartes respectivement en p et

f(p). Alors ψ ◦ f ◦ varphi−1
est de rang constant égal à r sur un voisinage de

ϕ(p). D'après le théorème du rang contant usuel, il existe un di�éomorphisme
G sur un voisinage ouvert de ϕ(p) dans un ouvert de Rm et un di�éomor-
phisme F sur un voisinage ouvert de ψ ◦ f(p) sur un ouvert de Rn tels que

F ◦ ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ◦G−1(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0).

Il su�t alors de poser ϕ := G ◦ ϕ et ψ := F ◦ ψ.

Dé�nition 31. Soit f : M → N une application di�érentiable entre variétés
(voir [2], Dé�nition 19). On note Txf : TxM → Tf(x)N l'application linéaire
tangente de f et x.

1. On dit que f est une immersion si pour tout x ∈M , Txf est injective.

2. On dit que f est une submersion si pour tout x ∈M , Txf est surjective.

3. On dit que f est un plongement si f(M) est une sous-variété de N et
si f : M → f(M) est un di�éomorphisme.

Lemme 29. Si f : M → N est une immersion (resp. une submersion) en p,
alors f est de rang constant égal à m (resp. n) sur un voisinage de p.
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Démonstration. Avec les notations du Théorème d'inversion locale, Tpf est

injective (resp. surjective) si et seulement si m ≤ n et rg
(

dfi
dϕj(p)

)
= m (resp.

n ≤ m et rg
(

dfi
dϕj(p)

)
= n). Donc f est une immersion (resp. submersion) en

p si la jacobienne de f en p est de rang maximal.
Or D := {x ∈ M ; la jacobienne en x est de rang maximal} est un ouvert :
notons r le rang maximal, alors le complémentaire de D est l'ensemble des
points où le rang est < r, ce qui revient à annuler les mineurs, c'est donc
l'ensemble de zéro d'un nombre �ni d'applications continues, et donc un
fermé, ce qui démontre le lemme.

Théorème 28. Soient M,N deux variétés di�érentielles de dimensions res-
pectives m et n et f : M → N une application di�érentiable.

1. Si f est une immersion en p ∈ M , alors il existe des cartes (U,ϕ) et
(V, ψ) centrées respectivement en p et f(p) telles que

∀x ∈ ϕ(U), (ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0).

2. Si f est une submersion en p ∈ M , alors il existe des cartes (U,ϕ) et
(V, ψ) centrées respectivement en p et f(p) telles que

∀x ∈ ϕ(U), (ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn).

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du Théorème du rang constant
et du Lemme précédent.

Théorème 29. f : M → N di�érentiable est un plongement si et seulement
si c'est une immersion et si f : M → f(M) est un homéomorphisme.

Démonstration. ⇒. C'est clair.
⇐. Soit p ∈M . D'après le Théorème d'immersion, il existe des cartes (U,ϕ)
deM et (V, ψ) de N telles que f lue en ces cartes (ψ◦f ◦ϕ−1) est de la forme
(x1, . . . , xm) 7→ (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0). Comme f est un homéomorphisme sur
son image, f(U) est ouvert dans f(M), donc f(U) = V ′ ∩ f(M) où V ′ ⊂ N
est un ouvert. Alors V ∩V ′∩f(M) = V ∩f(U) et f(U) annule les coordonnées
m+1, . . . , n. Donc, pour tout f(p) ∈ f(M), (V ∩V ′, (x1, . . . , xm) 7→ (x1, . . . , xm))
est une carte de f(M) : f(M) est donc une sous-variété de N .
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B Structure de variété des sphères et des es-

paces projectifs

Soit Sn := {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 ; x2
1 + · · · + x2

n+1 = 1} la sphère n-
dimmensionnelle de Rn+1. Soient aussi N := (1, 0, . . . , 0), S := (−1, 0, . . . , 0),
US := Sn\{S} et UN := Sn\{N}. On considère la projection stéréographique
iN sur l'hyperplan H := {x1 = 0} ' Rn par rapport à N en associant à tout
x ∈ UN l'unique point d'intersection de la droite (Nx) et de H. On peut
de même considérer la projection stétéographique iS par rapport à S. Après
calculs, on a

iN : UN → Rn

x 7→ 1
1−x1 (x2, . . . , xn+1)

et
iS : US → Rn

x 7→ 1
1+x1

(x2, . . . , xn+1)

Ce sont des homéomorphismes d'inverses

i−1
N (y) =

1

1 + ||y||2
(||y||2 − 1, 2y1, . . . , 2yn)

et

i−1
S (y) =

1

1 + ||y||2
(1− ||y||2, 2y1, . . . , 2yn),

l'application de changement de carte étant donnée par

iS ◦ i−1
N : Rn \ {0} → Rn \ {0}

y 7→ y
||y||2

.

Sn est donc une variété lisse de dimension n.

Ensuite, la relation d'équivalence dé�nissant PnR est ouverte (ie la projection
canonique est une application ouverte) et Rn+1 \{0} admet une base dénom-
brable, PnR admet donc également une base dénombrable. Pour 0 ≤ i ≤ n,
on pose

Ui := {[x0 : . . . : xn] ∈ PnR ; xi 6= 0}.
Comme la relation est ouverte, on véri�e aisément que Ui est un ouvert.
Posons aussi

ϕi : Ui → Rn

[x0 : . . . : xn] 7→
(
x0
xi
, . . . , xi−1

xi
, xi+1

xi
, . . . , xn

xi

)
.

81



C'est un homéomorphisme d'inverse

ϕ−1
i : Rn → Ui

(x1, . . . , xn) 7→ [x1, . . . , xi−1, 1, xi, . . . , xn]
.

En e�et, ϕi◦pr : Rn+1\{0} → Rn est continue donc ϕi est continue et pr◦ϕ−1
i

est continue, donc ϕ−1
i aussi. On véri�e alors facilement que {(Ui, ϕi)} est

un atlas de classe C∞ de PnR. Ainsi, PnR est une variété lisse compacte de
dimension n.
De même, on montre que PnC est une variété lisse compacte de dimension
2n.

C Valeurs critiques et théorème de Sard

Lemme 30. Soit U ⊂ Rn un ouvert et f : U → Rn une application de classe
C1. L'image par f d'un ensemble de mesure nulle est de mesure nulle.

Démonstration. Soit E un tel ensemble. Il su�t de montrer que pour toute
boule fermée B ⊂ U , f(E ∩B) est de mesure nulle. Posons

K := sup
x∈B
||dfx||.

Le théorème des accroissements �nis montre que f est K-lipschitzienne sur
B, donc transforme tout cube de mesure δ en ensemble de mesure inférieure
à Knδ. Ainsi, si C ⊃ E ∩B est une réunion de cubes véri�ant λn(C) < ε, on
a

λn(f(E ∩B)) ≤ λn(f(C)) < Knε.

Proposition 20. Soit M une sous-variété de Rn de dimension p < n. Alors
M est de mesure nulle dans Rn.
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Démonstration. Il su�t de montrer que tout x ∈ M est contenu dans un
ouvert U tel que U ∩M soit de mesure nulle. Par dé�nition des sous-variétés,
on considère un ouvert U contenant x et un di�éomorphisme f : U → V tel
que

f(U ∩M) = V ∩ (Rp × {0}).

Le membre de droite étant évidemment de mesure nulle, le Lemme précédent
permet de conclure.

Dé�nition 32. 1. Si f est une application lisse d'un ouvert U ⊂ Rm dans
Rn, un point x ∈ U est dit critique si

rg(dfx) < n.

De plus, un point y ∈ Rn est une valeur critique s'il existe un point
critique x tel que y = f(x).

2. Un point est dit régulier s'il n'est pas critique.

Proposition 21. Soit f : U ⊂ Rm → R est une application de classe C1. Si
f admet un maximum (resp. un minimum) local en a, alors a est un point
critique.

Démonstration. Supposons le contraire. Soit alors v un vecteur tel que dfa(v) 6=
0. Si le réel t est su�samment petit, f(a + tv) − f(a) = dfa(tv) + o(tv) est
non nul et a le même signe que dfa(tv). En choisissant deux valeurs opposées
d'un tel t, on aboutit à une absurdité.

Lemme 31. Si f est de classe C1 sur U , pour tout compact convexe K ⊂ U ,
il existe un réel α > 0 et une fonction λ : [0, α]→ R+ telle que

||f(y)− f(x)− dfx(x− y)|| ≤ λ(||x− y||)||x− y||, lim
t→0

λ(t) = 0,

pour tous x, y ∈ K tels que ||x− y|| < α.
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Démonstration. On a

f(y)− f(x) =

∫ 1

0

dfx+t(y−x)(y − x)dt,

d'où

||f(y)− f(x)− dfx(y − x)|| =
∣∣∣∣∣∣∣∣∫ 1

0

dfx+t(y−x)(y − x)− dfx(y − x)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤
∫ 1

0

||dfx+t(y−x)(y − x)− dfx(y − x)||dt.

Le résultat découle alors de la continuité uniforme de f sur K.

Théorème 30. (Théorème de Sard-Brown)
L'ensemble des valeurs critiques d'une application lisse d'un ouvert U de Rm

dans Rn est de mesure nulle.

Démonstration. Nous ne donnons la preuve que dans le cas plus facile où
m ≤ n, pour le cas m > n, voir par exemple Di�erential Topology de M.
Hirsch.
Remarquons d'abord que si m < n, tous les points sont critiques et en appli-
quant le premier Lemme de la section, à l'application f1 : U × Rn−m → Rn

dé�nies par f1(x, y) = f(x), on voit que f(u) est de mesure nulle.
Montrons alors le résultat pourm = n. Soit C l'ensemble des points critiques.
Il su�t de montrer que f(A∩C) est de mesure nulle pour tout cube A. Notons
d'abord que si x ∈ C, l'espace vectoriel Im(dfx) est contenu dans un hyper-
plan H ⊂ Rn. Soit alors r > 0 et soit y tel que ||y− x|| < r. Alors, d'après le
Lemme précédent, la distance de f(y) à l'hyperplan a�ne H ′ parallèle à H
et contenant f(x) est inférieure à λ(r). D'autre part, si K := supx∈B ||dfx||,
on a ||f(y) − f(x)|| < Kr. Ainsi, f(B(x, r)) est inclus dans un cylindre de
base H ′ ∩B(f(x), Kr) et de hauteur 2rλ(r). A plus forte raison,

λn(f(B(x, r)) ≤ 2nKn−1rnλ(r).

Maintenant, le cube A est inclus dans au plus (ak)n cubes de côtés 1
k
, où l'on

a désigné par a le côté de A. Chaque cube qui rencontre C peut être enfermé
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dans une boule B
(
x, 2

√
n
k

)
, où x ∈ C. Finalement, si ωnrn désigne le volume

d'une boule de rayon r, on trouve que

λn(f(A∩C)) ≤ (ak)n2nKn−1ωn

(
2

√
n

k

)n
λ

(
2

√
n

k

)
≤ κ(n, a,K)λ

(
2

√
n

k

)
,

d'où la conclusion en faisant tendre k vers l'in�ni.

D Algèbres graduées

Une R-algèbre A est graduée si elle l'est comme espace vectoriel, ie si

A =
∞⊕
p=0

Ap,

où Ap est un sous-espace vectoriel de A pour tout p et où, pour tous p, q,

ApAq ⊂ Ap+q.

1. Un élément de Ap est dit homogène de degré p.

2. Si
∀(x, y) ∈ Ap × Aq, yx = (−1)pqxy,

A est dite anticommutative.

3. Une application linéaire ϕ : A → B entre algèbres graduées est dite
homogène de degré k si

ϕ(Ap) ⊂ Bp+k.

4. Un morphisme d'algèbres graduées est une application homogène de
degré 0.

5. Une antidérivation sur A est une application linéaire homogène de degré
impair α : A→ A telle que

∀(x, y) ∈ Ap × A, α(xy) = α(x)y + (−1)pxα(y).
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6. Si A et B sont deux R-algèbre graduées, on dé�nit le produit tensoriel
A⊗R B par

(A⊗R B)r :=
⊕
p+q=r

Ap ⊗R B
q.

On peut dé�nir deux opérations de produit tensoriel :

(a)
(x⊗ y)(x′ ⊗ y′) = xx′ ⊗ yy′,

(b)
(x⊗ y)(x′ ⊗ y′) = (−1)deg(y) deg(x′)xx′ ⊗ yy′.

Dans le second cas, le produit de deux algèbres anticommutatives est
anticommutatif ; c'est celui que nous utilisons dans le Théorème de
Künneth.

7. Une algèbre graduées di�érentielle est une algèbre graduée avec une
antidérivation δ homogène de degré 1 telle que δ2 = 0. Il s'agit donc
d'un complexe de cochaînes. On véri�e aisément que la cohomologie est
encore une algèbre graduée di�érentielle. De plus, si A est anticommu-
tative, la cohomologie l'est aussi.

8. Si A et B sont deux algèbres graduées di�érentielles, il en est de même
pour A⊗B avec l'antidérivation

δ(x⊗ y) := δ(x)⊗ y + (−1)px⊗ δ(y), x ∈ Ap, y ∈ B.

En�n, on a

1. Si dim(E), dim(F ) <∞, alors E∗⊗F ∗ ' (E⊗F )∗ par l'isomorphisme
(f ⊗ g)(x⊗ y) = f(x)g(y).

2. Le produit tensoriel entre deux algèbres graduées di�érentielles A et B
induit un isomorphisme d'algèbres graduées

H∗(A)⊗H∗(B)
∼→ H∗(A⊗B).
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