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Introduction

Dans ce mémoire, nous proposons une approche algébrique de ’étude des
formes différentielles. Ce point de vue a été intoduit au début du siécle der-
nier par le mathématicien Georges de Rham et donne naissance a une théorie
efficace et élégante. Elle permet de rendre compte de certaines proptiétés des
variétés aux travers des structures algébriques d’espaces de formes différen-
tielles. De plus, la cohomologie d'une variété la caractérise topologiquement,
en un sens que 'on précisera. Ce travail se situe dans la continuité logique
de mon précédent mémoire : "Une introduction aux formes et aux variétés
différentielles".

Dans un premier temps, nous exposons quelques compléments indispen-
sables de topologie différentielle. En particulier, nous étudions les partitions
de l'unité et nous démontrons le théoréme de plongement de Whitney. On
effectue également quelques rappels sur les formes différentielles, dont les
preuves se trouvent dans mon précédent mémoire de géométrie différentielle.
Nous y énonc¢ons nottament le théoréme de Stokes, qui nous servira de lemme
par la suite.

Dans un second temps, nous initions tout d’abord le lecteur a l'algébre
homologique générale et nous introduisons les espace de cohomologie de De
Rham sur les variétés lisses. Nous exhibons leurs premiéres propriétés et nous
poursuivons sur la méme étude, consacrée aux formes & support compact.
Ensuite, nous nous intéressons & l'invariance par homotopie des espaces de
cohomologie et nous démontrons entre autres le lemme de Poincaré généra-
lisé ainsi que le théoréme de De Rham, qui affirme que la cohomologie d’une
variété lisse est invariante par homéomorphisme : la cohomologie est donc un
invariant topologique ; et c’est 14 un de ses principaux atouts. Nous étudions
de plus le principe de Mayer-Vietoris qui permet, au travers de suites exactes
cohomologiques, de calculer simplement les espaces de cohomologie de nom-
breux exemples de variétés. Enfin, nous inspectons finement les propriétés
topologiques des variétés lisses afin de démontrer dans le cadre le plus géné-
ral les théorémes de dualité de Poincaré ainsi que le théoréme de Kiinneth.

Afin de permettre une lecture autonome, nous donnons une annexe dans
laquelle nous proposons une étude des immersions et submersions dans la-
quelle nous démontrons les théorémes d’inversion locale et du rang constant
pour les variétés, des structures différentielles des sphéres euclidiennes et



des espaces projectifs qui nous servent d’exemples récurrents pour les calculs
d’espaces de cohomologie. Nous nous y permettons de plus une digression sur
les algebres graduées ainsi que sur la notions de points et de valeurs critiques.
En particulier, nous y démontrons le théoréme de Sard.

Enfin, je tiens & remercier Monsieur Jean-Baptiste Campesato pour son
mémoire (M2) sur le sujet, dont je me suis trés largement inspiré pour réa-
liser ce travail. La concision, la clarté de ses démonstrations et la précisions
de son raisonnement sont remarquables...



Premiére partie
Compléments de géométrie
différentielle

1 Partitions de 'unité

Définition 1. 1. On appelle partition de I'unité d’un espace topologique
X une famille de fonctions continues (p;);c; définies sur X a valeurs
dans R, telles que pour tout z € X :

(a) Tl existe un voisinage V' de z tel que presque tout p; est nul sur V,

(b)
Z pi(z) = 1.

iel
2. Si M est une variété de classe CP, on dit que (p;)icr est de classe CP si
pour tout i € I, p; € C°(M,R).

Remarque 1. On rappelle qu’une variété de classe CP et de dimension n est
un espace topologique séparé, a base dénombrable, muni d’un atlas maximal
de classe C?, de dimension n. Pour la définition d’un atlas, voir [2|, Définition
15.

Lemme 1. Toute variété admet une base dénombrable dont les éléments sont
relativement compacts.

Démonstration. Soient B une base dénombrable de M et & C B 'ensemble
S :={B € B; B est compact}.

Soient U C M un ouvert et x € U. Comme M est localement euclidien, il
existe V' C M un ouvert relativement compact tel que x € V. C U (voir |2],

6



Théoréme 14). B étant une base, il existe B € B tel que x € B C V C U.
Alors B C V donc B est compact en tant que fermé d’'un compact. Donc
B € S et S est une base. m

Proposition 1. Toute variété différentielle M admet une suite (V,,)pen d’ou-
verts tels que
1.
WwclWwcWvicVvicC...

2. V, est relativement compact,

3.
M = U V...

neN

Démonstration. D’aprés le Lemme 1, M admet une base dénombrable (B,,)nen
relativement compacte. Posons Vj := By, comme B, est compact, il existe
iog > 0 tel que Vo C By U By U --- U B;,. Supposons (Vo,0),- -, (Vi im)
construits. Alors, comme V, est compact, il existe i,,41 > 4, tel que vV, C
ByU---UB,, . Posons V1 = U;Tj)l B, Vi = ByU---U m est
compact comme réunion finie de compacts et (V},),en convient. ]

Définition 2. Une fonction plateau sur M de classe CP est une fonction de
classe CP définie sur M, a valeurs dans [0, 1] telle qu’il existe deux ouverts
relativement compacts U et V avec U C V et suppf C Vet Vo € U, f(z) =
1.

Exemple 1. Si U,V C R” sont deux boules de méme centre telles que

U c V, il existe une fonction lisse égale & 1 sur U et & support inclus dans
V. En effet, 'application

1
er?=a® i |t| <a
T !
Ja { 0 sinon



est lisse.
L’application

1 t
_ o(u)du

est lisse et vaut 0 sit < —a et 1sit > a. Il suffit donc de prendre une fonction
de la forme x — g,(b — ||z||).

Proposition 2. Soit U C M un ouvert ot M est de classe CP. Pour tout

x € U, il existe un ouvert relativement compact V tel que x € V. CV C U
et une fonction plateau valant 1 sur V' et telle que suppf C U.

Démonstration. Soit (U', ) une carte telle que x € U C U.
IRy, Ry > 0; B(p(x),m1) C Blp(x),m9) C 0(U).

D’aprés I’Exemple 1, il existe une fonction plateau g : R® — R valant 1
sur B(p(x),r1) et 0 en dehors de B(¢(x),72). supp(go ¢ : U — R) C
0 1 (B(0,13)) C U C U, g o se prolonge par 0 sur M en une fonction C?
dont le support est inclus dans U.

Et B(p(z),m) C Blp(z),r) = ¢ (Ble(@),m)) C ¢ (Ble(), 7’1))
comme le terme de droite est compact t (image continue d’un compact), o

en déduit que o~ (B(¢(2), 1)) C ¢~ (B(p(x),1)) et donc ¢~ (B(p(z), 7’1))
est compact comme fermé d’un compact.
V = Y (B(¢(z),r1)) convient. O

Théoréme 1. Soit (U;);cr un recouvrement ouvert d’une variété différentielle
M de classe CP. 1l existe une partition de l'unité (p,)nen de classe CP a support
compact et telle que

VneN, Jiel; supp(p,) C U;.

Démonstration. Soit (V,,), comme dans la Proposition 1. Soit n € N. Pour
tout p € V41 \ Vi, il existe ¢ € I tel que p € U;. D’aprés la Proposition 2,
il existe une fonction plateau W7 de classe CP valant 1 sur W un voisinage



ouvert de p et dont le support est dans I'ouvert U; N (Viy1 \ Va). supp(¥})

est un fermé de V,, 15, donc un compact.
On obtient un recouvrement ouvert {W;', p € V,11\V,,} du compact V,, 11\ V,
dont on extrait un sous-recouvrement fini {Wy,..., W }. L'ensemble

{supp(¥, , n €N, 0 <k < my}

est localement fini car un nombre fini d’éléments intersectent chaque V,,. On
réindexe en {Wy, ¥y,...} et on pose

\If::Z\pn.

neN
Ainsi, p, = % est une partition de l'unité de classe C? sur M telle que
Vn, Ji € I ; supp(p,) = supp(¥,,) C U;. ]

Théoréme 2. Soit (U;)icr un recouvrement ouvert de M. Il existe une par-
tition de l'unité (p;)icr subordonnée a (U,;);er-

Démonstration. Prenons la partition de 'unité du Théoréme précédent. Pour
n € N, soit 7(n) € I tel que supp(p,) C Ux(») et posons

Viel, pii= Y pn

T(n)=i

supp(pi) = | J supp(pa) C Ui, Vi€ 1.

T(n)=t

Donc (p;) convient. O



2 Théoréme de plongement de Whitney

Proposition 3. Soit f : M — N wune application différentiable entre va-
riétés. On suppose que M est compacte. Alors [ est un plongement si et
seulement si ¢’est une immersion injective.

Démonstration. C’est clair avec le théoréme d’immersion de I’Annexe. OJ

Lemme 2. Soit M une variété lisse de dimension n. Pour tout m € M, il
existe un couple (U, fm) € C°(M,R) x C*(M,R") tels que ¥, (m) > 0 et
fm|M\%/1(0) est un diffémorphisme sur un ouvert de R™.

Démonstration. Soient m € M, (U, ) une carte en m. D’apreés la Proposition
2, il existe h : R" — R lisse a support compact inclus dans ¢(U) et valant 1
sur un ouvert V C ¢(U). On pose

0 sinon

Flq) = { h(p(q))plq) siqeU

Sur Pouvert W := ¢~ 1(V), f,, coincide avec ¢ et donc f,, est un diffeomor-
phisme de W sur V. Considérons 1y : R™ — R lisse a support compact inclus
dans V telle que ¢y(¢(m)) > 0 et soit

Um(q) = { Yo(plq)) siqeU

0 sinon

Comme M \ 9, (0) C W, le lemme est démontré. O

Lemme 3. Toute variété lisse compacte se plonge dans un RY.

Démonstration. Soit M une variété compacte lisse de dimension n. Par com-
pacité et avec le Lemme précédent, on peut supposer qu’il existe des appli-
cations lisses ¢; : M — R et f; : M — R" en nombre sini 1 < j < d,
avec :
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L. Uj=M\ @/Jj_l(()) recouvrent M,
2. fjju, sont des diffeomorphismes sur des ouverts V; C R™.

Soit 'application lisse

f - M Rnd+d
q

(f1<Q)7 st 7fd(q)7¢1(Q>7 s 7¢d<Q))

Supposons f(q1) = f(gz). 1. implique qu'il existe j tel que ¢; € U,. Alors
Yi(q1) = ¥j(q2) et o € Uj donc ¢ = ¢ d’aprés 2.. Donc f est injective et
par compacité, f: M — f(M) est un homéomorphisme.

Soient 7 : R™*¢ — R” la projection sur les premiéres coordonnées et 7y :
Rrd+d _ R(=Dd+d 15 projection sur les derniéres coordonnées.

2. montre que mo f = f; est un diffeomorphisme U; — V. En particulier,
m @ f(Uj) — Vj est une bijection. Donc f(Uj) est le graphe d’une application
lisse g; =m0 fo(fjw,) ' :V;— R(=1d+d On définit le diffsomorphisme

_>
'_>

hy o om (V) = mN(V))

() o (ey—g (@) B

x eV, yeRY

On obtient ainsi une bijection de f(U;) sur V; x 0.

Comme f(U;) est un ouvert de f(M), f(U;) = M N W,, pour un ouvert
W; C R que Pon choisit inclus dans 7' (V). La restriction hyj, est
un difféomorphisme W; — W; (ouvert). Donc f(M) est une sous-variété de
R+ Comme fiu; + Uy — f(U;) est un diffeomorphisme (la composée de
fijv; : Uy = Vj et de Pinverse de diffeomorphisme f(U;) — V; induit par m),
f:M — f(M) est un diffeomorphisme. O

Lemme 4. Toute variété différentielle compacte de dimension n se plonge
dans R?"+1,

Démonstration. On considére le plongement f : M — R™ du Lemme pré-
cédent. On va montrer que I'on peut obtenir un plongement dans R™~! en
composant f avec une "bonne" projection, et ce jusqu’a R+,

On munit R™ de sa structure euclidienne usuelle. Pour tout v € S™~!, soit
P, : x — z* la projection sur 'hyperplan orthogonal & v dans R™. Posons
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N := f(M). Pour que la restriction & N de P, soit injective, il faut et il suffit

que pour tous x #y € N, ﬁ Z# v, ou encore

-

vty o P20 e x M ab e
y—

ou A ={(x,x), = € N}.

D’aprés le théoréme de Sard (Annexe), il existe de tels v. Pour que P,y soit

une immersion, il faut et il suffit que v n’appartienne a aucun sous-espace

tangent a N. Posons

Z:={(z,v) € M xS™"; v e Ty, N}

On vérifie qu’il s’agit d’une sous-variété de dimension 2n — 1 de M x S™ L.
En particulier, pro(Z) est de mesure nulle dés que 2n < m. On conclut : une
immersion injective d’une variété compacte est un plongement. O]

Théoréme 3. (Plongement de Whitney)
Toute variété lisse de dimension n se plonge sur un fermé de R?"H1,

Démonstration. Soit (p;);en+ une partition de I'unité a support compact dé-
nombrable. Soit
h:xw ) ipj(x).
>0
C’est une application lisse et propre (ie I'image réciproque de tout compact
est compact). Soient

1 5 1 4
e -1 L 2 e -1 . =
U, :=h Gz 4,@+4D et C;:=h ([z 3,@—#3}).

Alors U; est ouvert, C; est compact et U; C Cz Remarquons que tous les
Coit1 (resp. tous les Cy;) sont disjoints.

D’aprés le Lemme précédent pour tout ¢« € N, il existe une application lisse
gi : M — R**1 qui est un plongement sur U; et qui est nulle en dehors de C;
(et d’image bornée, car 'image d’un compact est compacte et qu'un compact
est borné).

Considérons fo := 37, goiv1, f1 := D ;92 et f = (fo, f1,h) : M — R*+! x
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R2t1 x R, Comme fy et f; sont d’images bornées, il existe un compact
K C R x R*™! tel que Im(f) C K x R. Ainsi, f est propre puisque h
I'est.

Si f(z) = f(y), alors h(z) = h(y) et il existe ¢ tel que x,y € U;. Si i est
impair, fy est un plongement de U;, ce qui implique que x = y, idem qi ¢
est pair. Donc f est un plongement sur un fermé (par le caractére propre de

f)- O

Remarque 2. Le résultat reste valable pour R?", mais c’est plus difficile a
montrer (et optimal)...

3 Algeébre tensorielle

Les résultats admis des trois sections suivantes sont démontrés dans [2].

Définition 3. Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie n. On note
®" E* le R-espace vectoriel des k-tenseurs de E.

Définition 4. Si (f,9) € ®" E* x ®' E*. On définit le produit tensoriel
[ ® g par

V(vr, .., vkp) € EHZ, f@gr, . veg) = f(on, o 0)9(Vktts - -+ Vkgt)-

Proposition 4. Vf, /' e Q" E*, g, c Q' E*, he " E*, A€ R, on a
1.
(f+feg=fog+f oy,
feg+d)=feogtfed,

AM)@g=f®(Ag)=Af®g9),

13



(fRh=f®(goh) = fRg®h,

k
{e; ®-@ep, 1<idn, .0 < n} est une base de ®E*,

k
dimp <® E*) = n*.

Définition 5. Si f € L(FE, F), il existe une unique ’f € £ <®k F* Q" E*)

'f est donnée par

o Q F — Q" E*
g = ((vr,..,v) = g(f(v), .-, f(vr))

Remarque 3. Sia € L(E,F), on a ‘a(f ® g) ='a(f) @ a(g).

Définition 6. f € ®" E* est dit alterné si
Vo € &y, V(vi,...,0) € E*, f(ur,...,00) = €(0) f (Va(1)s- - -, Vaiiy)-

On note A¥E* I'espace vectoriel des k-tenseurs alternés.

Proposition-Définition 1. On appelle antisymétrisé de [ € ®k E*, Uap-
plication Alt(f) € A¥E* définie par

V(Ul, .. ,Uk) € Ek, Alt(f)(vl, e 7"01.3) = Z €(U)f(vg(1), e ,Ug(k)>.

Proposition 5. On a
1.

k
Ve @ E", Alt(Al(f)) = Alt(f),

14



Vfe ANE* All(f) = f.

Proposition-Définition 2. Si (f,g) € ®" E*x®' E*, on définit le produit extérieur
de f par g :

|
fAg:= (kk—:_l'l)'Alt(f ®g) € AP E*.

Proposition 6. Vw,w' € A¥E*, n,n' € A'E*, 0 € A"E*, A€ R, on a
1.
(WHW)An=wAn+w An,

2.
wAn+n)=wAn+wAn,
3.
(Aw) Am=w A (An) = Mw An),
4
wAn=(—1)"nAw,
.
(WAMNAO=wA(NANO)=wAnNb,
0.
{eg, Ao nep, 1<idp <. <ip <n} est une base de A*E*,
7.
Jin oA feon, . o) = det(fi(vy)), fi € B,
8.
er, N Nep (€, os€5) =1 sidy = ji,...,ix = Jr, 0 sinon,
9.

dimg (AYE*) = <Z> .

15



10.
f(w) € AYE™ et "f(w An) ="f(w) AF(n).

Notation 1.

AE* = éAkE* = @A’fE
k=0 k=0

4 Formes différentielles sur les variétés

Définition 7. Soit M une variété lisse et soient
TM = U T,M
xeM
oM = (T, M)*
"M = | | ;M
xeM
AT*M = | AT M),

zeM

Remarque 4. 1. Soitz € M.On pose CM := {c: I — M, I intervalle ouvert, o €
I, ¢(0) =z, ¢ € CP(I,M)}. Deux courbes de CM sont tangentes en x
et on note ¢; ~ ¢y 8'il existe une carte (U, @) en z telle que

(0 0c1)'(0) = (poc)(0).

Cette condition ne dépend pas du choix de la carte car, si (V,v) est
une autre carte, alors

(o) (0) = (op™ 0poc)(0) = dow (¥ op™)((¢ o) (0).

On a ainsi une relation d’équivalence sur C. Une classe d’équivalence
est appelé un vecteur tangent a M en x et on nomme espace tangent a
M en x 'espace quotient

T.M:=CY/~ .

16



C’est un espace vectoriel. En effet, si (U, ) est une carte en z, on pose

0, : T,M — R"™
¢ = (poo)(0)
ou n = dim M. Alors 0, est injective par définition et surjective car, si

v € R™, en posant ¢ : t — ¢ (tv + p(x)), on a O,(c) = v.
Siénel, M, A € R, on pose

§+n:= 0;1(843(5) + 0,(n)),

A = 071 (A0, (€)).

Si (V, 1)) est une aure carte en z, alors

(00 0,1)(v) = (dy(@) (9 0 ™)) (V).

On obtient bien une structure d’espace vectoriel indépendante de la
carte et 0, : T, M — R" est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En
particulier, on a dim T, M = dim M. De plus, si U est un ouvert de M,
alors T,U = T, M et on a Ty (M x N) =T,M & T,N.

. Si f: M — N est une application différentiable entre variétés, alors
pour tout x € M l'application

M N
G = Cy
c — foc

passe au quotient en une application linéaire T, f : T,M — Ty N
appelée application linéaire tangente de f en x.

. Si M est une variété de classe C?, p > 0 et si (U, ) est une carte de
M, on pose TU := U,y ToU = U,y oM. L’application

® : TU — U)xR"
(m, &) = (p(z), Top(§))

est une bijection (T,¢ ne dépend pas de x mais de U et T,p(&) donne
les coordonnées de ¢ dans la base usuelle). Ensuite, si (U;, ;)icr est
I’atlas maximal de M, on munit TU d’une topologie en imposant

(a) TU; sont des ouverts,

(b) ®; sont des homéomorphismes.

17



Ainsi, Q C T'M est ouvert si et seulement si pour tout ¢, ®;(QQ NTU;)
est ouvert dans ¢(U) x R™. L’application

Di0®;! 1 (U NU;) xR — P,(U; NU;) x R
(y,v) = ((pio i )(®), Ty(wi 0 5 )(v))
est un CP-diffeomorphisme. Ainsi, (TU;, ®;);c; munit TM d’une struc-
ture de variété de classe CP~!, de dimension 2n.

4. Sin = dimM et si (U,p) est une carte, alors 0, = T, : T,M =
T,U — R™ donc 0" (e;) = Tipa) (") (e;) est une base de T, M et T, p;
est la base duale ot ¢ = (¢1,...,¢n).

Définition 8. Une k-forme différentielle sur M est une application lisse

w o M — ART*M
r = w(x)eANT:M

On note Q*(M) I'ensemble des k-formes différentielles sur M. C’est un espace

vectoriel réel.

Proposition 7. Si (U, ) est une carte de M et si w € QF(M), alors w
s’écrit de fagon unique sur U :

Vo € U, (A}(ZE) = Z iy, g (l’)d(pzhm VANREIEIVAN d(,DikJ;,
1<i <...<ix<n
ou encore
W= Z iy i APy o N Nds, oy Gy 2 U — R,

1<i1<...<ip<n

Démonstration. {dpi - N---Ndpi, o, 1 <i3 <--- <i < n} est une base de
AR(T,M) d’aprés la Proposition 6-6 en remarquant que (dp; ) est une base
duale de T, M d’apreés la remarque précédente. O

18



Remarque 5. Si w € QF(U) avec U C R™ un ouvert, alors

w(r) = Z iy (@)day, N N d,

1<i1<...<ip<n

Proposition 8. Si (U, p) et (V,¢) sont deuzr cartes et si I := (i1,..., 1),
J = (J1,...,Jx), alors

(diy)(z Zdet (b, (T (€3)) Y ) (dipr) (), Yz € UNV.

Ou encore, sur UNV,

dipy = arder, ar(w) = dy(f1) = det(dibs, (fin)mn
1

Démonstration. f; := T,y '(e;) base de T, M associée & (U, ¢) et de base
duale dy;). Sur U NV, on écrit ¢; dans les coordonnées de (U, ), di; =
Y rarder, done (dyy)(xz) = > ar(z)(der)(z). D’apres la Proposition 6, en
appliquant f7, on a

ar(z) = dip;(f1)(x) = det((deys, (Tow) 0~ (€i0)) Jmin)-

Notation 2.
dim M

Zéﬂk(M) = P o)

Pour w € Q*(M), supp(w) := {z ; w(x) # 0}, si supp(w) est compact, on dit
que w est a support compact et on note leur ensemble QF(M).

Définition 9. Pour tout (w,n) € QF¥(M) x Q(M), on pose (w A n)(x) =
w(z) An(z) et w Anp e QFH(M).

19



Proposition 9. Siw € QF(M) et n € QU(M), wAn= (=1 nAw, et A est
distributif et associatif.

Proposition-Définition 3. I/ existe un unique endomorphisme linéaire d €
L(Q*(M)) tel que
1.

we M) = dwe QTHM),

2. d restreinte a Q°(M) coincide avec la différentielle usuelle,

3.
dwAn) = dwAn+ (—=1)%8“w A dn,

d> = 0.

Cet endomorphisme est appelé la différentielle extérieure.

Remarque 6. 1. Q*(M) est donc une algébre graduée différentielle et an-
ticommutative.(voir Annexe).

2. On a
d (Z CL[dl’[) = Zda; AN dl‘[.
1 1

Définition 10. 1. w € QF(M) est fermée si dw = 0,
2. w € QF(M) est exacte s'il existe a € QF71(M) telle que w = da.

Remarque 7. Toute forme exacte est fermée car d? = 0.

Théoréme 4. (Lemme de Poincaré) Si U est un ouvert étoilé de R™, alors
toute forme différentielle fermée sur U est exacte.
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Définition 11. Soient M, N deux variétés lisses, f : M — N une application
lisse et si w € QF(N), on définit f*w € QF(M) par

(ffw)(z)(vy, ... o) = w(f(@)Te(f(v1),..., f(vr)), Yo € M.

(frw)(z) = "To(f(w(f(2)))-

Proposition 10. Vw,w’ € Q¥M), n € Q(M), (f,g) € C®(N,M) x
C®(L,N), NeR, on a

1.
fflotw)=fw+ o,
2.
fr(w) = A(f*w),
3.
frlwAn) = fwn fn,
4.

g (f'w) = (fog)w,
5 (7Y = (f*)"! st f est un difféomorphisme,

d(f*'w) = f*(dw),
7. SiU C M est un ouvert, alors (dw)jy = d(w).
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5 Intégration et théoréme de Stokes

Définition 12. Soit M une variété. M est orientable si on peut choisir un
sous-ensemble O de 'atlas A de M tel que

Vo e M, Y(U,),(V,¥) € O; x € (UnM)N(VNM), det(T,(pop™1)) > 0.

O est alors appelée une orientation de M et (M, Q) est une variété orientée.

Définition 13. 1. Un champ de vecteurs sur M est une application X :
M — TM telle que Po X = idy; ou p: TM — M est la projection
canonique.

2. Un repére sur un ouvert U de M est un n-uplet de champs de vecteurs

(Xiy,...,X,) tel que Ve € U, (X14,...,X,) est une base de T, M.
3. Un repére global est un repére sur M.

4. Une orientation ponctuelle est la donnée d’une orientation de T, M pour
tout x € M : il s’agit d'une classe déquivalence de repéres.

5. Une orientation ponctuelle p est dite continue en x € M s’il existe un
ouvert U de M contenant = tel que l'orientation est continue sur U,

ie il existe un repére continue (Y7,...,Y,) sur U qui en tout point de
U donne une base de l'orientation de ’espace tangent compatible avec
Vorientation : p, = (Yi4,...,Yna). g est continue si elle I'est en tout
x e M.

Définition 14. w € QI™M (M) est une forme volume si

Ve e M, w(x) #0.

Théoréme 5. Les assertions suivantes sont éqquivalentes :
1. M est orientable,
2. M admet une orientation ponctuelle continue,

3. M admet une forme volume.

22



Définition 15. Si U C R” est un ouvert et si w € Q7(U), on écrit
w= fdxy N--- Ndzx,

et on pose
/w:: fd)\n:/--- flxy, ... xy)dey - - - day,.
U R R

Proposition 11. St U,V C R" sont deux ouverts, si ¢ : U — V est un
difféomorphisme et si w € Q2 (V'), alors

/gp*w:j:/w.
U 1%

En particulier, si ¢ préserve lorientation (ie si detdy > 0), alors
/ ©'w = / w.
U 1%

Définition 16. Soient M une variété lisse, orientée, de dimension n et w €
QI(M). Soit (pj)jer une partition de l'unité subordonnée aux domaines de
cartes (U;, ¢;)ier- On pose

Proposition 12. Si f : M — N est un difféomorphisme, alors

Yw € QY(N), /Mf*w:/Nw.

Théoréme 6. (Théoréeme de Fubini)
Sotent M, N deuz variétés orientées. On munit M x N de l’orientation pro-
duit. Alors

Yo € @ an) xS, [ wnn= ([ W) ([ ).
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Démonstration. Grace a une partition de l'unité, on se rameéne au cas oil
M=R"N=R"etw= fdrxyN\---ANdx, n = gdxy \---Ndz,,. Le théoréme
de Fubini classique donne alors

() (o) = Csme) (o)

R™xR™ MxN

Théoréme 7. (Théoréme de Stokes)
Sotent M une variété différentielle orientée, a bord, de dimension n, w une
(n—1)-forme différentielle sur M, a support compact, et 'injection canonique

1:0M < M. Alors
/dw:/ "w.
M oM
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Deuxiéme partie

Théorie de De Rham

6 Notions d’algébre homologique

Les modules considérés seront des A-modules, avec A un anneau commu-
tatif.

Définition 17. Une suite de morphismes de modules

In Int1
-'ﬁ-Mnﬁn-Mn+1ﬁMn+2—>-~

est dite exacte si
Vn € Z, Kerf,.1 =Imf,.

De plus, une suite exacte de la forme

0 M N k 0

est appelée suite exacte courte.

Proposition 13. Si la suite

fo A fn—1

0 Ey

E, E, 0

est une suite exacte d’espaces vectoriels de dimensions finies, alors

n

> (=1)'dim E; = 0.

=0
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Démonstration. On procéde par récurrence sur n :
n =1 : c’est immédiat.
. fo
n=2.50 EO
car f est surjective et

dim £y = dim E; — rgfy = dim E; — dim Ej

oL

B, 0 est exacte, alors Fy ~ F; /Kerf;

car fy est injective.
n — 1 — n. On découpe la suite exacte

fo

fl fnfl

0 Ey Ey

en

et
0——Kerf,_; E, 4

Par hypothése de récurrence, on a

S
—

(—=1)'dim E; + (—=1)" " dimImf, 5 =0

Ing

8

1

et d’aprés le cas n = 2,
dimKerf,_; —dim F,,_; + dim E,, = 0.

On conclut en faisant la somme ou la différence (selon la parité de n) de ces
deux termes, en se rappelant que dimImf, > = dim Kerf,_;. O]

Proposition 14. (Lemme des cing)
Soit la diagramme commutatif dont les lignes sont supposées exactes :

X, f1 X, P X; I3 X, fa X;
R R
X! X! X’ X X!
S R T

Si 19,14 sont des isomorphismes, st i1 est injective et i5 surjective, alors is
est un isomorphisme.

En particulier, si 11,15 et i4,15 sont des isomorphismes, alors i3 est un iso-
morphisme.
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Démonstration. Montrons que i3 est injective. Soit donc x € Keriz. On a
0 = fi(is(z)) = is(f5(z)) donc f3(x) = 0 car iy est injective. Donc x €
Kerf; = Imf,. Il existe donc y € X, tel que fo(y) = z et fi(ia(y)) =
i3(f2(y)) = is(x) = 0 donc is(y) € Kerfi = Imf] et il existe 2’ € X tel que
f1(2") =ia(y). i1 est surjective, donc il existe z € X tel que 2z’ = i1(z). Puis,
io(f1(2)) = fi(i1(2)) = fi(2) = i2(y). iy est injective, donc y = fi(z). Ainsi,
z = f2(y) = fo(fi(2)) = 0 car Imf = Ker f,.

Montrons que i3 est surjective. Soit 2’ € Xj. iy est surjective donc il existe
y € Xy tel que fi(z) = iy(y). Imf] = Kerf] donc i5(fi(y)) = fi(ia(y)) =
f1(f5(x") = 0. Comme i5 est injective, f4(y) = 0 donc y € Kerf, = Imf;
et y = fo(x), © € Xy On a fi(is(2)) = is(fo(z) = ialy) = (") done
fi(is(x) — ') = 0. Ainsi, i3(z) — 2’ € Kerf] = Imf; donc il existe 2’ € X}
tel que iz(x) — 2’ = f5(2') et comme iy est surjective, il existe z € X7, tel que
' = i3(2). Finalement, is(z — f2(2)) = i3(x) —i3(f2(2)) = t3(2) — f3(i2(2)) =
is(x) — fo(2) = o' O

Définition 18. Un complexe de cochaines C' = (C*,0%) est une suite de
modules (C™),cz et de morphismes de modules (9" : C™ — C"™1),cz telle
que O"to 9" =0, Vn € Z.

On nomme opérateurs de cobord les 0".

Les éléments de C™ sont les cochaines de degré n.

Les éléments de Z™(C) := Kerd" sont les cocycles de degré n.

Enfin, les éléments de B"™(C') := Imd" sont les cobords de degré n.

Remarque 8. 1.
" od" =0 = B"(C)c z2"(0).

2. On peut aussi définir les complexes de chaines (C,,,0,)n inz 00 (0, :
Crr1 = Cp)nez sont tels que 9,1 09, = 0 pour tout n. Les 0, sont les
opérateurs de bord, les éléments de Z,(C) = Kerd, sont les cycles et
ceux de B,(C) =Imd, 1 sont les bords.

3. Les morphismes de complexes de cochaines sont les applications de
degré 0 au sens ou une application de degré p est de la forme f" :
C™ — D"™'P, La composition se fait de la facon suivante :

deg(f*) =p } . , X N
. = h*=g¢g"o f*dedegré p+qou h" =¢g""Po f"
deg(q") = q gof gré p+gq g f
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Définition 19. Un morphisme de complexe de cochaines ¢* : C' — D est
une suite (@™ : C™ — D™),cz de morphismes de A-modules telle que

O o" ="M od" VneZ.
Cela revient a imposer la commutativité du diagramme suivant :

n—1 n n+1
L0 om0 cma 0

chn l@n-&-l
an—l

n n—+1
L9 pn 9" pnt1 9T

Remarque 9. (Catégories et foncteurs)

Une catégorie A est la donnée d’une collection d’objets Ob(.A), d’ensembles
Hom(A, B) appelés ensemble des homomorphismes de A dans B pour tous
objets A, B € Ob(A) et, pour tous A, B, C' € Ob(A) d’une loi de composition

Hom(B,C) x Hom(A, B) — Hom(A, C)

telle que
1. Hom(A, B)NHom(A’, B") # 0 si et seulement si A = A’ et B = B’ avec
égalité dans ce cas,
2. Pour tout A € Ob(A), il existe un élément idy € Hom(A, A) qui se

comporte comme l'identité a gauche et a droite pour les éléments de
Hom(A, B) et Hom(B, A) respectivement, pour tout B € Ob(A).

3. La loi est associative quand cela a un sens : ie pour tous A, B,C, D €
Ob(A),
V(. 9, h) € Hom(A, B)xHom(B, C)xHom(C, D), (hog)of = ho(gof).

On note f € Ar(A) ¢'il existe A, B € Ob(A) tels que f € Hom(A, B).
Un foncteur covariant F' entre deux catégories A et B est une application
double

F : Ob(A) — Ob(B)
A —  F(A)

F Ar(A) = Ar(B)
feHom(A,B) — F(f): F(A) — F(B)

telle que
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VA € Ob(.A), F(idA) = idF(A),

VA, B,C € Ob(A), f € Hom(A, B), g € Hom(B,C), F(gof) = F(g)oF(f).
Enfin, un foncteur contravariant est également une application double

F : Ob(A) — Ob(B)
A — F(A)

F o Ar(A) = Ar(B)
f € Hom(A,B) w F(f): F(B) — F(A)

vérifiant 1. ainsi que
vf € Hom(4, B), g € Hom(B,C), F(go f) = F(f)o F(g).

Le caractére covariant sera dénoté par f, tandis que le caractére contravariant
le sera par f*.

Exemple 2. 1. Nous avons par exemple les catégories Ens, Mon, Grp,
Mods, Man, respectivement des ensembles, monoides, groupes, A-
modules, variétés de classe CP etc.

2. On a aussi la catégorie K (A)* des complexes de cochaines de A-modules.

3. Si a chaque groupe nous associons son ensemble sous-jacent, nous ob-
tenons un foncteur covariant de Grp dans Ens qui associe a chaque
morphisme de groupes l'application entre ensembles associée. Un tel
foncteur est appelé foncteur d’oubli.

4. On a un foncteur contravariant Q* de Man., dans la catégorie des al-
gébres graduées anticommutatives et associatives donnée sur les objets
par M — Q*(M) et sur les morphismes par f +— f*.

Définition 20. Soit C' un complexe de cochaines. Soit, pour tout n € Z, un
sous-module D™ C C™. Dés que, pour tout n € Z, on a O"(D") C D" o*
se factorise par ¢*, ou ¢ : D" < C™ et déﬁnitNév* par " 0" = i"1 6 9", On
obtient un complexe de cochaines D = (D*, 0*) appelé sous-complexe de C.
L’application ¢* : D — (' est alors un morphisme de complexes de cochaines.
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Définition 21. Si C est un complexe de cochaines, on nomme
ni®me module de cohomologie le module quotient

H"(C):=Z"(C)/B"(C).
Ainsi, la suite

n—1 n n—+1
i1 on 9" o1 9T

du complexe C' est exacte si et seulement si
VneZ, H'(C)=0
et dans ce cas, le complexe C est dit acyclique.
Remarque 10. Comme un morphisme de complexes de cochaines ¢* : C' — D

envoie un cocycle sur un cocycle et un cobord sur un cobord, il induit pour
tout n un morphisme de modules

H"(¢*): H*(C) — H™(D).
On a donc, pour tout n € Z un foncteur

H": K(A)" = Mody.

Définition 22. 1. Un morphisme de complexes ¢ est un quasi-isomorphisme
si pour tout n, H"(y) est un isomorphisme.

2. Une suite exacte courte de complexes de cochaines

0 c*p Y E 0

est la donnée de trois complexes C, D, E et de morphismes de com-
plexes o* : C'— D et ¢* : D — E tels que pour tout n, la suite de mo-

dules 0 o pr Y pr 0 soit exacte. Ce qui revient
a demander 1'égalité des sous-complexes Imp* = Kery* ou Imp* =
(Imp™) ez et Ker* = (Kert)"),ez.
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Théoréme 8. Une suite exacte courte de complezes

0 c.p Y E 0

induil une suite exacte longue :

HH(C) —— - -
61’1,

(a a7 (C) ) e py ) o )

6n—1

--—>H”_1(E)>

Démonstration. On construit d’abord 6™ : H"(E) — H"™(C) :

O Cn—i—l "DTH—I Dn—i—l ¥ En+1 0
dTL 871/ dTL
0 cn— . pr " pn 0

Soit z € E™ un n-cocycle. Par surjectivité de 9", il existe y € D" tel que
z = Y"(y). Comme " TH(9"y) = O™ (y) = 0"z = 0, ie "y € Kery"t =
Imem*! il existe x € O™ tel que 0"y = @""Y(x). A y fixé, ce x est
unique du fait que ™" est injective. Alors " 2(9"t1x) = 9" (" (z)) =
O™t odmy = 0. Par injectivité de "2 on a "'z = 0 donc x est un (n+1)-
cocycle.

Vérifions que la classe de cohomologie de x ne dépend pas du choix de y. Soit
y' € D™ convenant aussi et 2’ se déduisant du choix de /.

Ensuite, 0 = ¢"(y—y') donc y—1' € Kery)" = Imy" et donc il existe a € C™ 1!
tel que y — ' = ¢"(a) ce qui implique que " (z — ') = (y —y) =
o"o"(a) = "T1(9"a), d’ou x — 2’ = 9"a par injectivité de ¢"!. En notant
0"(2) la classe de cohomologie de z, on a bien une application A-linéaire
6" Z"(E) — H"H(O).
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Il nous reste a vérifier que 6™ annule les cobords pour passer au quotient en
une application 6" : H"(E) — H"™(C).
Supposons que z = 9" !cet soit ¢ = ¢)"1(b) par surjectivité. Alors ™ (9" (b)) =
o typn=1(b) = 9" tc = 2. Alors, pour construire 6"(z), on pose y := 9" 1b
mais alors " (x) = 0"y = 0"0" ¢ = 0, donc z = 0 par injectivité de "+,
Vérifions Pexactitude en H"1(C), pour fixer les idées.
1. H"(p*) 0 6" = 0. Soit z € E™ un n-cocycle. Soient z et y de la
construction de §". Alors H" 1 (p*) 0 §"(z) = "t (x) = 0"y = 0.
2. KerH"™(¢*) C Imé". Soit € C™™ un (n + 1)-cocycle. Dire que
H" (") (Z) = 0 revient a dire que ¢"!(x) = 0, ie que ¢""!(x) est
un cobord de D", Done, si 7 € KerH" ™ (p*), il existe y € Z"(D) tel

que "t (z) = 9"y. Posons z := Y"(y), alors 0"z = 9"(V"(y)) =
P (Ony) = Yt ("t (x)) = 0. Par définition de 6", on a alors
(z)=1=.

]

Définition 23. Deux morphismes de complexes p* ¢* : C* — D* sont
homotopes s’il existe une application K : C* — D* de degré —1 telle que

Vn € Z, K"o" + 0" K" = " — o™

L’application K est appelée opérateur d’homotopie (ou simplement homotopie)
de ¢ a .

Remarque 11. C’est une relation d’équivalence :

1.
"~ "t KT =0,
2.
%0*N¢* = w*NSO*v L*:_K*7
3.

it et Yt Xt = gt X, LT = K+ K

Proposition 15. Si o*, v* : C* — D* sont deux morphismes homotopes,

alors
H"(¢*) = H"(¢"), Vn € Z.
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Démonstration. Soit x un n-cocycle, alors ¥"(z) — ¢"(z) = "' K"(z), donc
©"(x) et Y"(z) different d’un cobord, donc ¢"(x) = ¢"(x) dans H"(D). O

Corollaire 1. S id : C* — C* est homotope a 0, alors C* est acyclique.

Démonstration. Comme H™ est un foncteur, H"(id) = id, mais aussi H"(id) =
H™(0) = 0. Donc, idgnc) = 0, et donc H*(C) =0, Vn € Z. O

Corollaire 2. 57 f* : C* — D* et g* : D* — C* vérifient fog ~ id et
go f ~id (on dit que C* et D* ont méme type d’homotopie), alors

Vn € Z, H"(C) ~ H"(D).

7 Cohomologie de De Rham

Désormais, sauf mention contraire, toutes les variétés seront supposées
lisses.

Soit M une variété différentielle lisse. Alors l'algébre graduée Q* (M) est un
complexe de cochaines :

0——QO(M) —&— Q1 (M)~ 2(M) L.

On parle du complexe de De Rham. Les cocycles sont les formes différen-
tielles fermées et les cobords sont les formes différentielles exactes.

Définition 24. On appelle n®™® espace de cohomologie de De Rham de M
I’espace vectoriel quotient

H"(M) = Hpp(M) := Z"(Q"(M))/B" (" (M)).
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Remarque 12. Si f est lisse, alors f* est un morphisme de complexes de
cochaines et passe a la cohomologie. Le foncteur contravariant 2* va donc
de la catégorie des variétés lisses dans la catégorie K (R)* des complexes de
cochaines sur R.

Exemple 3. 1.

Ha) ={ § "o

2. Kerd’ N Q°(R) = {fonctions constantes} donc H°(R) = R. Sur Q'(R),
Kerd' = Q'(R) et si w = g(x)dz € Kerd', alors en posant f : x
foxg(u)du, on trouve df = w. Donc toute 1-forme différentielle sur R
est exacte : H'(R) = 0.

3. On généralise avec Poincaré :

R sin=0
n(P) —
H(R)_{O sinon

Lemme 5. L’image réciproque passe a la cohomologie.

Démonstration. En effet, elle envoie une forme fermée sur une forme fermée
et une forme exacte sur une forme exacte. O

Proposition 16. Deux variétés difféeomorphes ont méme cohomologie.

Démonstration. Par fonctorialité de 'image réciproque. O

Proposition 17. Soit M une variété différentielle et p > dim M, alors
HP(M) = 0.

Démonstration. n = dim M, p > n. Pour tout x € M, dim(7T,M) = n donc
we (M) = w(x)e APT;M = {0}

d’apres la Proposition 6. ]
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Lemme 6. 1. Le produit extérieur de deux formes fermées est fermée.

2. wAn ne dépend pas du choix du représentant de W ou de 7.

Le produit extérieur passe donc a la cohomologie et induit une structure
d’algebre graduée différentielle, associative et anticommutative :

dim M

H*(M) = @ H"(M) =P H"(M).

Remarque 13. 1. On a (en utilisant la propriété d’antidérivation de A) que

Z*(M) C Q*(M) est un sous-anneau et B*(M) C Z*(M) est un idéal.

2. Si f: M — N est lisse, alors f*: H*(N) — H*(M) est un morphisme
d’algébres graduées.

Proposition 18. Si M est une variété a ¢ composantes connexes, alors

HO(M) ~ RC.

Démonstration. Comme B°(M) = {0}, H*(M) = Z°(M). Si f € Z°(M), ie

si f: M — R telle que df = 0. Dans une carte (U, ), df = >, g—g_dapi =0
of _

donc pour tout 1 <7 < n, 50 0 sur U et f est localement constante sur U.
Ainsi les O-formes fermées sur M sont les applications localement constantes

sur M. O

Remarque 14. Comme une variété admet une base dénombrable, le nombre
c est au plus dénombrable.
Exemple 4. 1. (Cohomologie de S!). On a

HO(SY) ~ HY(S") ~R.

En effet, S' est connexe, on a H*(S') ~ R. De plus, dimS' = 1, donc
QY(S') = Z'(S'). On considére I'application linéaire

e QY(SYH - R
w o o= faw
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Posons aussi

h : R — St
0 +— (cosf,sind)

(a) ¢ est surjective. En effet, si wy := —ydzx + zdy, alors h*wy =
df. Ainsi, si z € R, [y stwo = & [qwo = %fh([OQﬂ]) h*wy =
x s do =
2m JO =

(b) D’apreés le Théoréme de Stokes, B'(S') C Kerp.

(c) Montrons que Kerp C B'(S'). Soit donc w € Kerp. On a

/ w = / h*w =
St [0,27]

et h*w = f(t)dt avec f 2m-périodique. En effe, wj est une forme vo-
lume sur S!, donc toute w € Q(St) s’écrit w = fwy, avec f lisse sur
S (pour tout x € S',dim(A'T,S') = 1, puis on regarde la régula-
rité des coefficients). Puis h*wy = dt donc h*w = h* fh*wy = hfdt
qui est 2m-périodique.

Lemme 7. Si f : R — R est lisse 2n-périodique et telle que

027r f(t)dt = 0, alors il existe g € C*(R) 2m-périodique telle que
Tt —

Demonstmtzon Posons g(t) fo w)du, g(t+2m) = fOtHﬂ f(u)du =
2T fu)du 4 [, f( )du—O—l—g()etdg—g’dt:fdt. O

Donc fdt = dg avec g 2mw-périodique. Alors ¢ = h*n. En effet,
sip € S!, comme h est un diffeomorphisme local et il existe V'
un voisinage ouvert de p dans S! et U un ouvert de R tel que
by : U — V est un difféomorphisme. Soit s := h ! Posons alors
n = f os. n est bien définie : si s’ est un autre dlffeomorphlsme
(on change V), alors s et ¢ différent d’un multiple de 27, mais g
est 2m-périodique. Nous avons donc bien g = nos™ = goh = h*n
sur h=}(U). En faisant varier p € S!, on obtient 1 sur S'.
Lemme 8. Si h: M — N est lisse, surjective et est une submer-
sion, alors h* : Q*(N) — Q*(M) est injective.
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Démonstration. Soit w € QF(N) telle que h*w = 0. Soient p € N ;
v1,...,v, € T,N. h est surjective, donc il existe p € M tel que

h(p) = p. h est une submersion, donc il existe vy, ..., v € T;M tels
que T;h(v;) = v;. Done 0 = (h*w)(p)(v1, ..., 0x) = w(p)(v1, ..., vk)
donc w = 0. O

Ainsi, dg = d(h*n) = h*(dn) mais dg = fdt = h*w. h* est injectif
donc w =7, donc w est exacte.
Alinsi, par le théoréme d’isomorphie,

H*(SY) = Z(SY)/B'(S') ~ R.
De plus, un générateur de H'(S!) est @ ot w € QL(Sh) vérifie
w# 0.
Sl

2. (Cohomologie d’une union disjointe). Soient M une variété lisse et
(Us)aca des ouverts disjoints de M. Alors

H* (|_| Ua> ~ [ B (U.).
acA acA
En effet, i, : Uy = | |gc 4 Up induit un morphisme i7, : 2* <|_|/86A Ug) —

2*(U,) et on montre aisément que

O <|_| Ua> = [ ()

est un isomorphisme d’algébres graduées. Cet isomorphisme induit I'iso-
morphisme :

0 H (UpeaUa) = Tloca H(U)

W = (izw)aeA

En particulier, on a

H? <|_| Ua> ~ [[ #(Ua).

acA aEA

Remarque 15. Si I'union est finie, ces deux derniers résultats se retrouvent
avec la suite de Mayer-Vietoris.
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8 Cohomologie de De Rham a support compact

Remarque 16. Si M est une variété lisse, 2*(M) est un complexe de cochaines
(c’est méme une algébre graduée associative et anticommutative. En effet,
supp(w A n) C suppw Nsuppn). On note

HX(M) = ZX(M)/B!(M)

Iespace vectoriel de cohomologie de ce complexe. On note que si M est
compacte, alors
(M) = Q°(M)

et
H*(M) = H*(M).

Exemple 5. 1.

n R sin=0
H, ({a}) - { 0 sinon

_ composantes connexes compactes
HY(M)=R
c .

3. Sur R, il n’existe pas de fonction constante non nulle a support com-
pact donc HY(R) = 0. [, : Q(M) — R est surjective. Montrons que
Ker fR = Imd" et par quotientage, on aura

H!(R) = Qi(R)/Ker/ =R.
R
Si g(x)dx € Ker [;, on pose f:x — [ g(u)du et f € Q2R). (At-
tention : si [, g(x)dz # 0, f n’est pas a support compact). Alors df =
g(z)dx donc Ker [, C Imd°. Réciproquement, si df = f(z)dx € Imd®,
alors [, df = f(b) — f(a) = 0 avec [a,b] D suppf.
4. On généralise :
R sin=p

n(RP) —
H: (R?) _{ 0 sinon
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Remarque 17. 1. Si w,n € QX(N), alors w An € Q5(M) et A passe a la
cohomologie & support compact et H} (M) est une algébre graduée.
2. Attention : w € Qf(M) n’'implique pas que f*w € Q*(M), donc on ne
peut pas définir de foncteur 2 comme précédemment. Cependant, on
peut :

(a) Soit construire 2 comme Q* en se restreignant aux applications
propres (ie f~! d’un compact est compact),

(b) Soit on construit un foncteur covariant € pour l'inclusion des
ouverts : Si U C M est un ouvert, et si ¢ : U — M, on pose
ix : QH(U) — Q5(M) qui étend une forme différentielle par 0.

A partir de maintenant, c’est ce foncteur covariant qu’on désignera par
2%, Le caractére covariant nous servira pour la dualité de Poincaré et
la suite de Mayer-Vietoris a support compact.

Exemple 6. (Union disjointe)
Soient M une variété lisse et (U, )aca des ouverts disjoints de M. Alors

H <|_| Ua> ~ P H; (U.).

a€cA a€cA
En effet, i, : U, — |—|B€A Us induit un morphisme
Qo QE(Uy) — 4 (UﬁeA Ug) qui permet de construire le morphisme d’al-
gébres graduées donné par

i* . @aGAQ:(Ua) — Qz (l_laeAUa)

P p :
v=1 Wa, = 2y:1 Loy, xWay,

dont on vérifie qu’il s’agit d’un isomorphisme (en effet, une forme & support
compact ne peut étre non nulle sur un nombre infini d’ouvert U,), d’ou le
résultat.

Remarque 18. On peut retrouver ce résultat avec Mayer-Vietoris si I'union
est finie.
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9 Invariance par homotopie

Définition 25. 1. Deux applications lisses f,g: M — N sont
différentiablement homotopes s’il existe une application lisse F': M X
R — N telle que f = F(-,<0), g=F(-,>1).
C’est une relation d’équivalence.

2. Soit M une variété lisse. On dit que M est contractile en py € M si id
et 'application constante égale a pg sont différentiablement homotopes.

3. On dit que M est contractile si elle est contractile en au moins I'un de
ses points.

Théoréme 9. Si f,g: M — N sont lisses et différentiablement homotopes,
alors
ff=9g":H"(N)— H*(M).

Démonstration. Posons
1 M — MxR
x = (x,t)
alors f = F o1y et g = F o1i;. Par fonctorialité de I'image réciproque,
fr=ijoF*: H"(N) — H*(M) et g* =10 F* : H"(N) — H™(M). 1l suffit
donc de montrer que i : if : H"(M x R) — H"(M). Pour cela, nous allons
montrer que i, i} : Q* (M x R) — Q*(M) sont des morphismes de complexes

de cochaines homotopes, et on appliquera la Proposition 15.
Nous sommes donc ramenés a construire un opérateur d’homotopie K ou

K™ : Q" (M x R) — Q"1 (M) et
K" Y+ d" K" =t — . (1)
Considérons le champ de vecteurs

T:=4 . MxR — T(MxR)=TM&TR
(m,x) (0,)

Siw € Q"(MxR), la contraction trw € Q"1 (M XR) ot (t7w)(p)(vi, ..., Up1) =
w(p)(0,v1,...,v,-1) et donc @ = if(1yw) € Q" Y(M). Ensuite, si &' €
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Q"=Y(M) dépend de ¢, fol wldt € Q" 1(M) (écrire @ dans une carte). Ainsi,
on définit K :

1
Vw e Q"(M x R), K"w = / it (Lyw)dt € Q"1 (M).
0

Remarquons ensuite que tout w € Q"(M x R) s’écrit de fagon unique w =
a+ BAdt, a € QY (M xR) et 8 € Q" (M x R) sont de la forme p*n ou
p:MxR—» MetneQ(M),ie aet §n’ont en aucun point un terme en
dt. I1 nous reste & vérifier (1) sur les formes différentielles de la forme « et
B Adt.

1. Soit n € Q"(M), pour une carte (U, ) de M,

a=p'n= Z fr(z, t)p*dpi, A--- A p de;, .
T=(i1,evnyin)

On peut donc supposer a = f(x,t)dx;, A--- Adz;,.
tra=0 = dK"a =0,
puis

K" (da) = K™ (aa—{dt Ndx; A--- Adz;, + termes sans dt)

1
:KMJG%ﬁAmhAmA¢%>:(/w%&)ﬁAm%N“AW%
0

= (f(z,1) = f(z,0))dz;, A--- Ndx;, = ija — 5o

2. Soit f = p*nAdt. Comme précédemment, localement, on peut supposer
B = f(z,t)dt Ndx;; A--- Adz;, , comme forme sur un ouvert de R”.
On a

dt — indt =0 = it 8 — iB.

De plus, on a
’ j=1 0x; dwj A dt N dxi, A--- Nda,
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donc

" _ of ‘
K™ (dB)(p) = =) ( /0 o) dt) dr; Adxg, A--- Ndzy,

J
et .
d(K"B)(p) =d ((/ f(x,t)dt) dxi, N A da:in_1>
; ( /0 o) dt) dej Adxg, A Adr, .
Donc

dK"B 4+ K" (dB) = i3 — i3,

et donc (1) est vraie.

Corollaire 3. (Lemme de Poincaré)
St M est une variété lisse contractile, alors toute forme différentielle fermée
sur M est exacte.

Démonstration. Soit pg € M tel que M soit contractile en py. On note pg
Iapplication constante égale & py. Alors py et id sont différentiablement ho-
motopes et les applications

po. : H*(M) — H*(M)

= pow
et
id* : H*(M) — H*(M)
w — w
sont égales. Ainsi, pour toute w € Z*(M), w = 0 donc il existe a € Q*(M)

telle que da = w. O

On va a présent voir que, malgré le fait que la construction de formes
différentielles soit intimement liée a la structure différentielle des variétés, la
cohomologie de De Rham est invariante par homéomorphisme.
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Lemme 9. Soient M, N deux variétés.

1. Toute application continue M — N est continiment homotope a une
application lisse.

2. Deuzx applications lisses contintiment homotopes sont différentiablement
homotopes.

Pour démontrer ce lemme, on procéde en plusieurs étapes :

Lemme 10. I/ existe £ € C*°(R™,[0,1]) telle que
0 szl <1
5(”—{ U osi ||zl > 2

Démonstration. La fonction

h : R — R
1
PN et s1 t>0
0 st t<0

est lisse et on pose alors
Alall=1)
|ll] = 1) + h(2 — [|]])

§:x|—>h(

O

Lemme 11. Soit U C R™ un ouvert relativement compact et soit U C V C
R™ un ouvert. I existe ¢ € C*(R™, |0, 1]) telle que

1 si 2€U
C<x>:{0 si x ¢V

Démonstration. 1l existe ai,...,a, € R™ et il existe ry,...,7, > 0 tels que
B; := B(a;,r;) C V pour tout i et B; := B(a,,r;) telles que U C U, B;. On

pose
p
T — q;
=1 — L.

43



Lemme 12. I existe une famille dénombrable (U,, v,)pen de cartes de M et
une famille dénombrable (V,,,1,)pen de cartes de N telles que

1. U, (resp V,) est un ouvert relativement compact de M (resp N ),

2., (resp. ) est un difféomorphisme de U, (resp. V,) sur R™ ou H™
(resp. R™ ou H").

3' f(UP) - V;’;
4. (Up)pen est un recouvrement ouvert localement fini de M,
5 M= UpeN D,, D, := (pgjl(Bm).

Démonstration. Soit (W;,0;) une famille de cartes de N telle que
1. W; est un ouvert relativement compact de NV,
2. (W,) est un recouvrement ouvert localement fini de N,
3. 0; est un difféomorphisme de W, sur R™ ou H".

On peut trouver une famille dénombrable (U,, ¢,),en de cartes de M telle
que

1. U, est un ouvert relativement compact de M,

2. (Up)pen est une recouvrement ouvert localement fini de M,
3. ¢, est un difféomorphisme de U, sur R™ ou H™,

4. M = UpeN D, ou D, := go;l(IB%m),

5. Vp €N, Ji(p) ; f(Up) C Wiy =V,

Les familles (U, ¢p) et (V;, 1) ot 1, := 0, vérifient les conditions imposées.
[l

Théoréme 10. Si f : M — N est continue et différentiable sur un fermé F
de M, alors il existe une homotopie H relativement a F' de f & une application

différentiable g : M — N.

Démonstration. Soient avec les notations du Lemme 12, Ay := F, A, =
A, 1 UD,, p > 1. A partir de l'application continue Hy : (x,t) — f(x)

d’applications continues de M x [0,1] dans N telle que
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1. H,=H, ;sur A,y x[0,1] C M x [0, 1],

2. Hy(x,0) = f(x),

3. x+— H,(x,1) est différentiable sur A,.
Supposons z — H,_1(x,1) différentiable sur un voisinage ouvert €2, de A, ;
et soit K, == D, \ (D, N€Y,). On peut trouver deux ouverts W, et W de M
tels que

1. K,cW,cW,cW,cW,cU,

2. WA, =0
Soit alors (Lemme 11) ¢, différentiable sur U, égale a 1 sur W, et a 0 sur
Up \ W,. L’application H, : M x [0,1] — N définie par

. H, (1) sioxé¢ WIQ
Hy(x,t) : { U (1=t (2)Up(Hp—r(, 1) si z €U,

satisfait aux conditions voulues (z — H,(z,1) est différentiable). Puisque
(Up)pen est localement fini, on peut définir une application continue H :
M x[0,1] — N par
H(z,t) .= lim H,(z,1).
p—>OO
C’est une homotope relativement a F de f a g : © — H(z,1) différentiable
de M dans N. O

Corollaire 4. Toute f : M — N continue est homotope a une application
différentiable.

Démonstration. On applique le Théoréme précédent avec F = (). O

Théoréme 11. Deuzx applications différentiables contindment homotopes sont
différentiablement homotopes.
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Démonstration. Soit o € C°(R, [0,1]) telle que

0 si t<
a(t) = { 1osi t>
Si H: M x[0,1] — N est une homotopie (continue) de f a g, application

H' : (x,t) — H(z,a(t)) de M x R dans N est différentiable sur le fermé
F:=M x (] — 00,0l U[1,400]) : elle vérifie

{ H'(z,t) = f(z), t<0
H'(z,t)=g(x), t>1

[IN[SSTNI T

—~

Il existe donc une application différentiable K : M x R — N égale a H' sur
F : K est alors une homotopie différentiable de f a g. n

Les deux derniers Théorémes donnent exactement le Lemme 9.

Lemme 13. Une application continue entre variétés f : M — N induit un
morphisme f*: H*(N) — H*(M).

Démonstration. Soit f : M — N continue, alors il existe f: M — N lisse
continiiment homotope & f. On pose f*:= f*. Alors f* est bien définie : en

effet, si ]?: M — N est lisse et aussi continiment homotopes & f, alors fet
fsont continiment homotopes, donc différentiablement homotopes et donc

7. s

Lemme 14. Si f : M — N et g : N — L sont continues entre variétés
différentielles, alors (go f)* = f* o g*.

Démonstration. Si f est homotope a leisse et si g est homotope & g, alors
on vérifie que g o f est homotope a g o f. n

Définition 26. 1. Une application continue f : M — N est une
équivalence d’homotopie s’il existe une application continue g : N — M
telle que go f est contintiment homotope a id,; et fog est contintiment
homotope & idy.
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2. Deux variétés M, N ont méme type d’homotopie s’il existe une équiva-
lence d’homotopie f: M — N.

Théoréme 12. Deuz variétés M et N ayant méme type d’homotopie ont
des espace de cohomologie isomorphes.

Démonstration. Soit f : M — N une équivalence d’homotopie. Soit aussi
g comme dans la définition précédente. g o f (resp. f o g) est contintiment
homotope & idy; (resp. idy) donc (g o f)* = idu-ary et (f o g)* = idy=(n
ie f*og" = idy-) et g" o f* = idy+(n). Donc f* est un homomorphisme
bijectif H*(N) — H*(M), c’est un isomorphisme. O

Corollaire 5. (Théoréeme de De Rham)
Deuz variétés homéomorphes ont méme cohomologie.

Exemple 7. 1. Si M est le ruban de M&bius, alors on a un retract de M
sur son cerlce médiant S!, ainsi

R sin=0,1
0 sinon

H"(M) ~ H"(S") = {

- - { X 3050

Corollaire 6. Si U C RP est un ouvert étoilé, alors U a le type d’homotopie
du point et
R sin=0

H'(U) = { 0 sinon

Donc, toute forme fermée sur U y est exacte (lemme de Poincaré).
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Démonstration. On va montrer un résultat plus général :
Soit Y C R™ et soient fy, f1 : X — Y continues telles que

Ve e X, [fo(z), fi(z)] C Y.

Alors fy et f; sont homotopes. Il suffit de considérer

X x[0,1] — Y
(z,t) = (L—1t)fo(z) +tfi(x)

10 Lemme de Poincaré & support compact

Théoréme 13. Soit M une variété différentielle lisse. Alors

HM(M x R) ~ H" *(M).

Démonstration. Toute forme de QF(M x R) s’écrit comme combinaison li-
néaire de termes de la forme f(x,t)p*n et f(x,t)p*n A dt ou n € Q" (M),
f lisse a support compact et p : M x R — M. On définit w, de la fa-
¢on suivante : w, : Q'(M x R) — Q"1 M) ou m,(f(z,t)p*n) = 0 et
o (f(z, t)p* n A dt) = [, f(a,t)dtn.

1. m.od = dom, donc T, passe au quotient m, : H"(M x R) — H" ' (M).

2. Soit e : R — R lisse d’intégrale 1 et soit e, définie par e, : QI (M) —
QI (M x R) ou e,(w) = p*w A e(t)dt. De méme, doe, = e, od et on
ae,: H' (M) — H'"' (M x R).

3. On va construire une homotopie entre e, et m,. Posons K, définie
par K, : Q' (M x R) — Q1 (M x R) ou K,(f(z,t)p*n) = 0 et

Ko (f(z, t)p*nAdt) = pn (ffoo f(, U)dU) —pnA(t) [77 fx,u)du avec
At) == [*_ e(u)du.

4. Montrons que
id — Cn—1Tp = (—1)n_1(dn_1Kn + Kn+1dn)

sur (M x R), ce qui permettra de conclure avec la Proposition 15.
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5. Sur les formes du type f(z,t)p*n avec degn = n, on a

(id — en—1mn)(f(z, t)p™n) = f(x,t)p™n.

D’autre part,

(d" Ky + Ko d")(f (2, t)p*n) = =K d"(f(z, 1)p*n)

= K (g—{dt A p*n + termes sans dt) =—K, ((—1)”86—{]9*77 A dt)

= (—1)"*! (p*n /; %(w,t)dt — p'nA(t) /_+OO %(x,t)dt)

= (=)™ p*nf(w,t)
car f est a support compact.

6. Sur les formes du type f(z,t)p*n Adt, degn =n—1, on a

+o0o
(id—en17n) (f(z,t)p"nAdt) = f(x,t)p" nAdt—p™n (

—00

f(z, t)dt) Ne(t)dt.

D’autre part,
d" VK (f (2, t)ptn A dt)

=da"! (p*n ( ” f(z, t)dt) — p'nA(t)

o0

+0o0

f(, t)dt)

—00

— () / Fa 0t + (~1)" ptnf(z, )

n—1, % ¢ af *( n—1 e
+(=1)"""p'n ( 3 E(m,t}dt) dx — p*(d" " n)A(t) f(z, t)dt

—0o0

fz, t)dt + A(t) (/+oo %(x, t)dt) dx)

—00

—+00

(1 (e@)dt

et

—00

(Konpad")(f (z, t)p*n A dt)

Ko (p*<dn> A S0t + (17 A D dt)

—+00

vt [ s 0t panaw [ e

49



+(=1)"t <p*n (/_; g—i(x, t)dt) dx — p*nA(t) (/_:O %(w, t)dt) dx) ,

d’olt le résultat.
O]

Remarque 19. La dualité de Poincaré permet de retrouver ce résultat.

Exemple 8.

R sin=p
n Py —
HZ(RT) _{ 0 sinon

Ici, le morphisme HP?(RP) — R est obtenu en itérant m, par intégration sur
RP. Nous allons déterminer un générateur de H?(R?). On prend la fonction
constante égale a 1 que 'on itére avec e.. On obtient e(z1)dxy A e(za)dzrs A
-+ -Ne(xp)dz,. Un générateur de H?(IR?) est donc une forme du type a(x)dzi A
.- Ndz, avec [,, a(z)dxy - - - dx, = 1. Le support de o peut étre choisi aussi
petit que souhaité.

Remarque 20. La cohomologie a support compact n’est pas invariante par
homotopie.

Proposition-Définition 4. (Degré d’une application propre)

Si f : R* — R" est lisse, propre, alors f* : H'(R™) — HI(R"™) est bien
définie. Par la dimension, ce morphisme envoie un générateur (ie un élément
w e ZMR"™) tel que [p, w = 1) sur un multiple d’un générateur. On nomme
ce multiple le degré de f. Donc, si a est un générateur, f*a = (deg f)a d’ou

Jgn fra=deg f. Alors

deg f € Z.

Démonstration. On rappelle que p est un point critique de f : R" — R™ si
T,f : T,R™ — Ty, R™ n’est pas surjective, on dit que f(p) est la valeur critique.
En particulier, un = ¢ Imf est une valeur réguliére (ie non critique). On a
(voir Annexe)

Théoréme 14. (Théoreme de Sard)
L’ensemble des valeurs critiques d’une application lisse est de mesure nulle.
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1. Si f n’est pas surjective, alors deg f = 0. En effet, comme f est propre,
alors Im f est fermé, donc si z ¢ Imf, alors il existe un voisinage ouvert
U de x tel que Imf NU = (. Si on prend a un générateur a support
compact dans U, alors f*a = 0 et donc

deg f=0¢€Z.

2. Si f est surjective, le théoréme de Sard montre que presque tous les
points de I'image sont des valeurs réguliéres. Soit x € Imf une valeur
réguliére, alors T, f est surjective (et donc c¢’est un isomorphisme car
on est en dimension finie), d’aprés le théoréme d’inversion locale, f
est un diffécomorphisme local en z, donc f~1(x) est discret. Comme
f est propre, f~!(z) est fini. Si a est un générateur a support dans
le voisinage de z, alors f*a est une n-forme différentielle proche de
f~Yx). Comme un diffeomorphisme conserve I'intégrale au signe preés,
I'intégrale de f*a au voisinage d'un point de f~!(z) vaut +1 et donc

degf= [ fra= )Y +leZ

R f (=)

11 Suites de Mayer-Vietoris

Soit M une variété lisse recouverte par deux de ses ouverts U,V (M =
U U V). On note
unv

U% (XV
N

Remarque 21. Sii: A — B est 'inclusion, alors i* : Q*(B) — Q*(A) est la
restriction des formes différentielles.
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Théoréme 15. On pose

s (M) = QMUY eQNV) . B MU e (V) = QrUNV)

et

w — (Jiw, Jyw) (w,n) = LW — e
Alors la suite
00— Q (M) —2=Q"U) & (V) 2= Q*(UNV) —=0
est exacte.
Démonstration. 1. Kera™ = 0. C’est évident.

2. Ima™ = Kerp". On a
B"(jow, jyw) = (ju o iv)'w — (Jv o iv) 'w = ipqyw — igayw =0

ot igny : UNV «— M. Donc Ima™ C Kerf". Si (w,n) € Ker", alors
1w = 1yn donc w et n coincident sur U NV, on peut donc poser la
forme différentielle sur M :

w@:{WW)ﬂer

n(z) st zeV

et alors (w,n) = a0, d’ou le résultat.

3. " surjectif : Soit {py, py} une partition de 'unité subordonnée au
recouvrement M = U U V. Soit w € Q"(U N'V) et posons

(z) = pv(r)w(x) si relnV
e = 0 si x €U\ supppy

sur U et

0(z) = —pu(@)w(z) si  zeUNV
o 0 si x €V \ supppy

sur V, alors n € Q*(U), 0 € Q"(V) et w = "(n,0).

En utilisant les Théorémes 8 et 15, on obtient alors
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Théoréme 16. (Mayer-Vietoris)
Si M est une variété différentielle lisse recouverte par deux ouverts U et V,
on a la suite exacte longue de Mayer-Vietoris :

an+1

Hk+1 (M)
5‘VL

5n71

(» HE (M) —2" HYNU) @ HY(V) —2~ H*(U N V) )

g UNY) )

Remarque 22. « et 8 passent au quotient. On va donner rapidementd™ en
suivant la construction du Théoréme 8. Soit w € Z™(U NV). D’aprés le
Théoréme 15, w = ™(§), & = (pvw, —pyw) € Q"(U) & Q*(V). Comme dw =
0et d"8™ = B"Fd", on a g d"E = d"BE = d"w = 0., ie d(pyw) et —d(pyw)
coincident sur U N'V. Puis, dé = o""'(n) ou n = { jé?;;cj) :E ‘[i .
Comme dans le Théoréme 8, cette construction assure dn = 0: " 2(d"1n) =
d"antiy = d"Hdré = 0, et par injectivité, dn = 0. Enfin, §"(w) = 7. Le
Théoréme 8 montre alors que 0" est bien définie.

Exemple 9. (Cohomologie de S* avec Mayer-Vietoris)

S' est connexe, donc H°(S') = R. Soient U := S'\ {N} et V := S\ {S}.
Alors St = UUV et U et V ont une composante connexe et U NV en a deux,
donc H'(U) ~ HY(V) ~ R et H°(U NV) ~ R% Nous avons donc la suite de
cohomologie de Mayer-Vietoris

0—>R—-R2Z

R? —°% [Y(SY) —=0

D’aprés la Proposition 13, on a H*(S') ~ R.

Une analyse plus approfondie de la suite de Mayer-Vietoris nous donne un
générateur de H'(S'). L’application 4, : Z%(U) ~ R — Z°%(UNV) ~ R?
restreint une application constante aux deux composantes connexes de U N
V, donc if(x) = (z,z). De méme, i}, : R — R? y — (y,y). Ensuite,
B Z2%U) e Z°(V) 2 R? —» Z%(U NV) ~ R? est donnée par 5%(z,y) =
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ip(x) =iy (y) = (v,2) = (y,9) = (x—y, v —y) donc ImB° = A := {(z,2), v €
R}. Par exactitude de la suite, H'(S') = Im¢® ~ R?/Kerd® = R?/Im3° =
R?/A = R, et on retrouve le résultat. Ensuite, H*(S') = (w) ot w # 0
car dim(H'(S')) = 1. Un tel élément s’obtient en prenant §°(a,b) ou (a,b) ¢
Kerd” = Imf3° = A. Par exemple, (a,b) = (1,0). Soit f : S — R lisse valant 1
sur la premiére composante connexe de UNV et 0 sur la seconde. Soit {py, pv }
une partition de 1'unité de S' subordonnée au recouvrement {U,V'}. Alors
Bpvf,—puf) = fiuav = (1,0). Puis, 6°(1,0) = 0°(8%pv f, —pu f)) = 7 on
_J dlpvf) sur U
77_{ —d(pyf) sur V' -

Exemple 10. (Cohomologie de S™)
On a

R? sik=0

R sik=0,1
Hk(SO) - Hk({il}) - { 0 sinon

k(Qly _
ot H(S)_{ 0  sinon

On va montrer par récurrence sur n > 1 que
R sik=0,n
Hk’ ny _ ) )
(8") { 0 sinon

n =1 C’est déja fait.
n — 1 — n. Par connexité; H°(S") ~ R et par dimension, H*(S") = 0, Vk >

n.
Soient U := S" \ {N}, V := 8"\ {S}, et alors, pour 1 < k < n, le morceau
de la suite de Mayer-Vietoris

H*Y(U) ® H='(V) —= H*=Y(U N V) — H*(S") — H*U) @ H*(V)

donne
O—>Hk_1(UﬂV)—>H’“(S”)—>O

puisque U et V dont le type d’homotopie du point.

Lemme 15. La sphere privée de deuz points UNV = S"\ {N, S} est difféo-
morphe a S"1x] —1,1].
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Démonstration. En effet, 'application
S"\ {N,S} — S"'x]-1,1]

(To,y .oy ) ((I1 """ x;’),xo)

est un difféomorphisme. O

Comme | — 1,1[ est contractile, S""'x] — 1,1[ et S™™! ont méme type
d’homotopie et donc H*1(S"7!) ~ H*1(U N V). On en déduit que la suite

00— Hk—l(gn—l) . Hk(Sn) — 0

est exacte, ce qui permet de calculer H*(S") pour 1 < k < n. II reste a
calculer H'(S™), ce qui se fait en appliquant la Proposition 13 a la suite

0—=H'(S")— H(U)® H(V) —= H(UNV)— H'(S') —0
et en remarquant que HY(UNV) = HY(S" ') = R. O
Remarque 23. Soit n > 1, comme S™' — R™\ {0} est une équivalence

d’homotopie, on en déduit que

R? sik=0, n=1
H*R"\ {0}) =H*S" =S R sik=0,n—1, (n>1)

0 sinon

Exemple 11. (Cohomologie de P"C, n > 1). P"C est une variété lisse,
0i(U;) € C" ~ R?" (voir Annexe), ¢’est une variété de dimension 2n. Mon-
trons que

H?*(P"C) ~R et H*'YP"C)=0, 0<k<n.
Posons p:=[1:0:...:0].
Lemme 16. L’application

Jj o P*1C — P"C\ {p}
[Tty = [0y xy

est une équivalence d’homotopie.
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Démonstration. En effet, posons

k. PC\{p} — P-IC

[To:...tmy] = [zp:...i@y)
Alors, ko j = id et j o k est homotope & idpn-1c par H(t,|[xg : ... : x,]) =
[trog :my ... xy). O
Alors PPC = U UV ou U = {[zg : &1 : ... : x,) € P"C; 9 # 0} et
V =P"C\ {p}. Alors UNV =R?*\ {0} puisque
Yo U=U, - Cr~R™
[zo ...t xy] — (i—;,,i—g)
est un difféomorphisme qui envoie [1:0:...: 0] sur 0. On procéde alors par

récurrence sur n

Pour l'initialisation, le résultat est vrai pour n = 1 d’aprés ce qui précéde
puisque P!C ~ S2. Pour I’hérédité, supposons la propriété vraie au rang
n — 1, n > 1. Par connexité de P"C, H°(P"C) = R. Etudions la portion
suivante de la suite de Mayer-Vietoris

H*=Y(U N V)H*(P"C) — H*(U) @ H*(V) —= H*UNV), 1 <k < 2n—1

qui donne
0 — H*(P"C) — H*(P"!C) —=0

ce qui permet de calculer H*(P"C). Si k =1,

0 — H(P"C) —— H(U)® H'(V) — = H°(UNV) — H(P"C) — = H'(U)p H (V) — = H (U NV) —> ...

donne

0—=R——>R? R ——= H'(P"C) — H'(P""'C) —=0

et on conclut avec la Proposition 13.
Pour k =2n — 1,

L. H2n72(U N v) H2n71(]1]mc) H2n71<U) P Hanl(V) .

donne
00— H2"’1(1P’"C) —0
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Enfin, pour k = 2n,

o — 2N U) @ H (V) — H~ (U N V) — H>(P"C) — H>(U) & H*(V) — - --

donne

0 —— H?"(P"C) — 0

ce qui permet de calculer H?"(P"C). O

Théoréme 17. Soit M une variété recouverte par deur ouverts U et V.
Posons

a(wa 77) = jU*w + JV*U et /8(w) = (iU*w7 _iV*w)‘

Alors, la suite

0~ (M) =2 U) @ (V) QU NV)~——0

est exacte.

Démonstration. Vérifions la derniére étape. Siw € Q*(M), alors w = a(pyw, pyw)
et supp(pyw) C supppyNsuppw est compact comme fermé d’un compact dans
un espace sépareé. ]

On en déduit :

Corollaire 7. Si M est une variété lisse recouverte par deuz ouverts U,V ,
alors on a la suile exacte longue :

HUNV) —°
6TL

577.71

ﬁHE(U NV)—= HI(U) @ HY (V) —= H(M) )
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12 Recouvrements simples

Définition 27. 1. Un recouvrement simple est un recouvrement ouvert
d’une variété dont les intersections non vides sont contractiles.

2. Une variété est dite de type fini si elle admet un recouvrement simple
fini.

3. Soient U = (U;)ier et V = (V;)jes deux recouvrements ouverts d’un
espace topologique. On dit que V est un raffinement de ¢/ et on note
U <V si tout V; est contenu dans un U, ie il existe une application
p:J =TI telle que Vj € J, V; C Ugy.

Théoréme 18. Tout recouvrement ouvert d’une variété admet un raffine-
ment simple.

Démonstration. Soit M une variété lisse. D’apres le Théoréme de plongement
de Whitney, on peut supposer que M est une sous-variété lisse de RY avec
sa structure euclidienne usuelle. Pour tout x € M, T, M est un sous-espace
vectoriel de RY et on considére la projection linéaire 7, : RY — T, M.

Lemme 17. Pour tout x € M, il existe un voisinage ouvert (pour la topologie
induite) U de x tel que, pour tout y € U :

1. my: U= U, =m,(U) est un difféomorphisme,

2. Pour tous 21,2, € U, d(z1,22) < 2d(my(21),my(22)),

3. Pour tout zy € U, l'application

hy- : U, — R
my(2) = (d(z,20))

est convezxe.

Démonstration. 1. Par un changement de repére, on peut supposer que
RN =T, M & E, de coordonnées (t,w) et alors T, M est le plan w = 0.
D’aprés le théoréme d’inversion locale (Annexe), il existe un ouvert
U tel que m, : U — m,(U) soit un diffeomorphisme. La réciproque
f:V — U est un paramétrage w = f(t) de M au voisinage de = par
un voisinage de 0 dans 7, M. Donc f(0) = 0 et comme T, M = {w = 0},
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df, = 0. Donc w = o(t). Soit y € U, alors y = (¢, f(t)) alors par 'espace
tangent au graphe d'une fonction Ty M = {t + h ; f(t) + dfy(h)}. 1l
existe ¢ > 0 tel que sur le voisinage, ||df|| < ¢, donc p, est injectif.
Soit z € U, alors d(py), : T.M — T,M coincide avec la projection
orthogonale .M — T,M; p, : M — RY — T,M donc d(p,). =
T.M — RN — T, M. Donc¢ p, est un difféomorphisme sur U.

2. Comme précédemment, on suppose RY = T, M & E et M s’écrit
{(t,w) ; w= f(t)} avec f(0) =0 et T,M = {w = 0}, donc df, = 0.
Et ainsi, w = o(t). Il existe ¢ > 0 tel que ||w|| < €][t|| pour tout z =
(t,w) € U. Quitte a prendre U assez petit pour que ¢ soit assez petit,
pour tous z; = (t1,w), 22 = (t2,we) € U, on a d(zy, z9) < 2d(ty,ts).

3. La hessienne de h,, en z est I'identité. On peut prendre U assez petit
pour que la hessienne soit aussi proche que ’on veut du cas précédent.
On conclut en remarquant qu’une application lisse est convexe si et
seulement si sa hessienne est positive.

]

Comme tout recouvrement ouvert admet une partition de 'unité subor-
donnée, tout recouvrement ouvert admet un raffinement (V;);c; localement
fini dont les ouverts dont relativement compacts. On suppose que les V; sont
des ouverts de M pour la topologie induite. Dans la suite, on travaille dans
la topologie induite sur M. Pour tout ¢ € I, V; est recouvert par un nombre
fini d’ouverts (U;) vérifiant les propriétés du Lemme précédent, par rela-
tive compacité. Notons r; le nombre de Lebesgue du recouvrement (U;) (ie
Vo € V;, Jjo; Bla,r;) C U,,). Comme V; est ouvert, on peut supposer
B(z,r;) CV; (quitte a intersecter les U; avec V;), en particulier, B(x,r;) est
relativement compacte. Comme B(z,r;) C Uj,, B(z,r;) hérite des propriétés
1. 2. et 3. du Lemme 17.

Lemme 18.

v e Vi, {y e LM ; dly.2) < 5} € ma(Blar).
Démonstration. En effet, soit 2/ € On,(B(x,r;)), alors 2/ = limz, z =
m(2:), zi € B(x,r;). Par relative compacité de B(z,r;), on peut extraire
une sous-suite z,(; convergeant vers z € B(x,7;) et par continuité, 2’ =
7(z). D’aprés 1., tout point intérieur de B(z,r;) s’envoie sur un point in-
térieur, donc z € 0B(z,r;), donc d(x,z) = r; et d’aprés 2., d(z,2') =
d(me(z), m:(2)) > & O

3.

29



Lemme 19. Soient x € V;, r < %, alors pour tout y € B(x,r), 7, :

B(y,r) — T, M induit un difféomorphisme sur un conveze.

Démonstration. En effet, soient 21, 2, € m,.(B(y,r)), alors 2] = m,(21) et 2} =
m.(22) avec d(z,y) <r = d(z,x) < 2r puisque d(x,y) < r. Comme une
projection diminue les distances, d(z;, x) = d(m.(2x), 72 () < d(z, x) < 2r.
Donc, pour tout 2" € [2], 2}], d(/,x) = ||{t + 25(1 —t) —z(t + (1 —1))|| <
td(2},z) + (1 — t)d(2h, z) < 2tr + 2(1 — t)r = 2r. D’aprés le Lemme 18,
2" € m(B(z,r;)). D’aprés le 3. du Lemme 17,

o (B(x, 1)) — R
d=m(2) = (d(z,9))?

est convexe, et comme en 2| et 25 la fonction est inférieure a 72, il en va de
méme pour tout 2’ € [z], 25]. O

Construction du recouvrement :
On recouvre chaque V; par un nombre fini (relative compacité) de B (xiyj, %),
on obtient ainsi un raffinement de (V;) et donc du recouvrement initial. En-
suite, ce recouvrement est localement fini car (V;) I'est. Montrons que ce
recouvrement est simple. Soit © € Z 1=, B (x”%) Alors, chaque boule
de l'intersection est de la forme B(y, s), s <r, y € B(z,r) et sur cette boule,
7, est un difftomorphisme. D’aprés le Lemme 19, chaque 7, (B (x”%)) est
convexe, et donc I'image de Z par 7, est convexe comme intersection finie
de convexes. L’homotopie se reléve par le difféomorphisme 7, et ainsi Z est
convexe. O

Corollaire 8. Toute variété différentielle lisse admet un recouvrement simple.
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13 Dimension finie de la cohomologie de De
Rham

Théoréme 19. Si M est une variété de type fini, alors H" (M) est de dimen-
sion finie pour tout n € N. Autrement dit, H*(M) est de dimension finie.
C’est vrai en particulier si M est compacte.

Démonstration. On procéde par récurrence sur le cardinal d’un recouvrement
simple de M.

Si ce cardinal est 1, M est contractile et on a le résultat.

Supposons le résultat vrai pour toute variété ayant un recouvrement simple
de moins de p ouverts et soit M une variété admettant un recouvrement
simple {Uy, ..., Uy} et p+ 1 éléments. Alors V := Jy;,, ; Ui est un ouvert
admettant un recouvrement simple {Up, ..., U,_1}, ainsi, sa cohomologie est
de dimension finie. U, est contractile, sa cohomologie est donc de dimension

finie. Et enfin, V N U, = (U0<i<p71 Ui) N U, est un ouvert admettant {Uy N

Up,...,U,1NU,} comme recouvrement simple. Ainsi, sa cohomologie est de
dimension finie. Comme M = V' UU,, la suite exacte longue de Mayer-Vietoris

0—= H(M) — H(U,) & H)(V) — - --

nous indique que H°(M) est isomorphe & un sous-espace vectoriel de H°(U,)&®
H°(V). Pour k > 0, étudions la portion suivante de la suite de Mayer-
Vietoris :

o BNV AU, e HE (M) -5 B U,) @ HY(V) — -
Nous obtenons que
H*(M) ~ Ker(o®) ® Im(a®) = Im(6*1) @ Im(a*),
ce qui permet de conclure. O
Remarque 24. En adaptant la preuve précédente (ou simplement en remar-

quant que H} (M) est une sous-algébre de H*(M)), on a que si M est de type
fini, alors H}(M) est de dimension finie.
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Définition 28. Si M est une variété de type fini, les dimensions
bp(M) := dim(H?(M))

s’appellent les nombres de Betti de M.

14 Dualité de Poincaré

Pour une variété différentielle orientée M de dimension n et pour un entier
k, on considére I'application bilinéaire
Pk o HF(M) x HYV (M) — R
(@,7) = Jyw AT

qui est bien définie car A et [ a1 Passent a la cohomologie. L’application Pr,
induit une application linéaire

Dk, . HFM) — H»*(M)*
W = (M [,wAn)

Théoréme 20. (Dualité de Poincaré)
Soit M une variété orientée et soit 0 < k < n un entier. Alors Dﬂ est un
isomorphisme. Ainsi

H*(M) ~ H"*(M)*.
Nous aurons besoin du lemme suivant : Si U,V sont deux ouverts de M,

nous avons les suites de Mayer-Vietoris suivantes :

61&'—1

L HR U UV) ——= HRYU) @ HYV) —— HE(U N V) —= B (U UV) — -

et

n—k n—k—1
6c

coi<—— HMRUUV)<—HIMMU)® H H(V)<—HMHUNV)<— HM LU UV) <— - -
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En remplacant 6 par (—1)kt16* et en passant au dual de la seconde ligne,
nous obtenons le diagramme suivant dont les lignes sont exactes :

( ke lk & & B k (—1)Ftts” L
—— HF(UUV) H*(U)® H*(V) H’(UQV)—>H+1(UUV)
lDIIQJUV th@@D@ lbgnv l/D(thlv
—>H?_k(UUV)* — Hgl_k(U) S HI™ k(V) — H!~ k(UﬂV) - 1ch k— 1(UUV) —_— ..

Uk Bk o

Lemme 20. Ce diagramme commute.

Démonstration. La commutativité des deux premiers carrés est aisée a véri-
fier. Intéressons-nous au troisiéme carré. Rappelons que si w € H*(U NV)
avec dw = 0, alors 6"(@) = 7 € H*' (U U V) on dy = 0 et telle que
no = d(pyw) et gy = —d(ppw). De méme, si 6 € H" LU U V) avec
d) = 0, alors 6" *1(0) = 7 € H'"*(U NV) avec dr = 0 et telle que
(lgaT, —iy.T) = ( (pub),d(py)) en notant que comme iy : UUV — U, iy,7
est 'extension de 7 par 0 sur U. Remarquons que comme w et 7 sont fermées,
on a d(pyw) = (dpy)w et d(pyw) = (dpy)w. Ainsi,

(95 0 Dy (@))(0)

= / WAT = —/ w A (dpy)f = (—1)k+1/ (dpy)w N0
unv unv unv

= (—1)k! /Umvn A0 (car suppn CUUU) = (— 1)k+1(D(]}ﬁ/ o 0%(@))(6).
]

Remarque 25. On peut supposer que M admet une base dénombrable stable
par intersection finie. Soit B une base de M, alors B’ = {U,N---NU,,, U; € B}
est encore une base dénombrable. Jusqu’a la fin de la preuve de la dualité de
Poincaré, si B est une base dénombrable de M, stable par intersection finie,
alors on note By 'ensemble des ouverts de M qui s’écrivent comme union
finie d’éléments de B et B, I’ensemble des ouverts de M qui sécrivent comme
union (dénombrable) d’éléments disjoints de B.
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Lemme 21. i, pour tout O € B et pour tout k, D est un isomorphisme,
alors, pour tout O € By et tout k, DY est un isomorphisme.

Démonstration. Tout élément de By s’écrit O = |J,,.,, Oi, O; € B. On
procéde par récurrence sur m. o

Sim =1, c’est vrai par hypothése.

Supposons le résultat vrai pour tout ouvert de By, réunion d’au plus m — 1
éléments de B et soit O = |J,.;,, Oi € B. Posons U := J,;.,,, 1 Oi, V =

O, alors UNV = (01N O0y) U+ U (O NO,,) et le résultat est vrai
pour U,V et U NV par hypothése de récurrence et donc pour U UV = O
en appliquant le Lemme des cinq (Proposition 14) au diagramme du Lemme

20. [l

Lemme 22. i, pour tout O € B et pour tout k, DE est un isomorphisme,
alors il en est de méme pour tout O € By et tout k.

Démonstration. Soit O € By, alors O = | |2, O0;, O; € B. D’aprés exemple
4-2), on a H*(O) = [Ii2, H*(0;). De méme, d’apreés 'exemple 6, on a

@2, H*(0;) = HI*(0), qui induit, en passant au dual, H**(0)* =
[T H#(O;)*. On vérifie que le diagramme suivant commute :

k

H¥(0) ——— HyH(O)

| |-
[T H*(0:) —— [IiZ, HM(0i)

—_—
I1,95,

Ce qui permet de conclure. O

Lemme 23. Tous les ouverts de M sont contenus dans ((By)s)s (il s’agit de
Uensemble des ouverts de M ).

Démonstration. Soit O C M un ouvert, alors O est une variété. Soit (V;,)nen
la suite d’ouverts de la Proposition 1 pour O. Nous allons construire une
suite d’ouverts (W,,),en vérifiant :
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Voc | JWncVan = (W =0,

m<n neN

W, € Bf,

W, N Wso =0, Vn € N.

Vi est ouvert donc Vi s’écrit comme une réunion d’ouverts de B, on extrait
un nombre fini de ces ouverts recouvrant V;, et on note W la réunion de ces
ouverts. Supposons W, construits, pour m < n. Alors V,, \ Unmen Win est un
compact inclus dans 'ouvert V. \K, cet ouvert s’écrit comme réunion
d’éléments de B dont on extrait un recouvrement fini de V,, \ U,,-,, Win et
on note W, la réunion des ouverts de ce recouvrement. On a bien, pour tout
n € N, W, € By. Le premier point est ainsi vrai car

UWmZWmuUWmD(E\me>uUWm:m

m<n m<n m<n m<n

Le troisiéme point est vrai car
Wn - Vn+1 \ Vn—l et Wn+2 C Vn+3 \ Vn+1

et car ces ensembles sont disjoints. Enfin, posons

U, .= |_| Wgn < (Bf)S

neN
et
UQ = |_| W2n+1 S (Bf)57
neN
alors O = Uy UU; € ((By)s) - -
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Démonstration. (de la dualité de Poincaré)

1. M=R":
Comme y
wmpny ] R sik=0
H<R)_{ 0 sinon
et

cmony ) R sik=n
H:(R )_{ 0 sinon

il suffit de vérifier que DY, : HY(R™) — H™(R™)* est un isomorphisme.
D’aprés les dimensions, il suffit de vérifier que D%, # 0. Or,

?

@0 = [

donc DY, (1) # 0 et DY, # 0 (prendre n = fdxy A --- A dx, avec f a
support compact).

2. M est un ouvert de R" :
Les ensembles O := {x € R"; a; < z; < b;} forment une base stable par
intersection finie pour le topologie usuelle de R™ et sont difféomorphes
A R" par f : R® — O. Comme f~! est propre, on peut considérer
(f~H* : H}(R™) — H*(O). On vérifie alors que le diagramme suivant

commute
H%(
D’él
Hn—k
C

Et d’aprés de 1) (pour DE,) et d’aprés les Lemmes précédents, la dua-
lité de Poincaré est vraie pour tout ouvert de R” et DE, est un isomor-
phisme.

0)—L — H*(Rr)
Nlpﬁn

O * Hn—k Rn *
( ) f,((f—l)*) Cc ( )

3. M est une variété orientée de dimension n :
Remarquons que M admet une base dénombrable stable par intersec-
tion finie dont les ouverts sont diffeomorphes & des ouverts de R™ (on
prend B une base dénombrable stable par intersection finie et A ’en-
semble des cartes d'un atlas, alors B’ ={UnNVin---NV,, U B, V; €
A} convient : si O est un ouvert et si x € O, il existe U € B tel que

66



xeU COetilexiste Ve Atel quex € VetdonczeVNU C O).
Ainsi, d’apreés le cas précédent et avec un diagramme commutatif simi-
laire, on voit que tout ouvert de cette base vérifie la dualité de Poincaré.
Donc, d’aprés les Lemmes précédents, tout ouvert de M, et donc M
elle-méme, vérifient la dualité de Poincaré ; ce qu’il fallait démontrer.

]

Remarque 26. En général, on n’a pas H*(M) ~ H"*(M)*, car le dual d’une
somme directe est un produit directe mais le dual d’un produit direct n’est
pas une somme directe.

Corollaire 9. S1 M est une variété connexe et orientée de dimension n,
alors

HMM) ~R

et
R si M est compacte

HY (M) = { 0 Sinon

Démonstration. La premiére égalité est évidente et donne la seconde si M
est compacte. Supposons donc M non compacte, alors H"(M) ~ HO(M)*
et H(M) ~ 0 puisque les formes constantes sur M ne sont pas a support
compact par connexité de M. O

Remarque 27. On retrouve le Lemme de Poincaré a support compact :
H¥(M)* ~ H" (M) ~ H" (M x R) ~ H**'(M x R)*
puisque R est contractile, et donc
H(M) ~ H"™ (M x R).

Corollaire 10. St M est une variété compacte et orientée de dimension
n > 1, alors, pour tout 0 < k <n, on a l'isomorphisme linéaire

HE(M) — H" F(M)*
w = (M= [y,wAn)
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Corollaire 11. Soit M une variété compacte, conneze et orientée de dimen-
stonn > 1, alors on a lisomorphisme linéaire

H*(M) — R

W = [y w

Démonstration. On applique le Corollaire précédent pour k£ = 0, alors

HO(M) ~R.

Corollaire 12. St M est compacte, connexe, orientée, de dimension n, alors

Yw e Q" (M), / w=0 & we B"(M).
M

Corollaire 13. Soit M une variété connexe et orientée de dimension n, alors
on a lisomorphisme linéaire

Démonstration. On a I'isomorphisme

DY, : R~ HOM) —  HY(M)
A = (W= Af,w)

et © = DY (1), donc ¢ # 0 et c’est un isomorphisme car dim(H™(M)*)
1.

o

Remarque 28. Le résultat change complétement si M n’est pas orientable.
On peut méme montrer que dans ce cas, H(M) = {0}.
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Exemple 12. (Structure d’anneau de H*(P*C)).
Le dualité de Poincaré va nous permettre de calculer la structure d’anneau
de

H*(P"C) = é H*(P"C).

On va montrer que

H*(P"C) ~ Rlu]/(u"*"),

avec u de degré 2. Cela signifie que si u est un générateur de H?*(P"C) (ie
#0), alors u* # 0 pour £ < n. On montre ce résultat par récurrence sur n :
Pour n = 1, c¢’est immédiat.

Supposons la propriété vraie pour n — 1 :

H*(P"'C) ~ R[v]/(v")

Lemme 24. L’inclusion j : P"'C — "C du Lemme 16 (exemple 11) induit
un isomorphisme

§* H*(P"C) = H*(P"~'C), k < 2n.

Démonstration. Nous avons en effet vu ce résultat dans la preuve de 'exemple
11

0 —— H*(P"C) — = H*P"'C) —=0
est exacte pour 1 < k < 2n — 1, utiliser ensuite H*"~}(P"C) = 0 pour
k = 2n et pour k = 1, il suffit de remarquer que H*(U) — H°(U NV) est

surjective. Au passage, on note que pour k = 2n, on avait H*"~1(S?"71) ~
H>"(P"C). O

1l existe donc u € H?(P"C) tel que j*(u) = v. Ensuite, pour k < n, on a
75 (uk) = (5*(u))k = v* # 0 donc u* # 0. D’aprés la dualité de Poincaré, on
a I'isomorphisme

DQ(nfl) . H2(n71)<Pnc) s HQ(Pnc)*

donné par
DX (W) (u) = wu.

11 doit étre non nul pour tous les w # 0, en particulier pour w = v~ !, donc
u™ # 0. O
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15 Théoréme de Kiinneth

Soient M et N deux variétés différentielles. On considére les projections
Ty et Ty e
M x N

M N

Alors, 'application bilinéaire

(M) x Q(N) — Q*(M x N)
(w,n) = TyW AT

induit le morphisme d’algébres graduées
K: Q" (M) ®g Q(N) — Q (M x N).
On vérifie qu’il sagit d’'un morphisme de complexes de cochaines : si w €
Q"(M), neQ™(N) alors
(A" w @ n) = K((d"w) @1+ (=1)"w ® (d"n))
= my(d"w) Ay + (=1)"myw @ my (d™n)
= (d"(myw)) Amyn + (=1)"myw A (d™ (Tyn))
= d™ (myw Amyn) = dM (W @ 1),

donc
kod=dok

et donc k passe a la cohomologie en
ko H*(Q"(M)®g Q(N)) ~ H* (M) ®g H*(N) — H*(M x N)
wn = Tyw AT

On remarque que k : Q*(M) x Q*(N) — Q*(M x N) se restreint en k. :
QM) x QE(N) — QM x N) (car suppr(w,n) C suppw X suppn) qui
induit aussi un morphisme d’algébres graduées :

ke : H (M) ®z H*(N) — H*(M x N).
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Théoréme 21. (Théoréme de Kiinneth & support compact)
Sotent M, N deux variétés lisses. Alors, Uapplication

ke s HY(M) @ H*(N) — H*(M x N)

est un isomorphisme d’algebres graduées.

Remarque 29. Si M et N sont compactes, alors
H*(M)® H*(N) ~ H*(M x N).

On reprend les notations de la remarque 25 :

Si B désigne une base dénombrable de M stable par intersection finie, on
note By 'ensemble des unions finies d’éléments de B et By 'ensemble des
unions disjointes d’éléments de B.

Lemme 25. Si, pour tout O € B, k. : H}(O) ® HY(N) — H:(O x N) est
un isomorphisme, alors il en est de méme pour tout O € By.

Démonstration. Un ouvert O € By s’écrit O = J,.,,, Ui, U; € B. On effec-
tue une récurrence sur m : o
Sim =1, il n’y a rien & démontrer.
Soit O =U;U---UU,,, Uy B.PosonsU =U, et V=U,U---UU,,. Alors
W:=UnV = (U NU)U---U(U;NU,), UyNU; € B. On a la propriété pour
U,V,W par hypothése de récurrence. Considérons les suites exactes courtes
de Mayer-Vietoris :

00— QW) —Q:(U) @ Q:(V) —=Q5(0) —=0

et
0—>Q§(W><N)—>Q:(U><N)EBQz(V><N)—>Q§(O><N)—>0,

alors, en prenant le produit tensoriel de la premiére suite par Qf(N), on
obtient le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes :

0 ——=Q(W) @ Q(N) — ((U) © Q(N)) & (2 (V) @ Q(N)) —= Q(0) © Q(N) —=0

L Ke lmc@mu l Ke

00— Q*(W x N)
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On conclut en appliquant le Lemme des cing (Proposition 14) dans le dia-
gramme de cohomologie dont les lignes sont exactes, déduit du diagramme
précédent puisque k. : H (W) ® Hf(N) — H}(W x N), k. : H:(U) ®
H*(N) — H(U x N) et k. : H{(V)® H¥(N) — HV x N) sont des
isomorphismes. O

Lemme 26. 5i B est une base dénombrable stable par intersection finie de
M et sik.: HI(O)® Hf(N) — HX(O x N) est un isomorphisme pour tout
O € B, alors il en est de méme pour tout O € B;.

Démonstration. Si O = | |,cyOn, on construit a I'aide de I'exemple 6 le
diagramme commutatif suivant :

P#H; (0,) ® H(N)) =~ DH! (O, x N)

wl~ jw

H:(O)® HX(N) - H*(O x N)
ou ¢ est la composée
DH(0n) @ HI(N)) (69 H:<0n>> @ HX(N) = HZ(O x N)@ H(N).
n=0 n=0

Comme par hypothése, les applications
ke: HX(O,)® H(N) — H:(O, x N)

sont des isomorphismes, le lemme est démontré. O

Lemme 27. Si k. : H(O) ® H(N) — H(O x N) est un isomorphisme
pour tout O € B, il en est de méme pour tout ouvert O de M.

Démonstration. Cela résulte des Lemmes 23, 25 et 26. O]
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Démonstration. (du théoréme 21)

1. Si M est un ouvert de R™ et N quelconque :
Les ensembles O := {z € R" ; a; < x; < b;} forment une base dénom-
brable stable par intersection finie pour la topologie usuelle de R™ et
sont difféeomorphes a R™. Ainsi, d’aprés le Lemme de Poincaré, le théo-
réme est vrai pour les ouverts. On déduit du Lemme 27 que le théoréme
est vrai pour M.
M et N sont quelconques :
Soit B est une base dénombrable et stable par intersection finie de M
et dont les ouverts sont difféomorphes & des ouverts de R"™ (voir la
preuve de la Dualité de Poincaré pour lexistence). Alors, d’aprés le
point précédent, le résultat est vrai pour chaque élément de la base de
M et donc pour tout ouvert de M d’aprés le Lemme 27, et donc en
particulier pour M.

]

Remarque 30. Le résultat est faux sans support compact car la cohomologie
d’une union disjointe est un produit direct et non une somme directe.

Définition 29. Soit B un espace topologique. Un revétement de B est la
donnée d'un espace topologique E et d’une application continue p: £ — B
ayant la propriété de trivialisation locale :

Pour tout b € B, il existe un voisinage V' de b et un espace discret (muni de la
topologie discréte) F' # ) ainsi qu'un homéomorphisme @ : p~1(b) — V x F
rendant commutatif le diagramme :

B est appelé la base, E est I'espace total, F' est la fibre et ® est la
trivialisation locale du revétement au-dessus de F'.

Remarque 31. Selon la célébre métaphore d’Henri Cartan, si on pense a V'
comme & un disque, p~1 (V) est une "pile d’assiettes".
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Exemple 13. 1. Le revétement trivial est B x F' — B ou F est discret.

2.t e?™ de R dans S! est un revétement.

On vérifie alors que : Si B est connexe et si p a une fibre finie, toutes les
fibres de p sont finies et ont méme cardinal, appelé nombre de feuillets du
revétement.

Soit M une variété. On pose

M = {(z,n) € M x (B, ~)} ~ M x {0,1}

ot B,/ ~=~{0,1} est I'ensemble des bases de T,,M quotienté par la relation
d’équivalence : "le déterminant de la matrice de passage est (strictement)
positif", ¢’est donc I’ensemble des orientations de T, M.

Soit {(Uy, po)} un atlas maximal de M et, pour tout «, considérons v, :
0a(Us) = M ott Yo(z) = (71 (), (Top ™ (e;));). Alors 1, est un homéomor-

phisme sur son image U, de réciproque @,. On peut montrer que {(U,, %a)}
définit une structure différentielle orientable sur M.
On vérifie alors aisément que p : M — M est lisse et surjective.

Proposition 19. p: M — M est un revétement o deus feuillets.

Démonstration. Soit x € M et soit (U, ) une carte en z, alors
pH(U) =ViuV,
ou les ouverts V7 et V5 sont donnés par

Vi={(ppp); peU}et Vo:={(p,—pp); peU}
ol
Hp = [(Tw(p)ﬁpil(ei))i]'
Les V; sont donc des cartes de M et ainsi p;, Vi — U est un difféomor-
phisme. O

Théoréme 22. (Théoréme de Kiinneth)
Soient M et N deuz variétés différentielles lisses telles que dim H*(M) < oo
ou dim H*(N) < oo. Alors, on a l'isomorphisme

k:H*(M)® H(N) — H*(M x N).
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Lemme 28. Soient M, N deuzx variétés orientées et munissons M x N de
lorientation produit. Alors le diagramme suivant commute :

H* (M) ® H*(N) : H*(M x N)
(DNI@)DN)OELN NLD]\/IXN

\ [

(HZ (M) @ HZ(N))”

ot D sont les dualités de Poincaré, € 'automorphisme linéaire de H*(M) ®
H*(N) donné par

6(0[ ®B> _ (_1>(dimM—dega)degﬁa ®B7
et ou 1 est l'inclusion canonique.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le Théoréme de Fubini pour les variétés
(Théoréme 6) puisque x(w ® ) = w x n sur les formes différentielles. O

Définition 30. 1. Sip: F — Bet p : '/ — B’ sont deux revétements,
on appelle morphisme de revétements de p dans p’ tout couple d’appli-
cations continues H : £ — E’ et h: B — B’ telles que le diagramme
suivant commute :

E-H. g

-

/

2. Si H et h sont des homéomorphismes, on parle d’isomorphisme.
3. SiE=FE', B= B et h=1idg, on dit que H est un automorphisme.
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Démonstration. (du théoréme de Kiinneth)

1. Si M et N sont orientables : D’aprés le Lemme 28, puisque k. est un
isomorphisme, nous devons juste montrer que ¢ est surjective, ce qui
est le cas puisque H}(M)* ~ H*(M) ou HX(N)* ~ H*(N) est de
dimension finie.

2. Si M n’est pas orientable et N orientable :
Soit p : M — M le revétement orientable & deux feuillets de M. Alors
M x N est un revétement orientable a deux feuillets de M x N. Consi-
dérons 7 : M — M D'automorphisme de revétement non trivial.
Le diagramme suivant commute :

H*(M)® H*(N) —== H*(M x N)
T*®idT T(Txid)*
H*(M)® H*(N)—=H*(M x N)
Et donc, k se restreint en un isomorphisme
k:H (M)® H*(N)— Hi(M x N),

ou

Hi(M):={we H*(M) ; T"w = w}.
On obtient le diagramme commutatif :
H}(M)® H*(N)—== H*(M x N)
p*®idT~ NT(pXid)*
H*(M)® H*(N) — H*(M x N)

d’ou le résultat.
Les autres cas se montrent de facon analogue.

]

Exemple 14. 1. (Tore) Soit T := S'xS!, alors H*(T) ~ H*(SH@H*(S),
plus précisément :

R? sin=1
H"(T) = R sin=0,2
0 sinon

76



2. Soit M une variété lisse de dimension n dont la cohomologie (resp. a
support compact) est de dimension finie. On pose

Py(X) = Z bi(M) X’ (resp. Puo(X) = Z bi,C(M)Xi)

le polynome de Poincaré (resp. a support compact) de M dont les co-
efficients sont les nombres de Betti. Le Théoréme de Kiinneth donne

Prixn = Py Pn (vesp. Pysn,e = PrePne).

En premiére lecture, on pourra laisser de coté les digressions sur les reveé-
tements et on retiendra :

Théoréme 23. Soient M et N deux variétés lisses orientables telles que
dim H*(M) < oo ou dim H*(N) < oco. Alors

k: H*(M)® H*(N) = H*(M x N)

est un isomorphisme.
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Annexe

A Immersions et submersions

Théoréme 24. (Théoréme d’inversion locale usuel)
Soient U un ouvert de R™, f: U — R™ une application de classe C' et a € U
tel que df, soit inversible. Alors f est un difféeomorphisme local en a.

Théoréme 25. (Théoréeme du rang constant usuel)

Soient U un ouvert de R, a € U et f : U — RP une application de classe C!
telle que sa différentielle soit de rang constant égal a r sur U (on dit que f
est de rang constant égal a ). Alors il eziste

1. Un C'-difféomorphisme ¢ d’un ouvert V de R"™ contenant 0 sur un
ouvert de U tel que ¢(0) = a et

2. Un C-difféomorphisme v d’un ouvert de RP contenant f(o(V)) sur un
ouvert de RP tel que

VeeV, Yo fop(ry,...,x,) = (21,...,2.,0,...,0).

Remarque 32. Pour une preuve des théorémes précédents, voir par exemple
[9] et [3] respectivement.

Théoréme 26. (Théoréme d’inversion locale pour les variétés)
Soit f : M — N une application lisse entre variétés de méme dimension.
Soient aussi m € M, (U,p) une carte en m et (V 1)) une carte en f(m).
Posons

dfi

Ji:=1v;of el de;

= mfl (T@(m) (99_1) (ej))‘

m

Si le jacobien det (;Z?
J

) est non nul, alors f est un difféomorphisme local

m
en m.

78



Démonstration. det (% m) # 0 & T,f isomorphisme < dym) (¥ o fo
1) isomorphisme = v o f o ! diffeormorphisme local en p(m) d’aprés le

théoréme d’inversion locale usuel = f difféomorphisme local en m. [

Théoréme 27. (Théoréme du rang constant pour les variétés)

Soit f : M — N une application lisse entre variétés de dimensions respectives
m et n. St f est de rang constant égal a v sur un voisinage d’un point p de
M, alors il eziste des cartes (U, ) et (V 1) centrées respectivement en p et

f(p) telles que

Vo € p(U), (Yo foo N (xy,...,0m)=(21,...,7,,0,...,0).

Démonstration. Soient (U, %) et (V1)) des cartes respectivement en p et

f(p). Alors Yo fo varphz'il est de rang constant égal a r sur un voisinage de
@(p). D’aprés le théoréme du rang contant usuel, il existe un difféomorphisme
G sur un voisinage ouvert de P(p) dans un ouvert de R™ et un difféomor-
phisme F' sur un voisinage ouvert de ¢ o f(p) sur un ouvert de R™ tels que

Fovofop oG zy,...,2m) = (z1,...,2,,0,...,0).

11 suffit alors de poser ¢ := G o @ et ¢ := F 01). O

Définition 31. Soit f : M — N une application différentiable entre variétés
(voir [2], Définition 19). On note T, f : T,M — Ty N l'application linéaire
tangente de f et x.

1. On dit que f est une immersion si pour tout x € M, T, f est injective.
2. On dit que f est une submersion si pour tout € M, T, f est surjective.

3. On dit que f est un plongement si f(M) est une sous-variété de N et
si f: M — f(M) est un difféomorphisme.

Lemme 29. Si f : M — N est une immersion (resp. une submersion) en p,
alors f est de rang constant égal & m (resp. n) sur un voisinage de p.
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Démonstration. Avec les notations du Théoréme d’inversion locale, T, f est

injective (resp. surjective) si et seulement si m < n et rg (djfép)) = m (resp.
J

n <metrg (dsjﬁp)) =n). Donc f est une immersion (resp. submersion) en

p si la jacobienne de f en p est de rang maximal.

Or D := {x € M ; la jacobienne en x est de rang maximal} est un ouvert :
notons r le rang maximal, alors le complémentaire de D est 'ensemble des
points ou le rang est < r, ce qui revient a annuler les mineurs, c’est donc
I’ensemble de zéro d’'un nombre fini d’applications continues, et donc un
fermé, ce qui démontre le lemme. O]

Théoréme 28. Soient M, N deux variétés différentielles de dimensions res-
pectives m et n et f : M — N une application différentiable.

1. Si f est une immersion en p € M, alors il existe des cartes (U, ) et
(V, 1) centrées respectivement en p et f(p) telles que

Vo € p(U), (Yo fop N(wy,...,0m)=(21,...,7,,0,...,0).

2. Si f est une submersion en p € M, alors il existe des cartes (U, p) et
(V, 1) centrées respectivement en p et f(p) telles que

Vo € p(U), (o foo oy, ...,0m) = (21,...,2,).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du Théoréme du rang constant
et du Lemme précédent. O

Théoréme 29. f: M — N différentiable est un plongement si et seulement
si c’est une immersion et si f : M — f(M) est un homéomorphisme.

Démonstration. =. C’est clair.

<. Soit p € M. D’aprés le Théoréme d’immersion, il existe des cartes (U, ¢)
de M et (V,4)) de N telles que f lue en ces cartes (1o fop™!) est de la forme
(X1, ..oy Tm) = (21, ..., T, 0,...,0). Comme f est un homéomorphisme sur
son image, f(U) est ouvert dans f(M), donc f(U) =V'N f(M)oa V' C N
est un ouvert. Alors VNV'Nf(M) = VN f(U) et f(U) annule les coordonnées
m~+1,...,n. Donc, pour tout f(p) € f(M), (VAV' (x1,...,Tm) — (T1,...,Tm))
est une carte de f(M) : f(M) est donc une sous-variété de N. O
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B Structure de variété des sphéres et des es-
paces projectifs

Soit S" := {(@1,...,Tny1) € R 5 af + .- + 22, = 1} la sphére n-
dimmensionnelle de R"™!. Soient aussi N := (1,0,...,0), S := (=1,0,...,0),
Ug :=S"\{S} et Uy := S"\{N}. On considére la projection stéréographique
in sur hyperplan H := {z; = 0} ~ R"™ par rapport & N en associant a tout
x € Uy l'unique point d’intersection de la droite (Nz) et de H. On peut
de méme considérer la projection stétéographique ig par rapport a S. Aprés
calculs, on a

iv : Uy — R ig : Usg — R

et
T = 1_1$1 (xQ;"'axn—i—l) T — ﬁ(l@,...,]}n_;'_l)

Ce sont des homéomorphismes d’inverses

1
v (y) = ——— 2_1,2y1,....2u,
Y (y) 1+ Hy’|2<||y‘| y 4Y1, )y 4Y )

et
1 1

is (W)=
° L+ [yl
I’application de changement de carte étant donnée par

isoiy' @ RM\ {0} — R”\{O}'

Yy
Y TP

(L= 1lyll* 2y1, - - -, 2yn),

S™ est donc une variété lisse de dimension n.

Ensuite, la relation d’équivalence définissant P"R est ouverte (ie la projection
canonique est une application ouverte) et R"*\ {0} admet une base dénom-
brable, P"R admet donc également une base dénombrable. Pour 0 < ¢ < n,
on pose

U ={[zo:...:2,) € P"R; z; #0}.

Comme la relation est ouverte, on vérifie aisément que U; est un ouvert.
Posons aussi

w; - Ul — R"

[zg:...: x| — (x—o U= Y~ S I—”)

x;) Tomp 7w T xy
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C’est, un homéomorphisme d’inverse

goi_l : R — U;
(T1, o ) = [z, mg, L, oo x,]

En effet, p;opr : R\ {0} — R™ est continue donc ; est continue et progp;*
est continue, donc ;' aussi. On vérifie alors facilement que {(Uj;, ¢;)} est
un atlas de classe C* de P"R. Ainsi, P"R est une variété lisse compacte de
dimension n.

De méme, on montre que P"C est une variété lisse compacte de dimension
2n.

C Valeurs critiques et théoréme de Sard

Lemme 30. Soit U C R™ un ouvert et f : U — R™ une application de classe
Cl. Limage par f d’un ensemble de mesure nulle est de mesure nulle.

Démonstration. Soit E un tel ensemble. Il suffit de montrer que pour toute
boule fermée B C U, f(E N B) est de mesure nulle. Posons

K :=sup ||df.||.
reB

Le théoréme des accroissements finis montre que f est K-lipschitzienne sur
B, donc transforme tout cube de mesure 0 en ensemble de mesure inférieure
a K"0. Ainsi, si C D EN B est une réunion de cubes vérifiant \,(C) < ¢, on
a

A(f(ENB)) < A(f(C)) < K"

Proposition 20. Soit M une sous-variété de R" de dimension p < n. Alors
M est de mesure nulle dans R™.
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Démonstration. 11 suffit de montrer que tout z € M est contenu dans un
ouvert U tel que U N M soit de mesure nulle. Par définition des sous-variétés,
on considére un ouvert U contenant x et un difféeomorphisme f: U — V tel
que

fFUNM)=Vn(R?x{0}).

Le membre de droite étant évidemment de mesure nulle, le Lemme précédent
permet de conclure. O

Définition 32. 1. Si f est une application lisse d’un ouvert U C R™ dans
R™, un point x € U est dit critique si

rg(df,) < n.

De plus, un point y € R™ est une valeur critique s’il existe un point
critique z tel que y = f(x).

2. Un point est dit régulier s’il n’est pas critique.

Proposition 21. Soit f : U C R™ — R est une application de classe C'. Si
[ admet un mazimum (resp. un minimum) local en a, alors a est un point
critique.

Démonstration. Supposons le contraire. Soit alors v un vecteur tel que df, (v) #
0. Si le réel ¢ est suffisamment petit, f(a + tv) — f(a) = df.(tv) + o(tv) est
non nul et a le méme signe que df,(tv). En choisissant deux valeurs opposées
d’un tel ¢, on aboutit & une absurdité. O

Lemme 31. Si f est de classe C' sur U, pour tout compact convezre K C U,
il existe un réel a > 0 et une fonction X : [0,a] — R, telle que

1£(y) = f(2) = dfe(z = y)I| < Alllz = y[Dllz = yll, im A() = 0,

pour tous x,y € K tels que ||x — y|| < a.
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Démonstration. On a

1
Fy) - () = / Afoerty o (y — 7)1,
0
d’ou

Hﬂ@—f@%w%@—xw=‘

1
/0 df:}c+t(y—x)<y - $) - dfx(y - m)dtH

1
< [ syl = 2) = il = )l
0

Le résultat découle alors de la continuité uniforme de f sur K. O]

Théoréme 30. (Théoreme de Sard-Brown)
L’ensemble des valeurs critiques d’une application lisse d’un ouvert U de R™
dans R™ est de mesure nulle.

Démonstration. Nous ne donnons la preuve que dans le cas plus facile ou
m < n, pour le cas m > n, voir par exemple Differential Topology de M.
Hirsch.

Remarquons d’abord que si m < n, tous les points sont critiques et en appli-
quant le premier Lemme de la section, a 'application f; : U x R"™™ — R"
définies par fi(x,y) = f(x), on voit que f(u) est de mesure nulle.

Montrons alors le résultat pour m = n. Soit C' ’ensemble des points critiques.
11 suffit de montrer que f(ANC) est de mesure nulle pour tout cube A. Notons
d’abord que si z € C, 'espace vectoriel Im(df,,) est contenu dans un hyper-
plan H C R™. Soit alors 7 > 0 et soit y tel que ||y —z|| < r. Alors, d’aprés le
Lemme précédent, la distance de f(y) a hyperplan affine H' paralléle & H
et contenant f(z) est inférieure & A(r). D’autre part, si K := sup,cp ||dfs]],
on a ||f(y) — f(z)|| < Kr. Ainsi, f(B(z,r)) est inclus dans un cylindre de
base H' N B(f(z), Kr) et de hauteur 2rA(r). A plus forte raison,

M(f(B(z,7)) < 2"K™ " \(r).

Maintenant, le cube A est inclus dans au plus (ak)™ cubes de cotés %, ot 'on
a désigné par a le coté de A. Chaque cube qui rencontre C' peut étre enfermé
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dans une boule B (:c, 2%), ou x € C. Finalement, si w,r" désigne le volume

d’une boule de rayon r, on trouve que

M(f(ANC)) < (ak)"2"K™ 'w, (2%)71 A <2\/7%) < k(n,a, K)\ <2\/7%) ,

d’ou la conclusion en faisant tendre k vers 'infini. OJ

D Algébres graduées

Une R-algébre A est graduée si elle 'est comme espace vectoriel, ie si

oo
A-Pa
p=0
ou AP est un sous-espace vectoriel de A pour tout p et o, pour tous p,q,
AP AT C APTY,

1. Un élément de AP est dit homogéne de degré p.
2. Si

V(z,y) € AP x A?) yx = (—1)Puxy,

A est dite anticommutative.

3. Une application linéaire ¢ : A — B entre algébres graduées est dite
homogene de degré k si

@(AP) C BPYF

4. Un morphisme d’algebres graduées est une application homogeéne de
degré 0.

5. Une antidérivation sur A est une application linéaire homogéne de degré
impair a : A — A telle que

V(z,y) € A x A, a(zy) = a(z)y + (—=1) za(y).
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6. Si A et B sont deux R-algébre graduées, on définit le produit tensoriel
A ®g B par
(A ®]R B)r = @ Ap ®R Bq.
ptg=r

On peut définir deux opérations de produit tensoriel :

(a)

(z@y) (2 @y) =x2' @yy,

(b)

(2 0 )@’ ©y) = (~1) Dy @y

Dans le second cas, le produit de deux algébres anticommutatives est
anticommutatif; c’est celui que nous utilisons dans le Théoréme de
Kiinneth.

7. Une algébre graduées différentielle est une algébre graduée avec une
antidérivation § homogéne de degré 1 telle que §% = 0. Il s’agit donc
d’un complexe de cochaines. On vérifie aisément que la cohomologie est
encore une algeébre graduée différentielle. De plus, si A est anticommu-
tative, la cohomologie I'est aussi.

8. Si A et B sont deux algébres graduées différentielles, il en est de méme
pour A ® B avec I'antidérivation

dry) =0x)@y+ (—1)Px®4(y), v € AP, y € B.

Enfin, on a
1. Sidim(E),dim(F) < oo, alors E* ® F* ~ (E® F)* par I'isomorphisme
(f@g)lr®y) = f(z)9(y).

2. Le produit tensoriel entre deux algébres graduées différentielles A et B
induit un isomorphisme d’algebres graduées

H"(A)® H*(B) 5 H*(A® B).
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