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Préambule

Avant toute chose, je tiens a remercier M. Gauthier pour sa disponibilité
ainsi que pour la précision et la qualité de ses conseils.

Dans ce mémoire, on se propose d’exposer les bases de la théorie des fonc-
tions harmoniques.

Dans un premier temps, on y définit les fonctions harmoniques et on ex-
hibe leurs principales propriétés ainsi que leurs liens avec les fonctions holo-
morphes. On y démontre de plus la formule de Poisson ainsi que le théoréme
de Harnack.

Dans un second temps, nous effectuons une bréve étude des fonctions semi-
continues en vue d’introduire le cadre plus général et plus souple des fonctions
sous-harmoniques.

Enfin, nous utilisons les résultats obtenus sur la théorie des fonctions harmo-
niques et sous-harmoniques afin de résoudre le probléme de Dirichlet général
en s’inspirant de la méthode de Perron.



Premiére partie

Fonctions harmoniques

1 Définitions et lien avec les fonctions holo-
morphes

Définition 1. Soient U C C un ouvert et h : U — R une fonction.
1. Si h est deux fois dérivable, on appelle Laplacien de h et on note Ah
lopérateur différentiel défini par :

9%h 0%h
V(.f,y) € U7 Ah(x7y) = @(xﬂy) + 7('1:73/)

2. On dit que h est harmonique sur U si elle est de classe C? sur U et si
Ah = 0 identiquement sur U. On notera H(U) ’ensemble des fonctions
harmoniques sur U.

3. Siu:U — C est de classe C? on définit Au := AR(u) + 1A (u) et on
dira que u est harmonique si elle vérifie Au = 0.

Remarque 1. L’ensemble H(U) est un sous-espace vectoriel de C?(U, R).

Le théoréme suivante exhibe le lien étroit entre les fonctions harmoniques
et les fonctions holomorphes. De plus, il nous fournira bon nombre d’exemples
de fonctions harmoniques.

Théoréme 1. Soit D un domaine de C. Alors
1. Si f est holomorphe sur D, alors R(f) est harmonique sur D.

2. Si h est harmonique sur D et si D est simplement connexe, alors il
existe une fonction f holomorphe sur D telle que h = R(f). De plus,
cette fonction est unique a 'addition prés d’une constante imaginaire
pure.



Démonstration. 1. On écrit f = u + . Comme f est holomorphe, on a,
avec les équations de Cauchy-Riemann :

ou B ov ov ou

- = t - =

or 0Oy * or dy
d’ou
0%u N Pu 0% v
0z Oy?2  O0xdy Oydxr
d’aprés le Théoréme de Schwarz, car v est de classe C*°. Donc u = R(f)
est bien harmonique.

Au = 0

2. Supposons que h = R(f) pour une certaine fonction holomorphe f =

h+ik. On a
, Oh 0Ok Oh Oh
f = — + 11— = — — ] —
Jr Ox O oy
d’aprés Cauchy-Riemann. Donc, s’il existe une telle fonction f, alors
elle est entiérement déterminée par h et est donc unique a l’addition

prés d'une constante imaginaire pure. Posons ensuite

Alors g € CY(D). De plus, par hypothése et avec le Théoréme de
Schwarz :
9%h 0?h 0%h 0?h

= — et = s
Ox? dy>  Oydr  Oxdy

ce qui signifie que g vérifie les équations de Cauchy-Riemann. g est
donc holomorphe sur D. Soit zg € D fixé. Posons :

f:ZI—>h(zo)+/Zg(C)dC, zeD.

20

D étant simplement connexe, tous les chemins de D joignant zy a z
sont homotopes donc f est bien définie par le Théoréme de Cauchy. f
est donc holomorphe et si h := R(f), alors

oo,

_0h  Oh
ox Zay_

_%—Za—y7



donc

Comme D est connexe, h—h est constante sur D. Comme h(z) = h(z)
cette constante est nulle, et donc h = h, i.e. h = R(f).
[l

Corollaire 1. 1. Toute fonction harmonique sur un domaine D est loca-
lement la partie réelle d’une fonction holomorphe. Ce qui veut dire que
chaque point de D posséde un voisinage (ouvert) sur lequel il existe une
fonction holomorphe de partie réelle identiquement égale a la fonction
harmonique considérée.

2. Si f : D — C est holomorphe et ne s’annule pas, alors log|f| est
harmonique.

3. Si D est un domaine simplement conneze et si f . D — C est holo-
morphe et ne s’annule pas dans D, alors il existe g : D — C holomorphe
telle que e? = f identiquement sur D.

Démonstration. 1) Tout point d’un domaine posséde un voisinage simple-
ment connexe, a savoir un disque centré en ce point de rayon non nul; d’ou
le résultat.

2) et 3) On pose h :=log|f]|. h est localement la partie réelle d'une détermi-
nation de log f qui est holomorphe, donc est harmonique d’aprés le premier
point du Théoréme 1. D’aprés le deuxiéme point de ce méme Théoréme, il
existe une fonction holomorphe g sur D telle que h = R(g). Alors |fe 9] =1
sur D, donc fe™9 est constante sur D d’aprés le Principe du maximum (pour
les fonctions holomorphes) ; notons cette constante C' # 0. En ajoutant a g

une constante bien choisie, on peut supposer que C' = 1, donc que fe 9 =1
et donc f = e9. O]

On en déduit immédiatement le

Corollaire 2. Toute fonction harmonique est de classe C*™°.



2 Premiéres propriétés

Aprés cette introduction, on peut démontrer trois résultats majeurs sur
les fonctions harmoniques, qui sont analogues & des théorémes bien connus
sur les fonctions holomorphes, qui nous serviront d’ailleurs dans les preuves
de ces premiers.

Théoréme 2. (Formule de la moyenne)
Soient U un ouvert de C, h : U — R une fonction harmonique, 20 € U et
r >0 tels que D(zy,r) C U. Alors

1 27 )
h(z) = %/O h(zo + re®)do.

Démonstration. Soit p > r tel que D(zg, p) C U. D’aprés le Théoréme 1, il
existe f holomorphe sur D(zy, p) telle que h = R(f). On peut donc appli-
quer la formule de la moyenne a f (ou la formule intégrale de Cauchy) pour
obtenir :

- 1 27 i0 . 1 f(Z)
f(ZO) B %/@ f(ZO e >d9 (_ 2im fgﬂ)(zom) < Zodz)

En identifiant parties réelles et imaginaires dans 1’égalité ci-dessus, on obtient

bien
1 27

h(z) = o |, f(z0 +re)do,

d’out le résultat. O

Théoréme 3. (Principe d’identité)
Sotent U C C un domaine et h,k : U — R deux fonctions harmoniques sur

U. Sl existe un ouvert non vide V de U tel que hyy = kv, alors h = k sur
U.



Démonstration. Quitte & remplacer h par h— k, on peut supposer que k = 0.
On suppose donc que hjyy = 0. Posons

_Oh Oh

== — 1.
I ox dy

En reprenant la preuve du Théoréme 1, on voit que g est holomorphe dans U.

De plus, gy = 0, donc g = 0 d’apres le Principe du prolongement analytique,

et donc

oh  Oh

— =—=0, sur U.

or Oy
La fonction h est donc constante sur U et comme hjy = 0, on a bien que
h =0 sur U. ]

Remarque 2. La version forte du Prolongement analytique des fonctions ho-
lomorphes (& savoir que si deux fonctions holomorphes coincident sur un
ensemble non vide admettant des points d’accumulation dans le domaine
ambiant, alors elles coincident sur Pouvert entier) n’est plus valable pour les
fonctions harmoniques. En effet, les fonctions h = R et kK = 0 sont harmo-
niques, égales sur 'axe imaginaire (qui admet par exemple 0 comme point
d’accumulation) alors que R n’est clairement pas identiquement nulle sur C.

Dans la suite, pour un domaine D donné, nous noterons D la frontiére
de D relative & la topologie de la sphére de Riemann C = C U {oco}.

Théoréme 4. (Principe du mazimum)
Soit h une fonction harmonique sur un domaine U.

1. St h admet un mazimum local dans U, alors h est constante sur U.

2. Si h se prolonge continument sur U et si h < 0 sur 0-.U, alors h <0
sur U.

Démonstration. 1. On suppose que h admette un maximum local en zy €
U. Choisissons r > 0 tel que

Vz € D(z0,7), h(z) < h(z)

D’aprés le Théoréme 1, il existe f holomorphe dans D(zg,r) telle que
h = R(f). Alors |ef| = e*) admet un maximum local en z, et donc
e/ est constante sur D(z,7), donc f aussi et h est alors constante sur
D(zp,7) et donc est constante sur U d’aprés le Principe d’identité.

9



2. La continuité de h sur le compact U entraine que h admet un maximum

sur U. Notons-le zg. Si 29 € 05U, alors h(z) < 0 par hypothése et donc

h < 0 sur U. Si zy € U, alors h est constante sur U d’aprés 1), donc
sur U. Donc h < 0 sur U, d’ou le résultat.

m

10



3 Formule de Poisson et Théoréme de Harnack

Dans cette section, on se propose de démontrer la formule de Poisson, qui
est 'analogue, pour les fonctions harmoniques, de la Formule de Cauchy pour
les fonctions holomorphes. De plus, cette formule nous permettra ensuite
de prouver les inégalités de Cauchy pour les fonctions harmoniques ainsi
que le théoréme de Harnack. Dans la suite de ce paragraphe, les fonctions
harmoniques seront supposées a valeurs complexes.

Définition 2. 1. On appelle Noyau de Poisson du disque unité D la fonc-
tion Pp : D x dD — R définie par

1— |2
Pp(z,¢) = .
&= e=ap
2. Pour a € D, on notera P, la fonction définie sur 0D par P,(() =
P]D)(a7 C)
3. Si A = D(zg,7) est un disque (ouvert) de centre zy et de rayon r, le
noyau de Poisson de A est la fonction P : A x JA — R définie par

- z—2 C—2\ 1 —|z— 2z
PA(Z7C)‘—PD( : )— c—

r r

4. Pour a € A, on notera P, la fontion ¢ — Pa(a, ().

5. 51 ¢ : A — R est intégrable, alors on définit I'Intégrale de Poisson
Prg: A — R de ¢ par :

1 o 220 8 i0
Pag(2) = — Py — e O(z0 +1e)dl, z € A,
0

B 2T
Autrement dit, si p <7 et 0 <t < 2m, alors

) 1 27
Pac(z0 + peit) = — /
0

r2 _ g2
r2 —2prcos(f —t) + 12

5 d(z0 + re)do.

Nous commencons par le

11



Lemme 1. Le Noyau de Poisson vérifie :
1. ¥(z,¢) € D x dD, Pp(z,¢) >0,
2. VzeD, L [ Py(z,e?)dd = 1,

8. Supjc_¢yz5 (2, ¢) — 0 quand z — (o, (o € ID, ¢ > 0.

Démonstration. 1. Cela découle directement de la définition de Pp.

2. Par définition et d’aprés la Formule de Cauchy, on a :

L Po(z,¢”)df = R ( ! ¢+ 2%)

o 0 2im amC—2¢
1 2 1
=R|— —=d¢ | =%R(1)=1.
(3 20 - o) =nn
3.
= Gl<d = sup Po(s() <
2N sup D\Z6) > 70— oo
[c—Col >0 (0= 16 — =)
d’ou le résultat.
]
Théoréme 5. Si A est un disque et si ¢ : 0A — R est intégrable, alors :
1. Pa¢ est réelle harmonique sur A,
2. Si ¢ est continue en (o € A, alors lim,_,c; Pa¢(2) = (o)
Démonstration. 1. Quitte a effectuer un changement de variable affine,
on peut supposer que zg = 0 et r = 1, de telle sorte que A =D. On a

alors,

Pad(2) = Pod(2) = R ( ! / Tt Z¢(ei9)d9> , 2 €A
0

o el — 2

Ppr¢ est donc harmonique comme partie réelle d’une fonction holo-
morphe.

12



2. On suppose toujours que A = . D’aprés les assertions 1. et 2. du
Lemme 1, on a, pour z € A :

Paoe) =Gl =[5 [ Pole )0t = o(Gu))as
< 5 [ Pleetloe?) - oGl

Soit ensuite £ > 0. ¢ étant continue en (j, il existe d > 0 tel que

€ =Gl <6 = [o(¢) — ()| <e.

En utilisant a nouveau le Lemme 1, 1. et 2., on obtient donc

1

27 |ei0_<0|<5

P 10 60 do < € 2ﬂ—P 0 do =
(ol = (G0 < = [ Pole.e)a =
(1)

Donc, d’aprés le 3. du Lemme 1, il existe ¢’ > 0 tel que

|z — (ol <0 = sup Pp(z,() <e.
[¢—Col=0

Et donc, si |z — (o] < &', alors

1

27 \6i9—Co\25

Pole )lo(e”) = o(@ldb < o [ 10(e") = o(G)las

<c (5 [ o+ o) ®

Enfin, en sommant (1) et (2), on obtient

1

Paote) = oGl < (5 [ 10(elap + oGl +1)

D’ou le résultat.

13



Théoréme 6. (Formule de Poisson) Soient A := D(z, R) et u: A — C
une fonction continue sur A et harmonique sur A. Alors

1

Va € A, u(a) = o aAPa(OU(OdC

1 21

= 5 i u(zo + 7€) Py(20 + re®)db

Démonstration. D’aprés le Théoréme 1 ii) et comme Fp est réelle, si la for-
mule de Poisson est vraie pour toute fonction holomorphe au voisinage de
D, alors elle I'est aussi pour toute fonction réelle harmonique au voisinage
de D. Ensuite, si u est une fonction complexe harmonique au voisinage de
D, il suffit de considérer les parties réelles et imaginaires. Enfin, si u est
comme dans 1’énoncé, on 'approxime par les fonctions us, 0 < 1 définies par
us(z) = u(dz). Les us sont harmoniques au voisinage de D et convergent
uniformément vers u sur D quand 6 — 1 car u est uniformément continue
sur D ; donc si la formule de Poisson et vraie pour les ug, elle ’est aussi pour
u.

On peut donc considérer f holomorphe au voisinage de D et soit a € D fixé.
La fonction { — SO st holomorphe au voisinage de . Donc, d’aprés la

1—ac
Formule de Cauchy,

o _Lf 1O
oD

[—[af ~ 27 Jop (1—aC)?
et donc )
fla) = 5 § HOPO)G,
T JoD
ce qui conclut la démonstration. O

Remarque 3. En posant a = zy dans la Formule de Poisson, on retrouve la
Formule de la moyenne.

Définition 3. Soit k := (p,q) € N2. on définit 'opérateur différentiel O par

orta f
OxPy?

Vf e CPTYRER), 0" f =

14



Théoréme 7. (Estimation de Cauchy) Soient U C C un ouvert, K un com-
pact de U et V un voisinage de K dans U. Alors pour tout k € N2, il existe
une constante Cy, telle que pour tout fonction u harmonique sur U, on ait

sup |0Fu| < Cysup |ul
K v

Démonstration. Soit A := D(a,r) un disque tel que A C U. On a que, pour
tout ¢ € A, application P : z — Pa(z,() est le classe C*® et ses dérivées
partielles sont des fonctions continues de (z,{) € A x JA. Donc, si u est
une fonction harmonique sur U, on peut appliquer la Formule de Poisson et
puisque (2,¢) — P(2)u(¢) est de classe C* sur le compact A, on peut
dériver sous le signe intégral, ce qui donne :

Vz e A VE € N2 0Fu(z) = L (2)u(¢)dC.

™ JoA

Donc, |0*u(a)| < C(k,A)supga |u|, oit C(k, A) := supy |0*P¢(a)|. Or, par
définition de Pa, la constante C'(k, A) ne dépend que de k et de r. Enfin, si
K est un compact de U et si V est un voisinage de K, alors il existe r > 0
tel que pour tout @ € K, le disque (fermé) D(a,r) soit contenu dans V et
comme Uae x D(a,r) est un recouvrement ouvert de K, on peut en extraire

un sous-recouvrement fini par compacité, ce qui achéve la démonstration. [

Corollaire 3. Si (u,)nen est une suite de fonctions harmoniques qui converge
localement uniformément de U vers une fonction u, alors u est harmonique
el toutes les dérivées partielles des u,, convergent vers les dérivées partielles
respectives de u.

Démonstration. D’aprés les inégalités de Cauchy, la convergence uniforme des
u, sur les compacts implique la convergence uniforme des dérivées partielles
sur les compacts. Donc, u est de classe C* et 9u,, converge uniformément sur
les compacts pour tout & € N?: donc en particulier, Au = lim,,_,oo Au, = 0
et u est harmonique. O

15



Nous allons maintenant donner deux conséquences de la Formule de Pois-
son et de I’Estimation de Cauchy : les théorémes de Harnack. Ces deux
résultats - en plus d’étre intéressants en eux-méme - nous seront grandement
utiles lors de la résolution du Probléme de Dirichlet.

Théoréme 8. (Inégalités de Harnack) Soit u : D(zy,r) — C une fonction
harmonique réelle positive sur D(zo, 7). Alors pour tous p <1 et § € R,

r— ) T+
pu(zo) < u(z + pe?) < P

u(zp).
r+p r—p(o)

Démonstration. Fixons p < r et § € R et choisissons p < s < r. On peut
appliquer la Formule de Poisson dans le disque D(zp, s) et on obtient

0 1 27 82 _ p2 0
U(ZO + 1062 ) = %\/0' WU(Z'O + 861 )d07

Or s — p < |pe — ze?| < s+ p, donc

_ 2 2
TP ST 5P yy<p<on
s+p 7 |set —pet?|2 T s—p

Comme u > 0, on a

s—p /2” u(zo + se”)
0

s+p

do

o df < u(z + pe) < p—

s+p /2” u(zo + se)
0 2m

Et comme 5- fo% u(z9+5€)df = u(z) pour tout s, on a le résultat en faisant
tendre s vers r. O

Ces inégalités nous donnent trivialement le lemme suivant, dont on aura
besoin pour le théoréme de Harnack.

Lemme 2. Soient U un ouvert et A C U un disque fermé. Alors il existe deuz
constantes Ca > 0 et C'\ < +oo telles que pour toute fonction harmonique
réelle positive sur U et pour tous z,w € A on ait :

Cau(w) < u(z) < Chu(w).

16



Démonstration. On écrit A :=D(z, p). Comme A C U et que U est ouvert,
il existe 7 > p tel que A C D(z20,7) C U. Les constantes Ca := 72 > 0 et

Cl = :J_F—Z < +o0o conviennent d’aprés les Inégalités de Harnack. O

Théoréme 9. (Théoréme de Harnack) Soient U un domaine et (u,) une
suite croissante de fonctions harmoniques réelles sur U. Soit (u,,) tend loca-
lement uniformément vers +oo, soit elle converge localement uniformément
vers une fonction harmonique.

Démonstration. Soit a € U fixé. La suite (u,(a)) étant croissante, on a seule-
ment deux possibilités : soit lim, . u,(a) = +o00, soit (u,(a)) admet une
limite finie. Il s’agit de montrer que dans le premier cas, (u,) tend unifor-
mément vers +oo sur tout compact de U et dans le deuxiéme cas, que (uy,)
converge uniformément sur tout compact de U vers une fonction harmonique.
Comme U est supposé connexe, pour tout z € U, il existe un entier n(z) > 0
et des disques Do(2), . . ., Do (2) tels que Dy(2) C U pour tout i € {0,...,n(2)},
a €Dy(2), z € Dyy(2), et Di(2) NDiga(2) # 0, Vi < n(z).

Les disque Dj;(z) se chevauchent, donc en appliquant pas a pas le Lemme 2
aux fonctions harmoniques positives u, — u,, p < ¢ et aux disques

{D;(2),0 < i < n(z)}, on voit que pour tout z € U, il existe des constantes
C(2),C"(z) telles que, sip < g € N,

C(2)(uq(a) —up(a)) < ug(¢) —uy(C) < C/(Z>(uq(a) —up(a)),

pour tout ¢ € W, 1= Dy, (2).

Soit maintenant K un compact de U. On peut choisir z1,..., 2z € K tels que
K CU,<j W, et on pose C 1= mini<;<; C(z;) et Cl 1= maxi<j< C'(25)-
Il vient alors

Vn >0, V¢ € K, u,(¢) — up(¢) > Cr(u,(a) — up(a)),

et

Vp < g, VC € K, ug(Q) — up(Q) < Cie(ug(a) — up(a)).
Donc, si (u,(a)) tend vers +o0, alors (u,,) tend vers +oo uniformément sur
K et si la suite (u,(a)) converge, alors (u,) est uniformément de Cauchy sur
K, donc elle converge uniformément sur K vers une certaine fonction qui
est harmonique d’aprés le Corollaire 3. Le compact K étant arbitraire, le
Théoréme de Harnack est démontré. O]

17



Deuxiéme partie

Fonctions sous-harmoniques

1 Semi-continuité supérieure et définition

A présent que nous avons défini les fonctions harmoniques, nous pouvons
introduire un cadre qui sera plus naturel pour la résolution du probléme de
Dirichlet. Il s’agit des fonctions sous-harmoniques. La définition peut pa-
raitre plus délicate, cependant elle offre de confortables résultats de stabilité
que 'on ne peut espérer obtenir avec une définition trop rigide comme celle
d’harmonicité donnée plus haut. Cette rigidité provient notamment du fait
que ’on suppose les applications au moins de classe C? pour I'’harmonicité,
alors que nous nous contenterons de la semi-continuité supérieure pour la
sous-harmonicité. Avant d’aller plus loin, nous allons donc définir la notion
semi-continuité supérieure et pour cela, nous nous placons dans un espace
topologique X quelconque.

Définition 4. Soit u : X — [—00, 00| une application. On dit que u est
semi-continue supérieurement si, pour tout a € R, I'ensemble

{r € X ; ulx) <a}

est un ouvert de X. De méme, on dira que v : X —] — 00, 400| est semi-
continue inférieurement si —v est semi-continue supérieurement.

Remarque 4. 1) Si, pour x € X, on note V(z) ensemble des voisinages de x
et
limsupu(y) := inf supu(y)
y—ax Vev(z) yev
alors, une simple vérification montre que u est semi-continue supérieurement
si et seulement si
Ve € X, u(x) > limsup u(y)

Y=z

18



2) En pratique, la fonction u est continue si et seulement si elle est semi-
continue supérieurement et inférieurement.

Proposition 1. Soient u et v deux fonctions semi-continues supérieurement
sur X et A\, pu > 0. Alors les fonctions max(u,v) et Au + pv sont également
semi-continues supérieurement.

Démonstration. Soit a € R. On a
{z € X ; max(u,v)(z) <a}={re X ; ulx)<a}n{zre X ; v(z) < a}

L’intersection de deux ouverts étant un ouvert, max(u,v) est bien semi-
continue supérieurement.

On peut ensuite supposer que A et u sont strictement positifs car si I'un des
deux est nul, le résultat est trivial. Alors, un x € X vérifie Au(x)+ pv(z) < «
si et seulement s’il existe a et b tels que

u(r) < —, v(a:)</%, a+b<a

Donc, si on note
I:={(a,b) eR*; a+b<a}

et
b
Qupi={z € X ; ulz) < %}ﬂ{meX; o) < o}
alors
{r e X ; Mu(z)+p(z) <a}l = U Qap
(ab)el
et on a le résultat car une réunion d’ouverts est un ouvert. O

Proposition 2. Si X est un espace topologique métrisable, alors toute fonc-
tion semi-continue supérieurement, bornée supérieurement sur X, est limite
d’une suite décroissante de fonctions continues a valeurs réelles.

19



Démonstration. Comme X est métrisable, on peut choisir une distance d
sur X compatible avec la topologie de X. Soit ensuite u une fonction semi-
continue supérieurement. Si u = —oo, la suite (u,) définie par Vn € N, u,, =
—n répond a la question. Si v n’est pas identiquement égale & —oo, on peut
définir (u,) par

VneN, Ve X, u,(z) :=sup(u(y) — nd(z,y)).
yeX
u étant bornée supérieurement et non identiquement égale & —oo, les u,, sont
a valeurs réelles et u,(x) > wu(r) — nd(z,x) = u(zx), ¥n € N, Vo € X.
Ensuite, la suite (u,) est clairement décroissante. Soit n € N. Pour tout
y € X, la fonction x — u(y) — nd(x,y) est n-lipschitzienne, donc u, est aussi
lipschitzienne comme enveloppe supérieure de fonction lipschitziennes, elle
est donc continue en particulier. Il reste & montrer que pour tout xy € X, la
suite (u,) converge simplement vers u(zg). Comme (u,) est décroissante, il
suffit de montrer que pour tout a > u(xy), il existe n tel que u,(z¢) < a. On
fixe alors a > wu(xg). Comme u est semi-continue supérieurement, il existe
r > 0 tel que u(y) < a si d(zg,y) < r. On pose alors M := supy u et on
choisit un ng tel que M — nor < a. 1l vient alors u(y) — nod(xo,y) < «a si
d(xg,y) > r, et u(y) —nod(zo,y) < u(y) < asi d(xg,y) < r par définition de
r. Donc, up,,(x0) < a, d’ou le résultat. O

Proposition 3. Soient u une fonction semi-continue supérieurement sur X
et K un compact de X. Alors u est bornée supérieurement sur K est elle
atteint sa borne.

Démonstration. La famille
{r e X ; u(z) <n})pen

est un recouvrement ouvert de K, dont on peut extraire un sous-recouvrement
fini par compacité de K. u est donc bornée (supérieurement) sur K et on
note M := sup,.x u(z). Ne pouvant pas extraire de recouvrement fini de la

famille d’ouverts |
<{:1:EX; u($)<M——}>
"}/ >

on en déduit que cette derniére ne recouvre pas K, d’ou l'existence d’un
y € X tel que u(y) = M = sup,x u(z). O
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Nous pouvons a présent définir la sous-harmonicité :

Définition 5. Soient 2 C C un ouvert et u :  — [—o0,+0oo[ une ap-
plication. On dit que u est sous-harmonique sur 2 si elle satisfait les deux
conditions suivantes :

1. w est semi-continue supérieurement,

2. u vérifie I'inégalité de sous-moyenne locale, & savoir

1 2m )
V2o €Q, dp>0; Y0 <71 <p, u(z) < 2—/ u(zo + re?)df
T Jo

On notera SH(S2) 'ensemble des fonctions sous-harmoniques sur 2.

Nous avons le résultat fondamental suivant :

Théoréme 10. Soient 2 un ouvert de C et f : Q — C une fonction holo-
morphe. Alors la fonction log|f| € SH(Q).

Démonstration. La fonction log|f| est bien a valeurs dans [—oo,+o0[ et
continue par composition, elle est donc en particulier semi-continue supérieu-
rement. Soit ensuite zy € (). Il suffit de trouver un p > 0 tel que I'inégalité
de sous-moyenne locale soit vérifie. Si f(z9) = 0 alors log |f(2)| = —o0 et
n’importe quel p > 0 convient. Sinon, log|f| est en réalité harmonique au
voisinage de zy d’aprés I'assertion 2) du Corollaire 1 et 1’égalité de la moyenne
(Théoréme 2) permet de conclure. log | f| est donc bien sous-harmonique sur
Q. O

2 Reésultat de stabilité et Principe du maxi-
mum

Proposition 4. Soit Q C C un ouvert. Alors

Vu,v € SH(?), max(u,v) € SH(), Au+ uv € SH(2) (A, x> 0).
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Démonstration. Le fait que max(u,v) et \u+ pv soient semi-continues supé-
rieurement provient de la Proposition 1. Soit zg € €. 1l existe py, p, > 0 tels
que

1 2w )
Vr < pu, u(zo) < —/ u(zo +re)d, et,
2 Jo

1 [ ,
Vr' < py, v(z9) < 2—/ v(zo + 7'e")dh.
0

T
donc
L[ .
Vr < min(py, pu), u(20),v(z0) < 2—/ max(u, v)(zo 4 re*)db),
T Jo
ie
L[ ,
Vr < min(pu, py), max(u,v)(z) < — max(u, v) (2 + re?)dh,
T Jo

et p := min(p,, p,) convient, donc max(u,v) est sous-harmonique.
De méme, \ et p étant positifs ou nuls, on a

I .
Vr < min(py, po), (A A+ pv)(20) < %/ (M + pv) (20 +re)df,
0

donc p = min(p,, p,) convient & nouveau et Au+ pv est bien sous-harmonique.

]

Théoréme 11. (Principe du mazimum) Soient U C C un domaine et u €
SH(U). Alors

1. Siu admet un mazximum global sur U, alors elle est constante.

2. Silimsup,_,, u(¢) <0 pour tout 2 € U, alors u <0 sur U.

Démonstration. 1. On pose M := sup,.yu(z). Si M = —oo, alors u =
—o00. On peut donc supposer que M € R. On pose aussi :

A={z€U; u(z) = M}.

Il s’agit de montrer que A = U. A # () par hypothése. Par définition,
u est semi-continue supérieurement donc A ={z € U ; u(z) > M} =
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{z €U ; u(z) < M} est un fermeé de U. Soient ensuite zo € A et p > 0
tels que

27
Vr < p, u(zy) < / u(zo + re'?)do.
0

On a alors .
Vr < p, / (u(zo +re®) — M) df > 0.
0

Or, u(zo + re?) — M < 0 par définition de M, donc u(zg + re®®) = M
pour presque tout 6 € [0,27], ie zy + re? € A. Comme A est fermé
dans U, I'ensemble des 6 € [0, 27] tels que z + re?? € A est également
un fermé de [0, 27|, de complémentaire négligeable, il est donc égal a
0, 27]. Donc u = M sur tout cercle de rayon r < p, donc u = M sur
le disque ouvert de centre zq et de rayon p, ie D(2g, p) C A. A est donc
un ouvert-fermé non vide de U qui est connexe, donc A = U.

. On peut prolonger u sur d,,U en posant :

Vz € 0-.U, u(z) := limsup u(().

(—z

Alors, u est semi-continue supérieurement sur U qui est compact (dans
@), elle y admet donc un maximum d’apreés la Proposition 2. On note z
ce maximum. Si zg € 0,,U, alors u(zg) < 0 par hypothése et donc u < 0
sur U par définition de zy. Si zg € U, alors d’aprés la premiére assertion
du théoréme, u est constante sur U. Si c’est le cas, alors elle est aussi

constante sur U et on a encore u < 0 sur U d’aprés 'hypothése.
O

Remarque 5. La fonction u peut admettre un maximum local ou un mini-
mum global sans pour autant étre constante. La fonction sous-harmonique
max (R, 0) en est un exemple. En effet, 0 est clairement un minimum global
de cette fonction et si 'on se donne un compact K de C, il existe a > 0 tel
que Vz € K,max(R,0)(z) < a et comme K est compact, ce maximum est
atteint et a est un maximum local de la fonction considérée.

Théoréme 12. Soient U un ouvert de C et u : U — [—00, +00) une fonction
semi-continue supérieurement. Les assertions sutvantes sont équivalentes :
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1. La fonction u est sous-harmonique sur U.
2. 8iD(zy,7) C U, alors pour tous p <r et 0 <t < 2,
2 2
d u
r2 — 2rpcos(f — t) + p?

, 1 [ .
u(zo + pe't) < _/ (20 + re'?)db.
2 Jo

3. Si D est un domaine relativement compact de U et si h est une fonction
réelle harmonique sur D telle que

limsup(u — h)(¢) <0, Vz € 9D,

(—z

alors uw < h sur D.

Démonstration. (1. = 3.) Si 'on se donne D et h comme dans 1’énoncé, la
fonction u — h est sous-harmonique sur D et on a le résultat avec le Principe
du maximum (Théoréme 11 2.).

(3. = 2.) On pose A := D(z,7) C U. D’aprés la Proposition 2, il existe une
suite décroissante de fonctions continues ¢, : 0A — R qui converge vers u
sur 0A. D’aprés le Théoréme 5, chaque Pa¢,, est harmonique sur A. De plus,
lime_,, Pa¢n(C) = ¢n(2) pour tout z € OA et donc

limsup(u — Pag,)(¢) < u(z) — ¢n(2) <0, z € OA.
(—z
D’aprés 3., il vient que u < Pa¢, sur A. On fait ensuite tendre n — oo
et on utilise le Théoréme de convergence monotone pour obtenir le résultat
souhaité.
(2. = 1.) Clest clair en prenant p = 0. O

Corollaire 4. (Inégalité de sous-moyenne globale) Soit u une fonction sous-
harmonique sur un ouvert U de C. Si D(zo,7) C U, alors

1 27 )
u(zg) < —/ u(zo + re?)db.
2 Jo
Démonstration. 11 suffit de poser p = 0 dans le Théoréme 12. O
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3 Intégrabilité

Nous allons donner ici deux résultats sur l'intégrabilité (locale) des fonc-
tions sous-harmoniques.

Notation 1. Dans cette section, on notera Ay la mesure de Lebesgue sur
C ~ RZ% Ainsi lintégrale usuelle (au sens de Lebesgue) d’une fonction f :
K C R? — R s%crira [, fd)s.

Théoréme 13. Soit u une fonction sous-harmonique sur un domaine D de
C, non identiquement égale o —oo sur D. Alors u est localement intégrable
sur D.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que [, |uldA; < oo sur tout compact K
de D. Par compacité, il suffit de montrer que pour tout z € D, il existe r > 0

tel que
/ luldAy < 0.
D(z,r)

Soient A I'ensemble des z € D vérifiant cette propriété et B, I’ensemble de
ceux qui ne la vérifie pas. Montrons que A et B sont ouverts et que u = —o0
sur B, ce qui donnera le résultat par connexité de D.

Soient z € A et choisissons r > 0 tel que fD(z’r) |u|dAe < oo. Etant donné

2 e D(z,71), soit ' :==1r — |2/ — z|. Alors D(Z,r") C D(z,r), donc

/ lu|dAg < 0.
D(z",r")

Ainsi, D(z,7) C A et donc A est une ouvert.
Soit ensuite z € B et choisissons r > 0 tel que D(z,2r) C D. Comme z € B,

/ |u|dAg = 0.
D(z,r)

Pour 2" € D(z,7), on pose 1’ := 1 + 2" — z[. Alors D(z',7") D D(z,7) et u est
bornée supérieurement sur D(2’,7), donc

/ uddg = —00.
D(z",r")
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Or, u satisfait 1'inégalité de sous-moyenne globale :
1 2 )
u(z) < 2—/ u(2' 4 pe®)df, Yo < p <7,
T Jo

ainsi, en multipliant par 27p et en intégrant entre p = 0 et p = 7/, on obtient
mr?u(?) < / udlg = —00.
D(z’,r")

Donc u = —oo sur D(z,7) et donc B est ouvert et u = —oo sur B, d’ou le
résultat. L

Corollaire 5. 5@ u est une fonction sous-harmonique non identiquement
égale & —oo sur un domaine U et si D(z9,7) C U, alors

1 2

o /. u(zo +re)df > —oc.

Démonstration. Fixons D(z,7) C U. Comme u est bornée supérieurement
sur les compacts, quitte & soustraire une constante, on peut supposer que
u < 0 sur D(zg, 7). D’aprés le Théoréme 12 2., si p < ret si 0 <t < 2m, alors

r2 _ 2
r2 —2prcos(f —t) + p?

r—p\ 1 [* i
< — .
< (7’+p) 27T/o u(zo + re’)db

Ainsi, si la derniére intégrale valait —oo, cela impliquerait que © = —oo sur
D(zp,7), ce qui contredirait le Théoréeme 13. Donc l'intégrale est finie. ]

u(zo + re')df

1 2w
ity «
u(zo + pe )_27T/0

26



Troisiéme partie

Probléme de Dirichlet

1 Définitions et résultats préliminaires

Soit 2 un ouvert borné de C. On considére une fonction ¢ : 9Q — C,
continue sur 0f). Le Probléme de Dirichlet pour 2 et ¢ consiste a trouver
une fonction u : Q — C continue sur Q et harmonique sur  coincidant avec
@ sur 02. On se propose de montrer ici que sous une simple hypothése de
régularité sur 0f2, ce probléme admet une unique solution.

Définition 6. 1. On dira d’un point ¢ € 992 qu’il est régulier si la compo-
sante connexe par arcs de C\ {2 contenant ¢ n’est pas réduite a un point.
En d’autres termes, ¢ est régulier 8’il existe un chemin + : [0,1] — C\ Q
tel que 7(0) = C et 7(1) # C.
2. On dira que 02 est régulier (ou que 2 est a bord régulier) si tous ses
points le sont.

Exemple 1. Si 2 =D\ [—1,0], alors 92 = 0D U [—1, 0] est régulier, mais si
Q =D\ {0}, alors 0 € 092 = 0D U {0} n’est pas un point régulier, donc 02
n’est pas régulier.

Remarque 6. Tout disque, et plus généralement, tout domaine de Jordan est
a bord régulier.

Avant d’exposer et de démontrer le résultat principal, nous avons besoin
de trois petits lemmes :

Lemme 3. Si F est un fermé connexe non borné de C alors, pour tout
20 € F, il existe une détermination holomorphe de log(z — zy) dans C\ F.
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Démonstration. Par hypothése, pour tout lacet v dans C \ F, le point 2z
appartient & la composante connexe non bornée de C\Im(+y). Donc Ind, (29) =

0 pour tout lacet v dans C \ F' et donc la fonction z — i admet une
primitive holomorphe sur C \ F' qui est une détermination holomorphe de
log(z — zo). O

Lemme 4. Soient U, U’ deux ouverts et f : U — U’ une fonction holo-
morphe. Siu : U — C est harmonique sur U’, alors u o f est harmonique
sur U.

Démonstration. 11 suffit de montrer que A(uo f) = |[f'|*> x ((Au) o f). Un
calcul simple montre que, pour une fonction complexe g de classe C2, on a

0%g
0z0z

Fixons donc une fonction harmonique w. f étant holomorphe, on a

duos) ., (o
0z _fx<8z f>’

et comme f’ est aussi holomorphe, on a

o (. ou o 0%u
(o)) o (B

0*(uo f) "2 0%u
T oz0. ‘f‘ < Of)

d’oul le résultat. OJ

Ag =4

Donc,

Lemme 5. Soit u une fonction sous-harmonique sur un ouvert U de C et
soit v une fonction sous-harmonique sur un ouvert V de U telles que

limsupv(¢) < u(z), Vz € UN0V.

(—z

Si on pose :

1w sur U\ V.

Alors, u est sous-harmonique sur U.

. {max(u,v) sur 'V,
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Démonstration. La condition au bord imposée a v assure que u est semi-
continue supérieurement sur U. D’aprés la Proposition 4, u satisfait 'inégalité
de sous-moyenne locale en tout zy € V, et ¢’est également le cas si zp € U\ V
car 4 > u sur U. ]

Nous pouvons a présent résoudre le Probléme de Dirichlet.
2 Reésolution du probléme de Dirichlet

Théoréme 14. Soient Q) un ouvert borné de C a bord régulier et ¢ : 02 — C
une fonction continue. Alors le probléeme de Dirichlet pour ) et ¢ admet une
unique solution.

Pour la démonstration de ce résultat, on utilise les quatre lemmes sui-
vants :

Lemme 6. On se donne f : 02 — R une fonction bornée et on note L l’en-

semble des fonctions u sous-harmoniques sur S telles que limsup, . u(z) <
f(Q) quel que soit ¢ € 9. On a

1. Yu,v € Ly, max(u,v) € Ly.

2. Si A est une disque fermé contenu dans Q0 et si u € Ly n'est pas
identiquement égale o —oo, alors la fonction Ku définie par

aus={ o™ 0 1Eaa

appartient ausst a Ly et on a Ku > u. De plus, Ku est harmonique sur

A.

Démonstration. 1. C’est une vérification immeédiate.

2. Remarquons que le Corollaire 5 nous assure que u est intégrable que
0f) et donc, que Pau a bien un sens. Le Théoréme 5 1. implique que
Pau est harmonique sur A et d’aprés le Théoréme 12 on a
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Pau > u sur A et donc Ku > wu sur Q.

Montrons que V¢ € 09, limsup, . Ku(z) < f(¢). Soit donc ¢ € 9.
Comme A a son adhérence contenue dans €2, pour z € €2 assez proche de
¢,onaquez ¢ A, dott Ku(z) = u(z) et comme limsup, . u(z) < f(¢),
on a l'inégalité souhaitée. Il reste donc a montrer que Ku est sous-
harmonique sur €. D’aprés la Proposition 2, on peut choisir une suite
décroissante de fonction continues v, sur OA qui converge vers u. On
a, avec le Théoréme 5 2.,

limsup Pau(2) < lim Pat(2) = 40(0), ¥C € DA,

z—(

Donc, en faisant tendre n — oo, on obtient

limsup Pau(z) < u(C), V¢ € 0A.

z—(

On peut alors appliquer le Lemme 5 et u est donc bien sous-harmonique
sur €2.
m

Lemme 7. La fonction Pf définie sur () par :

Vz € Q, Pf(z) := sup u(z)

uGLf

est harmonique.

Démonstration. Tout d’abord, la fonction constante —||f||s est dans Ly,
donc Pf(z) > —||fllec > —o0 pour tout z € Q. De plus, en utilisant le
Principe du maximum, on voit que u(z) < || f||o sur € quelle que soit v € Ly,
ce qui entraine que Pf(z) < || f]| < 400 pour tout z € Q. Ainsi, la fonction
P f est a valeurs réelles. Montrons que P f est harmonique. Il suffit de montrer
qu’elle est harmonique dans tout disque ouvert dont ’adhérence est contenue
dans Q. Soit donc A = ID(zp,r) un tel disque. On choisit une suite (uy,)
d’éléments de Ly telle que

lim u,(20) = sup u,(20) = Pf(z20).

n—oo neN
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Quitte a remplacer u,, par K, ou 4, = max(—||f]||s, w0, -, u,), on peut
supposer que (u,) est croissante et que les u, sont harmoniques dans A. La
suite (u,) converge donc localement uniformément sur A vers une fonction
harmonique u° d’aprés le Théoréme de Harnack. Montrons que P f = u® dans
A. Soit donc z; € A et soit (v,) une suite de L telle que

Tim v, (21) = Pf(z).

La encore, quitte & remplacer v, par Ko, ot 9, := max(—||f||so, V0, - - - U, Un),
on peut supposer que (v,) est elle aussi croissante, que les v, sont harmo-
niques sur A et que, pour tout n, v, > u,. Toujours d’aprés le Théoréme
de Harnack, la suite (v,) converge localement uniformément sur A vers une
fonction harmonique v. On a v > u° sur A car v, > u,, Vn. Par ailleurs, on
a u®(z) = Pf(20) = vn(20) pour tout n, donc u’(zy) > v(z). La fonction
harmonique u’ — v admet donc une maximum en zy, donc v’ = v sur A
d’aprés le Principe du maximum et comme v(z1) = Pf(z1), il vient

u’(2) = Pf(z), Vz € A,

d’ou le résultat. OJ

Lemme 8. Soit (; € 0L2. Supposons qu’il existe un ro > 0 tel que pour tout
r < rg, on puisse choisir une fonction v, : & — R vérifiant :

1. v, est sur-harmonique (ie —v, est sous-harmonique),
2. v, > 0 sur €,

3. vp(z) > 1 si|z— (ol >,

4. lim, ¢ v,(2) = 0.

Alors, si f: 00 — R est une fonction bornée et continue en (y, on a

lim Pf(z) = f(Co)-

Z—}Co

Démonstration. Soient € > 0 et 0 < r < rq tels que

VG €0, [C—Cof <2r = |f(¢) = f(G)] <e.
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On pose M := || f||e et on définit u : Q@ — R par
u(z) = f((o) — e —2Muv,(2), z € Q.

v, étant supposée sur-harmonique, la fonction u est sous-harmonique. D’aprés
I'hypothése 2., si ¢ € 992 ND((p, 2r), alors

limsupu(z) < f((y) — &,

z—(

donc
limsupu(z) < f(()

z—(

par définition de r. D’aprés I'hypothése 3., si ¢ € 9Q\D((y, 2r), alors |z—(o| >
r pour z assez proche de (, donc

limsupu(z) < £(Go) — 2M

z—(
et donc
limsupu(z) < —M < f(C).

z—(

Donc u € Ly, par conséquent,
u(z) < Pf(z), Vz €
Comme lim, ., u(z) = f({o) — ¢, d’aprés 'hypothése 4., on en déduit
liminf Pf(z) > f(¢o) —e, Ve >0,

Z—>C0
donc
lim inf Pf(2) > f(Co). 3)
2=Go
En changeant f en —f, I'inégalité ci-dessus devient
limsup —=P(—f)(z) < f(Go)- (4)
Z*)CO

Par ailleurs, si (u,v) € Ly x L_;, alors w := u + v est une fonction sous-
harmonique sur € telle que limsup, ,-w(z) < 0 pour tout ¢ € 0%, donc
u+v < 0sur €2 d’aprés le Principe du maximum. On a donc Pf+P(—f) <0,
donc

Pf<—=P(=f) (5)
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11 suffit maintenant de combiner (3), (4) et (5) pour obtenir

limsup Pf (=) < f(Gp) < liminf P (2),

Z%{O

ce qui achéve la démonstration. O

Lemme 9. 57 (y est un point régulier de 0N, alors il vérifie les hypothéses
du Lemme 8.

Démonstration. On peut supposer que (; = 0 et comme il est régulier, il
existe un chemin v : [0,1] — C\ € tel que v(0) = 0 et (1) # 0. Montrons
qu’on peut construire v, pour r < |y(1)|. Pour simplifier les notations, on
supposera que |y(1)] > 1 et on va construire v, pour r = 1. Soit donc
to le premier des ¢ € [0,1] tels que |y(1)] = 1. On pose wy = 7(to) et
L :=7([0,t0]). On a, par définition de ¢y, que L\{wy} C D. On peut prolonger
L par une demi-droite d’origine wy n’intersectant pas D pour appliquer le
Lemme 3 et ainsi obtenir une détermination holomorphe du logarithme dans
D\ L que I'on notera log.

Comme R(log(z)) = In|z|, la fonction log envoie D\ L sur le plan {f < 0} et
0D\ {wp} sur un intervalle imaginaire ouvert de longueur 27 que l'on notera
Jia, ib[. On définit une fonction ¢ : QN D — R par

_ log(z) — ib
¥z eQnD, y(z) = %Afg (%) ’

ou Arg est la détermination principale de I'argument dans C\R . La fonction
1 est bien définie car QND C D\ L et % n’est réel positif pour aucun
z € D\ L. De plus, 1 est continue et elle est harmonique sur Q N D d’aprés
le Lemme 4 car la fonction log est holomorphe sur Q N D et Arg = $(Log),
ou Log est la détermination principale du logarithme, est harmonique sur
C\ R,. Par ailleurs, on a 0 <+ < 1 dans QND, (z) = 1si 2 € QN ID et

lim, ,01(z) = 0. On en déduit donc que la fonction v; = v définie par

[ Y(z) si 2€QND
”(Z)_{l si 2eQ\D

vérifie les quatre conditions du Lemme 8. O]
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Nous pouvons enfin démontrer le théoréme 14 :

Démonstration. Le Laplacien et la limite étant linéaires, on peut se ramener
au cas oll @ est a valeurs réelles et 'existence d’une solution vient des quatre
Lemme précedents. En effet, il suffit de poser u(z) := Pf(z) si z € Q et
u(C) == f(C) si ¢ € 0. Pour l'unicité, supposons qu’on ait u; et up deux
solutions. Alors, u; — us est harmonique sur 2, se prolonge continuement sur
Q, et est nulle sur Q. En appliquant le Principe du maximum & =£(u; — us),
on en déduit que u; — ugy = 0. O
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