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Introduction

Le but du présent travail est d’introduire et d’étudier quelques concepts fondamentaux
en algebre homologique ainsi que certaines de leurs applications. Nous adopterons ici 1’ap-
proche de M. Alexander Zimmermann. Aussi ce travail s’inspire-t-il dans une large mesure
de 'ouvrage [40].

Le terme "homologie" provient du grec 0u6¢ (homos) qui signifie "identique". 11 s’agit
de I'étude d’objets appelés "complexes". Ce sont des suites de morphismes qui présentent
une propriété proche (mais différente) de 'exactitude des suites; notion avec laquelle nous
supposons le lecteur familier. L’homologie est donc la théorie qui consiste a étudier les pro-
priétés algébriques des complexes, entre autres via des espaces appelés (co)homologie d’un
complexe et d’une notion centrale — la relation d’homotopie —, ainsi que des "catégories"
de complexes. Cette théorie trouve son origine notamment en topologie, dans laquelle les
notions de complexe et d’homologie se sont développées.

Les complexes apparaissent naturellement en Mathématiques et les résultats d’homologie
possédent d’importantes conséquences. On peut a ce sujet citer I’algébre abstraite bien-siir,
mais aussi la topologie algébrique, la géométrie différentielle, la théorie des représentations de
groupes ou encore la théorie de Galois. Concernant la topologie différentielle, et plus précisé-
ment les formes différentielles sur les variétés, on pourra consulter notre précédente étude [7].
En ce qui concerne ce mémoire, nous examinerons deux conséquences algébriques majeures.
Premiérement, nous proposons une initiation a la cohomologie des groupes, qui répond au
"probléme des extensions", qui pose la question suivante : étant donnés deux groupes, quelles
peuvent étre les structures des groupes qui possédent le premier comme sous-groupe distingué
et dont le quotient est isomorphe au second. En application, nous démontrerons le théoréme
de Schur-Zassenhaus sur le produit semi-direct. Ensuite, nous construirons la cohomologie de
Hochschild — important invariant d’une algébre — et nous démontrerons enfin le théoréme
de Wedderburn-Malcev, affinant le résultat de Wedderburn sur les algébres semi-simples.
D’autre part, un prolongement intéressant de ce travail pourrait étre I’é¢tude des catégories
dérivées, de la dimension homologique ou encore des suites spectrales.

Avant d’appréhender I’homologie, nous introduisons le lecteur au formalisme de la théorie
des catégories, qualifié affectueusement d’" Abstract Nonsense" par le mathématicien Norman
Steenrod (voir [18], chapitre 20 pour cette anecdote). Il s’agit d’un outil permettant 'étude
systématique abstraite des concepts algébriques et des relations qu’ils entretiennent via des
collections d’objets cherchant a classifier les différentes structures de la Mathématique. Cette
théorie offre un cadre naturel aux concepts homologiques et constitue un prérequis indis-
pensable pour notre étude. Nous étudierons notamment les catégories dites abéliennes et
triangulées. Bien que ne présentant pas un intérét central pour notre travail, ces derniéres
sont définies via une axiomatique trés élégante et proposent une bonne gymnastique intel-
lectuelle. De plus, nous verrons que les complexes et 'homotopie fournissent un exemple
intéressant de catégorie triangulée.

Mais avant toute chose, nous présentons quelques rappels et suppléments de théorie des
modules et des algebres. Nous y démontrons en particulier le théoréme de structure des al-
geébres semi-simples de Wedderburn. Nous y introduisons également le syzygy d'un module
ainsi que les résolutions projectives, qui sont deux des premiers objets homologiques que nous
rencontrerons.



Par ailleurs, nous rappelons en annexe la notion de produit tensoriel sur une algébre non
commutative.

Enfin, je tiens a remercier chaleureusement Messieurs Alexander Zimmermann et Ivan
Marin pour leur disponibilité, la clarté de leurs explications et la pertinence de leurs conseils,
qui me furent extrémement précieux. Je remercie également sincérement ma courageuse mere
et mon frére pour leur patience et leur écoute, ainsi que ma compagne Delphine pour son
soutien, ses encouragements et pour tant d’autres choses...



Prérequis et notations

Dans ce travail,

N =

. N (resp. Z) désigne 'ensemble des entiers naturels (resp. 'anneau des entiers relatifs),

. Q (resp. R, C) désigne le corps des rationnels (resp. des réels, des complexes),

Par convention, tout corps sera supposé commutatif. Dans le cas non commutatif, on
parlera alors de "corps gauche".

En revanche, un anneau ne sera pas en général supposé commutatif. De plus, si A est
un anneau, on note son centre Z(A), c’est-a-dire :

Z(A)={a€ A; Vr €A, ar = xa},

De plus, on notera A* le groupe des inversibles du monoide (A, -).

Si K est un anneau commutatif, et si A est un anneau, on rappelle qu’une structure de
K-algébre sur A est la donnée de 'anneau A, muni d’'un morphisme d’anneaux

e: K — Z(A).
De plus, si k € K et a € A, on note k- a := €(k)a = ae(k). En outre, une K-algébre est

en particulier un K-module.

Si A est un anneau ou une algébre, 4A dénote le A-module régulier, i.e. A considéré
comme un A-module,

Si A est une algébre, on note A son algébre opposée. On rappelle qu’il s’agit de
(A, +,-°P) o
Ya,be€ A, a-Pb:=b-a,

Sauf indication contraire, si A est une algébre, on conviendra qu'un A-module est un
module & gauche sur A.

. < (resp. —») dénote un monomorphisme (resp. un épimorphisme),
10.
11.
12.

~ veut dire "est isomorphe a",
< signifie "est un sous-groupe distingué de",

Si A est une algebre et si M, N sont deux A-modules, on note Hom 4(M, N) 'espace
des morphismes de modules M — N. Il s’agit en général d’un groupe abélien pour la
loi naturelle, et d’'un A-module lorsque A est commutative.



Premiére partie

Compléments de théorie des modules

1.1 Noethérianité, artinianité et radical

On se donne K un anneau commutatif et A une K-algébre, que 'on fixe durant cette
section. Avant d’étudier quelques résultats concernant la noethérianité et I’artinianité, nous
rappelons la notion de semi-simplicité pour les modules et les algébres. Cette notions sera
approfondie dans la section suivante.

Définition 1. Soit M un A-module de type fini. On dit que M est semi-simple s’il existe
des A-modules simples S, ..., S, tels que

M=>~S &S DS,

De plus, l'algébre A est dite semi-simple si tout A-module de type fini est semi-simple.

Remarque 1. 1. On suppose connu le fait que tout sous-module et tout quotient d’un
module semi-simple est semi-simple. On suppose également connu qu’un module M est
semi-simple si et seulement si tout sous-module N de M est un facteur direct, c’est-
a~dire qu’il existe un module P tel que M ~ N & P. Le lecteur se rendra compte, au
fil de notre exposé, que c’est cette derniére propriété qui compte, d'un point de vue
homologique.

2. Parfois, dans la littérature, un module (non supposé de type fini) est dit "semi-simple"
s'il est somme directe (non nécessairement finie) de sous-modules simples. De méme,
une algébre est dite "semi-simple" si tout module sur cette algébre est semi-simple.
On peut montrer qu’en fait, ces deux définitions d’une algébre semi-simple sont équiva-
lentes, au moins dans le cas des algébres noethériennes. Nous choisissons ici la définition
donnée dans 40|, cette derniére donnant lieu a des démonstrations plus simples et plus
élégantes.

3. Enfin, les faits mentionnés plus haut que nous supposons connus sont prouvés en détail
dans [21], chapitre 5.

Aprés cette entrée en matiére, nous pouvons passer a I’'étude de la noethérianité et de
I’artinianité.

Définition 2. Soit M un A-module.

1. On dit que M est noethérien (resp. artinien) si toute suite croissante (resp. décroissante)
de sous-modules de M est stationnaire.

2. A est dite noethérienne (resp. artinienne) si le A-module régulier 4A est noethérien
(resp. artinien).



Exemple 1. L’anneau Z est noethérien mais pas artinien. En effet, si I’on dispose d’une
suite croissante de sous-modules (donc d’idéaux)

mzZ S i C - C 7,

alors n;, 1 divise n;. Donc, n; divise n; pour tout ¢, mais n; n’a qu’un nombre fini de diviseurs,
la suite est donc stationnaire et Z est noethérien. Cependant, la suite décroissante d’idéaux

7222247 DO8L 2D ---

n’est pas stationnaire.

Lemme 1. Soit M un A-module. Les assertions suivantes s’équivalent :
i) M est noethérien,
i) Tout sous-module de M est de type fini,

iii) Tout sous-module et tout quotient de M est un A-module noethérien.

Démonstration. i) = i) Soit N un sous-module de M et soit {m;, i € I} un systéme
générateur minimal de N, i.e. tel que tout sous-ensemble strict de {m;, ¢ € I} n’engendre
pas N. Si I n’est pas fini, pour tout n € N, on peut choisir récursivement m(n) € {m;, i € I}
tel que

min) ¢ - A ()

On a donc des sous-modules M (n) := > 7| A-m(j) de N, donc de M tels que M(n —1) C
M (n), ce qui contredit la noethérianité de M.
i1) = i) Soient N un sous-module de M et

NCN,C---CN

une suite croissante de sous-modules de N. Alors N := U2, N; est un sous-module de N et
donc de M, qui est alors de type fini par hypothése. On peut donc écrire N = (1, ..., Ts).
Pour tout 1 < 5 <5, 7, € N donc il existe t; > 1 tel que z; € th avec t; minimal. Si
= maxi<;<s tj, et alors x; € Ny pour tout 1 < j < s et donc N = N;. Enfin, N, = N; pour
tout u >t et donc N est noethérien.

Ensuite, soit

NCNc---cM/y

une suite croissante de sous-modules de M /N et soit 7 : M — M / N la projection canonique.
Alors 77 1(N;) est une suite croissante de sous-modules de M. D’aprés ce qu’on vient de voir,

cette suite est stationnaire, donc la suite N; aussi et donc M /N est noethérien.
i4i) = 1) Supposons que N et M /v soient noethériens et soit

LiyCL,C---CM
une suite croissante de sous-modules de M. Alors

L1+N/N§L2+N/N§"'§M/N



est une suite croissante et il existe alors ng tel que
Lo+ N /N = Loy + N/, ¥n > ng.
De plus,
L, "NCLyuy1NNC---CN

est une suite croissante. Comme N est noethérien, il existe ny > ng tel que
L,NN =1L, NN, Vn > n;.

En vertu du second théoréme d’isomorphisme, on a

(Lot N) /N = Ln /(1,7 W)

et alors, pour tout n > ny, L, = L,,, d’ou le résultat. O

Lemme 2. Soit M un A-module. On a équivalence entre
i) M est artinien,

ii) Tout sous-module et tout quotient de M est artinien.

Démonstration. i) = ii) Soit
NON DNy D -

une suite décroissante de sous-modules de M. C’est alors une suite décroissante de sous-
modules de M qui est artinien, donc est stationnaire. Soit aussi

M/N DN DN, 2 -

une suite décroissante de sous-modules de M /7. Soient N; := 7= 1(N;), ot m: M — M /7.
Les N; forment une suite décroissante de sous-modules de M et est donc stationnaire.

i1) = i) On procéde exactement de la méme maniére que dans la troisiéme partie de la
preuve du Lemme 1. O

Proposition 1. Soit M un A-module.

1. M est noethérien st et seulement si tout ensemble non wvide de sous-modules de M
admet un élément mazximal.

2. M est artinien si et seulement si tout ensemble non vide de sous-modules de M admet
un élément minimal.

Démonstration. 1. Supposons M noethérien et soit X un ensemble non vide de sous-
modules de M. Soit alors ) une chaine (i.e. un sous-ensemble totalement ordonné)
ascendante non vide de X. M étant noethérien, ) est fini et on peut écrire ) =
{My, My, My, ..., M,} avec My C My C My C --- C M, et M, est donc un majorant
de V. X est donc inductif et il admet alors un élément maximal d’aprés le lemme de
Zorn.

Réciproquement, soit
My C M CMyC---CM

une chaine ascendante de sous-modules. Alors X' := {My, M, ...} est un ensemble non
vide de sous-modules de M et admet donc un élément maximal, disons M,, et on a ainsi
M,, = M,, pour tout m > n. Ceci montre que M est noethérien.



2. On applique le méme raisonnement.

Proposition 2. Soit M un A-module noethérien. Alors, tout endomorphisme surjectif de M
est un automorphisme.

Démonstration. Soit ¢ : M — M un endomorphisme surjectif. Il s’agit de montrer qu’il est
injectif. On pose
{ pti=y
Pt i=po ", Vn > 2
(ker(¢™))n>1 est alors une suite croissante de sous-modules de M, qui est stationnaire puisque
M est noethérien. Soit ng tel que

Vn > ng, ker(p™) = ker(¢™).

Soit ensuite m € ker(p). ¢ est surjectif, donc ¢* est surjectif pour tout k > 1 et il existe
alors © € M tel que ¢ (x) = m. Enfin,

0=¢(m)= g0”°+1(x) = x € ker(c,o”°+1) = ker(¢™) = 0=¢"(x) =m,

comme souhaité. O

Passons a présent a 1’étude du radical d’'un module. Cette notion apparaitra de fagon
centrale dans le théoréme de Wedderburn-Malcev. Le radical d’'un module "rassemble" tous
ses sous-modules maximaux et mesure, en un sens a préciser, le défaut de semi-simplicité du
module considéré, si ce dernier est artinien.

Définition 3. Soit M un A-module. Le radical (de Jacobson) de M, noté rad(M), est U'in-
tersection de tous les sous-modules maximaux de M. Par ailleurs, si M n’admet pas de
sous-module maximal, on convient que rad(M) = 0. On note de plus rad(A) :=rad(4A).

Lemme 3. Soit A un anneau. Alors rad(A) est un idéal bilatére de A.

Démonstration. Par définition, rad(A) est un idéal & gauche de A. Si m est un idéal maximal
de A, alors 4 /m est un A-module simple. Si S est un A-module simple, on sait que S = A-s,
pour tout s € S\ {0} et en considérant I’épimorphisme

Ps
A — S
a +— a-S

le premier théoréme d’isomorphisme donne

S o A/ann(s)

ou ann(s) :={a € A; a-s =0} = ker(p;) est Pannulateur de s. De plus, ann(s) est un idéal
maximal. En effet, si I est un idéal contenant strictement ann(z), alors 4 /7 est un quotient
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de A/ann(s) ~ S d’aprés le troisiéme théoréme d’isomorphisme et donc ]/ann(s) ~ S et
alors A /1 = 0 et donc I = A. Ensuite,

ann(S) := ﬂ ann(s)

seS\{0}

est un idéal bilatére de A car S est un A-module. Il s’ensuit que rad(A) est inclus dans
I'intersection des idéaux bilatéres ann(S) sur tous les A-modules simples S. De plus, si S est
un A-module simple, alors S ~ A/ pour un certain idéal maximal m de A. Si ¢ € ann(S),
alors a- A C m et alors a € m et donc ann(S) C m et Uintersection des ann(S) sur tous les
A-modules simples S est égale & rad(A). Mais ces annulateurs ann(S) sont tous des idéaux
bilatéres de A, d’ou le résultat. O

Proposition 3. Soit M un A-module noethérien. Alors

rad(A)YM =M = M =0.

Démonstration. Par absurde, supposons que M # 0. Comme M est noethérien, le Lemme 1

montre que M est de type fini, disons engendré par mq, ..., m, avec m; # 0. On suppose de
plus que ceci est un systéme minimal de générateurs de M. Alors, via 'inclusion rad(A) — A,
et comme rad(A)M = M, M est aussi engendré par my, ..., m, sur rad(A). Il existe alors

J1s- -5 Jn € rad(A) tels que
my :jlml ++]nmn

et alors
(1 —j1)my = jama + -+ + Jpmy,.

Si 1 — j; n’est pas inversible a gauche dans A, alors I'idéal & gauche (principal) ((1 — j1))
différe de A et 1 — j; appartient donc a un idéal maximal m de A d’aprés le Lemme de Zorn.
Mais j; € rad(A) C m et donc 1 € m, ce qui est absurde. Donc 1 — j; est admet un inverse
a gauche et alors my est combinaison linéaire des mo, ..., m, et cet ensemble engendre donc
M. Ceci contredit la minimalité de n. Ainsi, M = 0. O]

Théoréme 1. (Lemme de Nakayama)
Soient M un A-module noethérien et N un sous-module de M. Alors

N + rad(A)M = M = M = N.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, comme

rad(4) (M /n) =M /N,

onaM /N =0etdonc M =N. O

Lemme 4. Supposons que A soit noethérienne et artinienne. Alors rad(A) est un idéal bila-
tére nilpotent de A.

11



Démonstration. D’aprés le Lemme 3, on doit juste montrer que rad(A) est nilpotent. Comme
A est artinienne et comme (rad(A)"),>1 est une suite décroissante de sous-modules de 4 A,
il existe n tel que

rad(A)" = rad(A)"™ = rad(A) - rad(A)"
et la Proposition 3 implique que rad(A)™ = 0. m

Lemme 5. Soit M un A-module noethérien et artinien. Alors, rad(M) est le plus petit des
sous-modules N de M tels que M/N soit semi-simple.

Démonstration. Soit F I’ensemble des sous-modules T' de M tels que M /7 soit nul ou semi-
simple. On a M € F # (). Comme M est artinien, la Proposition 1 implique que F admette
un élément minimal, que 'on note N. Supposons que M/N =0, i.e. M = N. Ceci signifie
qu’aucun quotient de M est semi-simple. Or, le quotient de M par tout sous-module maximal
est simple, donc semi-simple et ainsi, M n’admet aucun sous-module maximal. Cependant,
comme M est noethérien, il est de type fini, engendré par my,..., m, disons. Soit (T});cs
une chaine de sous-modules propres de M. Si |J,T; = M, alors tous les m; sont dans un
certain 7;,, qui ne peut donc étre propre. L’ensemble des sous-modules propres de M est
alors inductif; on peut donc appliquer le lemme de Zorn et aboutir & une contradiction.
Ainsi, N est un sous-module propre de M et comme M /N est semi-simple, on peut écrire

M/N :@Si
i=1

et considérons, pour 1 < ¢ < n, la projection m; : M — M/N — 5;. Comme S; est
simple, ker(m;) est un sous-module maximal de M. En effet, soit ker(m;) C K C M et posons
L := ker(m;). Alors &£/, est un sous-module de M /1, ~ S; et donc I /;, = M /1 ce
qui implique K = M, donc ker(m;) est maximal. N est alors le noyau de la somme de ces
morphismes, qui a son tour est l'intersection ();_, ker(m;) avec les ker(m;) maximaux. Ainsi,
on a

rad(M) C ﬁker(m) = N.

Comme M est artinien, rad(M) est Uintersection d’un nombre fini de sous-modules maxi-
maux. Ecrivons en effet
rad(M) = (| N,
i€l
avec I minimal. Soit 79 € I et supposons que [ soit infini. Pour tout n € N*, on peut alors
choisir 4,, € I\ {ig,...,%,—1}. On obtient ainsi une suite décroissante de sous-modules

M 2 Nijy 2 Nijy N N;y 2 Nig NN, NG, 2+ 2 (| N, 2 -+ - 2 rad(M).
k=0

Puisque M est artinien, il existe n € N* tel que

NzoﬂﬂNzn:NzomN'L ONZ

n

n+1°

En intersectant a droite avec ﬂjg\{io ) Nj;, on obtient

-7in+1}

Nyn---nN,n ()  Nj=Ngyn---nN,

tn41 N ﬂ N]a

J€N{i0,sint+1} JEN{i0,yint1}

12



d’ou
(N Ny =[N = rad(M),

JeN{ins1} Jel

contredisant la minimalité de I. Ainsi, on peut écrire
rad(M) :MlﬂMgﬂﬂMn

avec n minimal et M; maximal dans M, pour tout 1 <7 < n. Alors,

M/rad(M) ~ G?M/Mi

est semi-simple. Ainsi N C rad(M), d’ou le résultat. O

Proposition 4. Soit M un A-module noethérien et artinien. Alors
rad (M/rad(M)> =0.

Démonstration. Soit S un A-module semi-simple. Alors rad(S) = 0 somme on le voit en
considérant les projections sur les facteurs directs simples. Mais, comme M est artinien et

noethérien, le Lemme 5 implique que rad (M /rad(M)> = 0. ]

Lemme 6. Soient M, N deuzr A-modules et f € Hom o(M,N). Alors, f(rad(M)) est un
sous-module de rad(N).

Démonstration. Soit m un sous-module maximal de N et soit 7 : N — N /1. Soit aussi
0#K CN/m. Alorsm C 7 (K) et donc 77 (K) = N et K =N /iy car 7 est surjectif.
Donc N /i est un module simple. Donc, si 'on montre que f(rad(M)) C ker g pour tout
épimorphisme g : N — S avec S simple, on aura f(rad(M)) € m pour tout sous-module
maximal m de N et donc f(rad(M)) C rad(V). Soient donc S un module simple et g : N — S
un épimorphisme. Alors, go f : M — S est un morphisme a image dans un module simple,
c¢’est donc 0 ou un épimorphisme. Si go f est surjectif, alors (go f)(rad(M)) C (go f)(M) =
S et alors (g o f)(rad(M)) = 0 et f(rad(M)) C kerg. D’autre part, si g o f = 0, alors
f(rad(M)) Cim f C ker g, d’ou le résultat. O

Lemme 7. Soit M un A-module. Alors
rad(A)M C rad(M).
De plus, si A/md(A) est noethérienne et artinienne, alors

rad(M) = rad(A)M.

13



Démonstration. Soit m € M. On pose

M

U © A —
a — a-m

Le Lemme 6 montre alors que
pm(rad(A)) = rad(A) - m C rad(M)

et donc
rad(A) - M = Z rad(A) - m C rad(M).

meM
Ensuite, si 4 / rad(A) est artinienne et noethérienne, alors le Lemme 5 et la Proposition 4
montrent que A/rad(A) est semi-simple. De plus, la structure de A-module sur M induit

une structure de A /rad(A) -module sur M /rad(A)M via la loi

A/rad / d(AM = M/rad(A)M
a—i—rad(A)m—{—rad(A) ) — am+rad(A)M

Comme A / rad(A) est artinienne, noethérienne et semi-simple, M / rad(A)M est aussi semi-

simple et alors rad (M /rad(A)M) = 0 d’aprés le Lemme 5. Comme

rad (M /rad(aymr ) = ad(M) fraq(aynr,

on obtient
rad(M) = rad(A) M,

comme voulu. O

Définition 4. Si A est une algébre artinienne et si M est un A-module, alors le A-module
M/rad(M) est appelé la téte de M.
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1.2 Algébres semi-simples et Théoréme d’Artin-Wedderburn

On fixe K un anneau commutatif et A une K-algébre.

Lemme 8. L’algeébre A est semi-simple si et seulement si le module régulier 4 A est semi-
sitmple.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. Supposons donc que 4A soit semi-
simple et soit M un A-module de type fini. Choisissons {my,...,m,} un systéme générateur
de M. A™ est un A-module semi-simple et libre, de base e; := v;(14) ot v; : 4A — A" est le

plongement dans la i®"¢ coordonnée. Soit I'épimorphisme

p : A" —» M
a-e = a-m;

Alors, ker(p) est un sous-module de A™, donc en est un facteur direct et il existe un sous-
module P de A™ tel que
A" ~ker(p) ® P.

Alors P est semi-simple et par construction, ¢ p : P — M est un isomorphisme. Ainsi, M
est semi-simple, d’ou le résultat. O

Lemme 9. Si Ay, ..., A, sont des K-algébres semi-simples, alors le produit direct Ay X - -+ X
A, est une algebre semi-simple.

Démonstration. Soit en effet M un A; x --- x A,-module de type fini. Si 'on note ¢; :=
(0i)1<j<n, alors e;M est un A;-module de type fini, donc est semi-simple. Or,

M~eeM®---Pe, M,

donc M est semi-simple. O

Remarque 2. On rappelle que si R est un anneau, M, (R) désigne 'anneau des matrices
carrées n X n a coefficients dans R.

Proposition 5. Soient K un corps et A une K-algebre. On suppose qu’il existe des corps
gauches Dy, ..., D,, a centres contenant K et des entiers naturels positifs ny,...,n,, tels que
l"on ait un isomorphisme d’algébres

i=1

Alors, A est semi-simple.
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Démonstration. Pour alléger les notations, on pose D := D et n := n;. En vertu du Lemme
9, il suffit de montrer que M, (D) est semi-simple. Pour cela, il suffit de montrer que le
module régulier rq,(p) M, (D) est semi-simple, d’aprés le Lemme 8. Posons

ial
S = S, x,..,x, €D

xn

S est un M,,(D)-module simple. En effet, S # 0 est clairement un M,,(D)-module. De plus,
si NV # 0 est un sous-module de S et si x € S, on peut choisir y € N \ {0} et on voit qu’il
existe une matrice A € M, (D) telle que x = Ay € N. Ainsi, N = S et S est donc simple.
De plus, on a aisément

M (D)M (D) =~ @ S,
=1

d’ou le résultat. O

Nous allons voir a présent voir que la réciproque est vraie, et constitue le résultat principal
de cette section.

Lemme 10. (Schur)
Soient K un corps, A une K-algébre et V un A-module simple. Alors, End (V') est un corps
gauche contenant K.

Démonstration. Soit u € Enda(V). im (u) et ker(u) sont des sous-modules de V' qui est
simple. Donc im (u) = 0 ou im (u) = V et ker(u) = 0 ou ker(u) = V. Alors u = 0 ou u est
un automorphisme. En remarquant que Auts (V) est le groupe des unités de la K-algébre
End,4(V), tout élément non nul de End (V') est inversible, c¢’est donc un corps gauche. [

Lemme 11. Soient K un anneau commutatif et A une K-algébre. Si V.W sont deux A-
modules simples non isomorphes, alors

Hom 4(V, W) = 0.

Démonstration. Soit v € Hom o(V,W). keru C V donc u = 0 ou w est injectif. Si u est
injectif, alors V ~ u(V) C W. Comme W est simple et u # 0, u(V) =W et V ~ W, ce qui
contredit ’hypothése. Donc u = 0. O

Lemme 12. Soient K une anneau commutatif et A une K-algebre. Alors, on a un isomor-
phisme d’anneaux

EndA(AA) ~ AP,
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Démonstration. Soit ¢ € Endy(4A). Posons a, := ¢(14) et, pour tout b € A, on a

p(0) = @(b-1a4) =b-p(1a) =b-ay.

Ainsi, un endomorphisme (A-linéaire) ¢ de 4A est donné par la multiplication a droite par
un élément a, € A. Clairement, a, = ay, pour ¢,v¥ € Ends(4A) si et seulement si ¢ = 1.
De plus, 4A 3 b+ ba € 4A est un élément de End4(4A). Finalement, pour tout b € A, on a

by = (9.0 0)(8) = (b)) = (bay)a, = blaya,)

et alors, aya, = Aoy et donc Enda(4A) >~ A%. O

Nous allons a présent démontrer le théoréme de Wedderburn, qui donne une description
plutot précise de la structure des algeébres semi-simples de dimension finie sur un corps. En
fait, il s’agit (a produit prés) d’une algébre de matrices. Ce résultat ainsi que le Lemme de
Schur constituent deux outils fondamentaux dans ’étude des algebres semi-simples. Le théo-
réme de Wedderburn admet un raffinement dans le cas ot le corps de base est algébriquement
clos. Il s’agit du théoréme de Wedderburn-Malcev, que nous démontrerons en fin d’exposé.
Ce résultat se démontre de maniére tout-a-fait différente du présent théoréme, en utilisant
de fagon cruciale des notions d’algébre homologique. La suite de ce travail consiste (entre
autres) a développer les outils nécessaires a la preuve du résultat de Wedderburn-Malcev.

Théoréme 2. (Wedderburn et Artin, 1907 et 1925)

Soient K un corps et A une K-algébre semi-simple de dimension finie. Alors, il existe m € N,
Dy, ..., D,, des corps gauches a centres contenant K et des entier ny,...,n, € N tels que
l'on ait un isomorphisme d’algébres

=1

Démonstration. Tout d’abord, d’aprés le Lemme 12, on a A% ~ End4(4A), dot A ~
(Enda(4A))°P. Comme A est semi-simple, 4A est isomorphe a une somme directe de mo-

dules simples : |
AA = @ @ Si7

i=1 j=1

ol la numérotation a été choisie de telle sorte que S; >~ S; si et seulement si i = j et on a
exactement n; facteurs isomorphes a S; dans la décomposition en somme directe ; ainsi, la
somme sur j exprime la potentielle multiplicité des modules simples composant 4A. Alors

A~ (Enda(4A))? ~ (EndA (éé&)) )

i=1 j=1

Ensuite, si (M;)1<i<x sont des modules tels que i # j = Hom 4(M;, M;) = 0, alors on a un

isomorphisme d’algébres
k k
End s (@ MZ) ~ [ [ Enda(01)).
i=1 i=1
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En effet, en notant M := @le M; et en considérant les morphismes naturels p; : M — M;
et q; : M; — M, on peut considérer

Hom 4(My, My) --- Hom 4(My, My,)
a : Endys(M) — : :
Hom 4 (M, My) --- Hom 4(My, My)
2 = (pi 0 p 0 gj)i<ij<k

On voit aisément que « est un isomorphisme préservant les structures multiplicatives natu-
relles, de réciproque

Hom 4 (M, My) --- Hom a(M;, My)
B : ; — End, (M)
Hom 4 (Mg, M) --- Hom a(My, My)
(pij)1<ii<k = Zlg,jgk qi © ¥i,j O Dj

On en déduit que
End 4 (M) (0)

k
End 4 (@ MZ-) ~
i=1
Mais, d’aprés le Lemme 11, si ¢ # j, Hom 4(S5;,5;) =0, d’ou

1 (s (D))= (e (5))”

i=1 j=1 Jj=1

. ~ [ [ Enda(Mr).
(0) End 4 (M,,) i=1

Maintenant, pour tous modules X,Y, Z,T sur A, on a

Hom 4(X,Z) Hom (Y, Z))

Hom (X @Y, ZDT) ~ (HOIHA(X7 T) Hom 4(Y,T)

et donc _
End 4 (@ Si> ~ M, (Enda(S;))
j=1

avec la multiplication étant la multiplication usuelle des matrices, avec la composition des
morphismes dans End4(.S;). D’apres le Lemme de Schur, D) := End 4(S;) est un corps gauche
a centre contenant K, puisque S; est simple. Ensuite, si D est un corps gauche dont le centre
contient K, alors D aussi. De plus, si A et B sont des algébres, alors (A x B)% ~ A% x B.
Enfin, Papplication de transposition usuelle

(Mn(B))? = My (B”)

M — M
est un isomorphisme. On pose alors D; := (D})?. C’est un corps gauche dont le centre
contient K, et on a
m n; op m m m
A~ [[Enda (@ 5,-) ~ [ M, (D) = T M, (D)) 2= T] M, (D),
i=1 j=1 i=1 i=1 i=1
d’ou le résultat. O
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Remarque 3. En particulier, on a un isomorphisme K-linéaire
m
A~ [[ M (D).
i=1

Nous aurons besoin d’'un corollaire, qui utilise le lemme suivant :

Lemme 13. Un corps gauche D qui est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps
algébriquement clos K est en réalité un corps. En fait on a dans ce cas D = K.

Démonstration. Soit donc D un corps gauche de dimension finie sur un corps algébriquement
clos K et soit d € D. Comme D est de dimension finie sur K, la famille (d"),cn ne peut étre
libre et soit ny € N minimal tel que la famille (d")o<n<n, soit liée. Il existe alors des éléments
AL, -5 Ay € K non tous nuls tels que > 1 \id' = 0 et posons Py(X) := > " LX" € K[X].
Comme ny est minimal, \,, # 0 et on peut donc supposer que P, est unitaire. P; est donc un
polynome unitaire et de degré minimal parmis les polyndémes ayant d pour racine. K étant

algébriquement clos, deg(P;) =1 et d € K. O

Corollaire 1. Si A est une algébre semi-simple de dimension finie sur un corps algébrique-

ment clos K, alors il existe des entiers m,nq,...,n,, € N tels que
A [[ M, (E).

=1

Démonstration. A est un K-espace vectoriel de dimension finie, donc S; C A aussi, donc
D! = End4(S;) aussi, et donc D; également. En appliquant le Lemme précédent, ona D; = K
pour tout 1 <7 < m. UJ

Corollaire 2. 57 A est semi-simple, commutative et de dimension finie sur K, alors il existe
des extensions de corps finies K; de K telles que

Démonstration. En effet, comme A est commutative, dans la décomposition donnée par le
Théoréme de Wedderburn, aucun anneau de matrices, ni aucun corps gauche ne peut appa-
raitre, d’aprés le Lemme précédent. O
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1.3 Modules projectifs, syzygies et résolutions projectives

Nous allons maintenant examiner plus particuliérement une classe spécifique de modules :
les modules projectifs. Le comportement de leur structure vis-a-vis des autres modules est
intéressant en lui-méme, en plus d’étre primordial en termes d’algébre homologique. On se
donne ici encore une algébre A sur un anneau commutatif K. Avant toute chose, rappelons
la notion de suite exacte :

Définition 5. 1. Soit (M;);cz une suite de A-modules, munie d’une suite de morphismes
fi: M; — M;,. On dit que la suite

fi—1 i

M — -

est exacte si 'on a

ker(fiﬂ) =im (fl), Vi € 7.
2. Une suite exacte de modules de la forme

0 A B C 0

est dite courte.

3. Enfin, une suite exacte courte

0—sA-toB 9.0+

est dite scindée s’il existe un morphisme h : C' — B tel que g o h = ido. Dans ce cas,
on dit que h est une section de g.

Lemme 14. Soient M un A-module et ¢ un endomorphisme idempotent de M (i.e. tel que
©? = ). Alors
M ~ ker ¢ & im .

Démonstration. Soit m € ker p Nime. 1l existe m’ € M tel que m = p(m'). On a m
o(m’) = p?(m') = p(m) = 0, donc ker ¢ Nim ¢ = 0. Si de plus, m € M, alors ¢(m —p(m))
o(m) — $2(m) = p(m) — p(m) = 0, done m — (m) € kerp et m = (m — p(m)) + (m)
ker o + im ¢, ce qui permet de conclure.

am

Lemme 15. Soit
B

0 M —=N L 0

une suite exacte courte scindée de modules. Alors

N~Me L.

Démonstration. Supposons donc que [ admette une section, que 'on note v et posons € :=
~voB.0n a e = yoBoyoB = vyof3 = e et d’aprés le Lemme 14, N ~ ker e@im €. Or, on dispose
des isomorphismes a/** ¢ : M — kereet 4™¢: L — ime. Ainsi, N ~ ker e®ime ~ M@L. O
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Remarque 4. Du Lemme précédent, on déduit que la suite exacte courte

0—=A—JtopB 90—

est scindée si et seulement s'il existe un morphisme h : B — A tel que ho f = ids (appelé
alors rétraction de f), mais ceci ne nous servira pas ici.

Proposition 6. Soit P un A-module. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) P est un facteur direct d’un A-module libre,
ii) Pour tous modules M, N et tout @ : M — N, Uapplication
Hom 4(P,M) — Hom 4(P, N)
(8 = oy
est surjective,

iii) Pour tous modules M, N, tout ¢ : M — N et tout ¢ : P — N, il existe x : P — M tel
que @ o x = . On dit que V¥ se reléve de ¢ a x.

P
Ex///jw
y2

M- N

iv) Toute suite exacte courte

est scindée.

Démonstration. i) = ii). On suppose que P & @ est libre, disons sur S (cette définition est
rappelée en annexe). Soient M, N et ¢ : M — N comme dans I’énoncé. Soit aussi o : P — N.
On étend « en le morphisme

Pa@ — N
(p.a) = alp)
que l'on note encore a. Pour s € S, on pose ng := «(s) et choisissons ms; € M tel que
@(ms) = ns. Soit 'application
B\ S - M
S = my

Comme P ® () est libre sur S, il existe un unique morphisme 3 : P®Q — M tel que 35 = B\
Alors, pour tout s € S, po f(s) = ¢p(ms) = ns = a(s) et avec I'unicité de 5, on a po f = a.
Le morphisme induit f: P — P ® Q % M donne ce que l'on veut.

i1) < 1it). C’est une simple reformulation.

i1i) = 1iv). Pour obtenir iv), on applique iit) A N = P et ¢y =id : P — N.

iv) = 1). Soit M un A-module. D’aprés le Corollaire 1 de l'annexe, M est quotient du
module Fj; libre sur M. On applique ceci & P; soit Fp ~ @pePA — P le morphisme
naturel et soit NV := ker(Fp — P). Cela induit une suite exacte

0 N Fp P 0
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qui est scindée d’aprés v). Donc, d’aprés le Lemme 15, on a
Fp~N&P,

ce qui donne 7). N

De la méme maniére, on montre la

Proposition 7. Soit I un A-module. Les assertions suivantes s’équivalent

i) Pour tous modules M, N et tout v : M — N, Uapplication

Hom 4(N,I) — Hom 4(M,1I)
¥ = Yoy
est surjective,

i) Pour tous modules M, N, tout ¢ : M — N et tout A : M — I, il existe p: N — I tel

que Lo p = \.
I

N

T\HM

A N
N

iii) Tout suite exacte courte

est scindée.

Définition 6. Un module est dit projectif s’il vérifie 'une des quatre propriétés de la Pro-
position 6. De facon duale, un module est dit injectif s’il vérifie une des trois propriétés de
la Proposition 7.

Corollaire 3. Soit M un A-module. Il existe un module projectif Py et un épimorphisme

Démonstration. Nous avons déja montré ceci dans le iv) = i) de la preuve de la Proposition
6. O

Remarque 5. Ce résultat admet une version duale; c’est-a-dire que pour tout module M,
il existe un module injectif I* et un monomorphisme M < ™. Ce dernier résultat est

cependant bien plus difficile & montrer. Pour une preuve compléte, on pourra consulter [17].

Nous allons & présent définir le "syzygy". Cet objet a une trés grande importance sur la
structure d’'un module et permet, en quelque sorte, de mesurer ’obstruction que présente un
module & étre projectif. Nous allons également appréhender la notion de résolution projective,
dont nous nous servirons abondamment en algebre homologique, en particulier dans 1’étude
des groupes Ext et des foncteurs dérivés. Nous allons également démontrer I'existence de tels
objets.
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Définition 7. Soient M un A-module, Py; un module projectif et un épimorphisme Py; — M.
On pose
Q]\/[ = ker(PM — M)

On dit alors que 2y, est un premier syzygy de M.

Remarque 6. 1. Le nom "syzygy" provient de l'astronomie. Il s’agit d’une ligne droite
formée par trois corps célestes, en interaction gravitationnelle ; comme on I'observe lors
d’une éclipse. Cette terminologie illustre le fait que ,; "s’aligne" avec Py, et M, afin
de produire une suite exacte courte

0 Qs Py M 0.

2. On remarque immédiatement qu'un syzygy n’est pas unique. En effet, soit P, M et
soit P un module projectif. Alors P & P, est encore projectif et on a un épimorphisme

P @ Py (OQM) M. Donc, si Q) est un syzygy de M, alors P & 2y, aussi. Le syzygy est
donc défini "a module projecif prés". Plus précisément, on a le résultat suivant :

Lemme 16. (Schanuel)
Soit M un module. Soient aussi Py, Qn deux modules projectifs et wyy © Py — M, Ky
Qr — M des épimorphismes. Alors, on a

ker(my) @ Qur == ker(kpr) @ Py

Démonstration. Considérons

S:={(p,q) € Pu®Qun ; mu(p) = rkn(q)}
ainsi que les projections canoniques m; : S — Py et my 1 S — Q. On a
ker(my) = {0} @ ker(kr) =~ ker(kas)

et
ker(mg) = ker(mpr) @ {0} ~ ker(mp).

. ™ . . « .
Mais S = Py, est surjective, d’oil une suite exacte courte

0 — ker(m;) S Py 0,

qui induit une autre suite exacte

0 ——ker(rp) S Py 0,

qui est scindée puisque Py est projectif et d’aprés le Lemme 15, on a S >~ ker(kys) @ Pys. De
méme, S ~ Qy @ ker(myy), d’ott I'isomorphisme recherché. ]

Définition 8. Soit M un module. On pose
QY M) = QL = Qy
QL (M) = Q= Qon , Vn > 1

Qn, est alors appelé un n'®™® syzygy de M.
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Définition 9. Soient M un module et (P,),cy une suite de modules projectifs.

1. Une suite (P,, ¢ni1)nen, OU @ni1 @ Poi1 — P, sont des morphismes, est appelée une
résolution projective de M si on a une suite exacte longue

P2 p, P-2-pLop oM 0.

2. Sitous les P, sont libres (resp. de type fini), on parle de résolution libre (resp. de type fini).

Théoréme 3. Tout A-module admet une résolution projective.

Démonstration. Par définition des syzygies, on a des suites exactes courtes

0— it 2l P, gm0, Wi > 1

que 'on peut relier a 'aide des suites

Bn

Qn

Q0 Pon-

n—1
M

Fay,

en posant, pour tout n > 1, ¢, := 3, o a,, pour obtenir un diagramme commutatif

AN N
\ N\ o N
/P%\ %P%\ /M M .
AN / N o .

—Sin>2,ona

Bn, inj.

rekery, © p,(v) =0 & froay(r) =0 "S" a,(x) =0 & z €keray,

S reimfB, & Jye QTJ\L}_1 i Bama(y) =2
& Jz e PQ%“ ; Brr10oanii(z) =2 < Jz € PQ'X;-I D onr1(z) =2 & x €imp,.

Donc im ¢, 11 = ker ¢,,.
— De méme,
rE€kerp; & froa(z)=0 & ay(x) =0

& x=[((y), ye Dy © x=up(2), z € Py,

et donc im ¢y = ker ;.
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— Ensuite,
def

vE€kermy = x€Q) = Jy € Py, 5 anly) =
et
o1(y) =Proai(y) = fi(z) =2 = x € im;.
De plus,
r€imyp = Jy € Py ; pi(y) =2 = Pioa(y)

et my(z) =m0 Broar(y) =0, dou z € kermyy et im p; = ker myy.
— Enfin, la suite

Py - M ——=0

étant exacte, on a une suite exacte longue

Pn+1 P2 ®1 M
e — ..
ot —— Py Foy, = Foy, = Py ——> M —0,

qui est alors une résolution projective de M, comme annoncé.
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Deuxiéme partie

Théorie des catégories

2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Nous pouvons a présent introduire le lecteur au langage des catégories. Cet outil permet
de formaliser la notion de structure algébrique ainsi que de morphisme et offre, en quelque
sorte, une nouvelle vision de 'algébre. Cette théorie permet également de donner un cadre
général et abstrait a certains résultats centraux de 1’algébre, comme par exemple les théorémes
d’isomorphisme, valables dans les catégories dites "abéliennes". Ce formalisme fut introduit
par Eilenberg et MacLane en 1942, dans le cadre de la topologie algébrique et a été popularisé
en France par Alexander Grothendieck dans les années 60-70. Depuis, ce point de vue a
rencontré un tel succes qu’il est employé en géométrie différentielle, en théorie des ensembles,
en théorie de la logique ou encore en physique mathématique et en informatique... Pour
d’autres approches de la notion de catégorie, on pourra consulter [27], [19], [6], [25] ou encore
les excellents [10] et [18].

Définition 10. Un catégorie C est la donnée d’une "collection" d’objets ainsi que, pour
chaque paire d’objets X et Y, d'un ensemble Mor.(X,Y) de morphismes et, pour tous
objets X, Y et Z, d’une application

o:More(Y,Z) x More(X,Y) — More(X, Z)

vérifiant

1. Pour tous objets X, Y, Z, T de C, le diagramme suivant commute

Mor¢(Z,T) x More(Y, Z) x More(X,Y) ﬂMorC(Z, T) x Mor¢(X, Z) (1)

Mor¢(Y,T) x Mor¢(X,Y) ° Mor (X, T)

2. Pour tout objet X de C, il existe un morphisme 1x € Mor¢(X, X) (noté aussi idy) tel
que pour tous objets Y, Z, on ait

VfeMore(Y,Z), foly=f=150f.

Remarque 7. 1. Ici, une "collection" désigne une classe au sens de la théorie des ensembles
de Neumann-Bernayds-Goédel (NBG). Les objets d’une catégorie ne sont donc pas a
priori des ensembles. Dans ce contexte, on s’est donné un "univers" U constitué des
clagses et on dit qu'une classe est un ensemble si elle "appartient" & au moins une
classe; la relation d’appartenance étant un objet primitif. Si une classe n’est pas un
ensemble, on parle alors de classe propre. Cela étant, nous n’irons pas plus en avant
dans ces considérations. Aussi, le lecteur désirant acquérir quelques bases en théorie des
ensembles (de Zermelo-Fraenkel) pourra consulter 'ouvrage [15]. Je remercie vivement
monsieur Ivan Marin de m’avoir communiqué ces faits.
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2.

Par convention, nous avons choisi ici d’imposer aux classes de morphismes d’étre des
ensembles. Cependant, on peut accepter qu’il n’en soit rien et une catégorie dont chaque
collection de morphismes est un ensemble est alors dite localement petite. De plus, si la
classe des objets est également un ensemble, on parlera de catégorie petite . Cela étant,
la plupart des exemples usuels de catégories sont des catégories localement petites (mais
non petites). Aussi ne considérerons-nous que ces derniéres.

Exemple 2. Les catégories se trouvent partout en mathématiques :

1.

On notera €ns la catégorie des ensembles; les morphismes étant les applications en-
semblistes et la loi o étant la composition usuelle des applications.

Soit C une catégorie. On définit la catégorie opposée C? de C, dont les objets sont les
objets de C et, pour deux objets X, Y, on pose

Mor ¢op (X, Y) := Mor¢(Y, X)

ainsi que
fo?gi=golf.

Si A est une K-algébre, avec K un anneau commutatif, on note A—900 la catégorie des
A-modules ; les morphismes étant les morphismes de modules et la composition étant la
composition usuelle des applications. On peut également considérer la catégorie A—mod
(resp. A — libr, A —Proj, A — proj) des A modules de type fini (resp. libres, projectifs,
projectifs de type fini)...

De méme, on peut définir les catégories suivantes :

(a) La catégorie &tp des groupes, munie des morphismes de groupes et de la compo-
sition usuelle,

(b) la catégorie 2Ab = Z — Mod (resp. ab = Z — mod) des groupes abéliens (resp. de
type fini),
(c) la catégorie Ann (resp. €or) des anneaux (resp. des corps),

(d) la catégorie Top des espaces topologiques, les morphismes étant les applications
continues, munis de la composition des applications,

(e) la catégorie YVar,® des variétés différentielles lisses de dimension n...

Soit une catégorie a un seul objet e. Alors, on remarque que I’ensemble Mor (e, o) est
muni d’une structure de monoide pour la loi o. Si chaque morphisme de cette catégo-
rie est inversible (en un sens naturel), alors il s’agit d’un groupe. On note qu’on peut
alors interpréter un groupe comme un exemple particulier de catégorie. Plus générale-
ment, une catégorie dans laquelle tout morphisme est un isomorphisme est appelée un
groupoide.

Souvent, un morphisme f € Mor¢(X,Y) sera naturellement représenté par

FiX5You X Loy,

La commutativité du diagramme (1) se traduit simplement par le fait qu’on impose a
la loi o d’étre associative.
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Définition 11. Soient C une catégorie, X,Y deux objets de C et a € More(X,Y) un
morphisme. On dit que « est un

1. monomorphisme si, pour tout objet Z et tous (3,7 € Mor¢(Z, X), on a

aoff=aoy = f=7,
2. épimorphisme si, pour tout objet Z et tous 5,7 € Mor¢(Y, Z), on a
Boa=voa = f=7,

3. monomorphisme scindée s’il existe § € Mor¢(Y, X) tel que

foa=idy,

4. épimorphisme scindée s’il existe 8 € Mor¢(Y, X) tel que

Oéoﬂ:idy,

5. isomorphisme si « est un monomorphisme scindée et un épimorphisme scindée, autre-
ment dit s’il existe § € More(Y, X) tel que

aoff=idy et foa=1idx.

(6%
Dans ce cas, on note X ~ Y.

Remarque 8. 1. On voit immédiatement que tout monomorphisme scindé (resp. épimor-
phisme scindée) est un monomorphisme (resp. un épimorphisme).

2. Dans €¢ns, les monomorphismes sont les applications injectives et les épimorphismes
sont les applications surjectives. Il en est de méme dans la catégorie A — 9o?.

3. Cependant, ceci n’est pas vrai dans la catégorie 2Ann. En effet, ’épimorphisme canonique
7Z——Q
n’est pas surjectif.

Définition 12. Soient C une catégorie, I un ensemble et (X;);c; une famille d’objets de C.

1. Un objet P, muni d’une famille (y;);c; de morphismes p; € Mor ¢ (P, X;) est un produit
si, pour tout objet X de C, et toute famille de morphismes 1; € Mor (X, X;), il existe
un unique morphisme ¢ € Mor (X, P) tel que pour tout i € I, on ait p; 01 = ;.
Dans ce cas, on note P =: [[,.; X;, en omettant les morphismes (¢;)ic;. On résume

ceci dans le diagramme commutatif
P
ol
Pi

X=X
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2. Un objet C' et une famille de morphismes ¢; € Mor ¢(X;, C) est un coproduit si, pour
tout objet X et toute famille x; € Mor(X;, X), il existe un unique morphisme x €
Mor¢(C, X) tel que x o¢; = x;. On note alors C' =: [[,.; X; et on représente cette
situation par le diagramme commutatif

e

Xim=X

3. Si P est un produit, C' un coproduit, et si P ~ C, alors on dit que P est un biproduit.

Remarque 9. Par définition, on a

Mor ¢ <X,HY1'> o~ HMOI"C(X,Yi)a

i€l i€l

Mor ¢ (HXY) ~ [ [ Morc(X;,Y).

i€l el

Exemple 3. Dans la catégorie €ns, les produits sont les produits cartésiens et les coproduits
sont les unions disjointes. Dans la catégorie A — 900, les produits sont les produits directs
(cartésiens) et les coproduits sont les sommes directes. Dans la catégorie K — 2lg des K-
algébres, les produits sont les produits tensoriels. Notons que les produits et coproduits
n’existent pas toujours, mais lorsqu’ils existent, il sont uniques a isomorphisme prés. En effet,
vérifions-le pour le produit. On utilise les mémes notations que dans la définition précédente.
Soit donc P’ un autre produit des (X;)ic; et notons ¢} les morphismes associés. Etant donnée
la propriété universelle vérifiéce par P, en prenant X = P’ dans la définition, il existe un
unique morphisme a € Mor¢(P’, P) tel que ; o a = ¢, pour tout i. De méme, par propriété
universelle de P, en prenant X = P dans la définition, il existe un unique 3 € Mor (P, P’)
tel que @) o B = ; pour tout i. Alors, a o § € Mor¢(P, P) vérifie p; o (v o 5) = ¢, tout
comme idp et par unicité, on a oo 8 = idp. De méme, on a oo = idp et o : P’ — P est
un isomorphisme, comme désiré.

Définition 13. 1. Un objet I d’une catégorie C est dit initial si, pour tout objet X de C,
I'ensemble Mor ¢ (7, X) est un singleton.

2. Un objet T de C est dit terminal si, pour tout objet X de C, I’ensemble Mor (X, T)
est un singleton.

3. Un objet zéro est un objet a la fois initial et terminal.

Remarque 10. Si I; et I, sont deux objets initiaux, alors ils sont isomorphes. En effet, par
définition, il existe un unique morphisme o € Mor¢(1q, I5) et un unique morphisme 5 €
Mor ¢(Is, I7) et idy, est le seul élément de Mor ¢(11, I1), tout comme id;, est le seul élément
de Mor (I3, I5). Or, ao 5 € Mor¢(ls, I5) et alors awo 8 = idy,. De méme, on a o a = idy,
et donc, 4 = Ip. Avec le méme argument, on voit que les objets terminaux sont uniques a
isomorphisme prés. En particulier, un objet zéro est unique a isomorphisme pres.
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Exemple 4. Le A-module 0 est clairement un objet zéro dans la catégorie A — 9Mod. En
général une catégorie ne posséde pas d’objet zéro. Par exemple, dans la catégorie J des idéaux
non nuls de Z (les morphismes étant les inclusions canoniques), Z est terminal et un objet
initial serait un idéal contenu dans tout idéal de Z, et serait donc nul, ce qui est exclus. Si
I’on admet I'idéal nul, alors on obtient une catégorie avec un objet initial, un objet terminal
mais sans objet zéro.

Remarque 11. Si une catégorie C posséde un objet zéro 0, alors Mor¢(X,Y") # () pour tous

objets X et Y, car il contient la composée to7, encore notée 0, ottet X ——=0 et 0 ——=Y .

Une question naturelle se pose alors : peut-on généraliser les notions de noyau et d’image
d’un morphisme au cadre des catégories? La réponse est oui, il suffit de définir le noyau et
I'image par des propriétés universelles. Nous allons commencer par le noyau, I'image étant
un peu plus délicate a construire. On prendra garde au fait que le noyau n’existe pas dans
toutes les catégories (et il en est de méme pour 'image).

Définition 14. Soient C une catégorie, X,Y deux objets de C et («;)ic; une famille de
morphismes «; € Mor¢(X,Y).
1. Un objet Z, muni d’un morphisme § € Mor¢(Z, X) est un égaliseur des («;) si
Vi,jel, ajof=a;0p,

et si, pour tout objet U et tout morphisme v € Mor¢(U, X) tels que o; 0oy = aj oy
pour tous i, j € I, il existe un unique morphisme § € Mor (U, Z) tel que

Bod=n.
La situation est donc la suivante :
U
l \1
| Q;
35! X_ Y
| I
Y %
7

2. Un objet W, muni d’un morphisme ' € Mor¢(Y, W) est un coégaliseur des (o) si
\V/Z,] € -[7 Bloai :B/OO(]',

et si, pour tout objet U et tout morphisme 7' € Mor¢(Y,U) tels que v oo, = 7' 0 o5
pour tous 7, j € I, il existe un unique morphisme § € Mor (W, U) tel que

5/ o B/ — ,_)//'
De méme, on peut représenter ceci par le diagramme

U

o T

(677 |
|

|

|

|

X_ Y

o \
B/

w

B
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Remarque 12. La encore, on voit que 'égaliseur (resp. le coégaliseur) est unique a isomor-
phisme prés.

Définition 15. Soit C une catégorie possédant un objet zéro et soit o un morphisme dans

C.
1. Le noyau de « est I’égaliseur de « et de 0. On le note ker(«).

2. Le conoyau de « est le coégaliseur de « et de 0. On le note coker («).

Remarque 13. Le noyau d’un morphisme « : X — Y est donc un couple (K, 7) aveci: K — X
tel que (entre autres) aoi = 0. De méme, le conoyau de « est un couple (C,j)ouj:Y — C
vérifiant j o v = 0.

Donnons encore les définitions de "produit fibré" et de "somme amalgamée", aussi connus
sous les noms de "pullback" et "pushout", respectivement. La terminologie francaise adoptée
ici est due a Bourbaki.

Définition 16. Soient C une catégorie et X, Y], Y5 des objets de C.

1. Si I'on s’est donné des morphismes a; € Mor¢(Yy, X) et ag € Mor(Ys, X), alors un
triplet (Z, f1,32), ou Z est un objet de C et 51 € Mor¢(Z,Y}), B € Morc(Z,Y3) est
appelé un produit fibré si on a

aq 031 = g 0 B,

et si, pour tout triplet (7,71, v2) avec T' un objet, v, € Mor (T, Y1) et v € Mor (T, Ys)
tel que ay 0y = ap 0 9, il existe un unique § € Mor ¢(T', Z) tel que

51'05:”}% VZ:1,2

Ceci est représenté par le diagramme

Dans ce cas, on note Z =: Y] xx Y5.

2. De facon duale, si 'on s’est donné a; € More(X, Y1) et ag € Mor¢(X,Ys), alors un
triplet (Z, 81, 52), ot Z est un objet de C et 51 € Mor¢(Y1,Z), fa € More(Ys, Z) est
appelé une somme amalgamée si on a

510061:520a2,

et si, pour tout triplet (7,71, 72) avec T'un objet, 73 € Mor¢(Y1,T) et v € Mor (Y2, T)
tel que y1 0 ap = Y2 0 (g, il existe un unique § € Mor¢(Z,T) tel que

5062':72'7 VZ:]-72
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On représente cela par le diagramme

X2y

O‘QL 51l
B2

Yo — 2

2

On note alors Z =: Y] Ux Y5.

Nous savons a présent comparer des objets au sein d’'une méme catégorie, mais comment
peut-on comparer deux catégories différentes 7 Nous allons voir que la notion appropriée pour
aborder ce probléme est celle de "foncteur".

Définition 17. Soient C et D deux catégories. Un foncteur covariant ' : C — D est la
donnée, pour tout objet X de C d’'un objet F(X) de D et, pour toute paire d’objets X,Y
de C, d’une application F' : Mor¢(X,Y) — Morp(F(X), F(Y)) telle que, pour tous objets
X, Y et Z, on ait

VfeMore(Y,Z), Vg € More(X,Y), F(fog)=F(f)oF(g),

ainsi que
F(idx) = idp(x)-

De plus, un foncteur contravariant F : C — D est un foncteur covariant F': C? — D.

Remarque 14. 1. Pour un foncteur contravariant F' : C — D, on a alors une application
F :Mor¢(X,Y) — Morp(F(Y), F(X))

telle que

F(fog)=F(g)oF(f).
Dans la suite, lorsque nous emploierons le terme "foncteur", il s’agira d’'un foncteur
covariant. Lorsque nous considérerons un foncteur contravariant, nous le préciserons.
Nous remarquons la encore un conflit avec la théorie des ensembles. En effet, associer
un objet d’une collection a un objet d’une autre collection n’est en général pas permis.
Nous pourrions dire qu’il s’agit d’une relation fonctionnelle binaire & un argument
R(z,y), comme définie dans [15]. Une des solutions permettant de résoudre ce conflit
(c’est-a-dire d’unifier les points de vue algébrique et ensembliste) est d’utiliser ce que
I'on appelle les "univers de Grothendieck".

2. Deux foncteurs peuvent, de maniére naturelle, étre composés. Plus précisément, si C, D
et £ sont trois catégories et si F': C — D et G : D — £ sont deux foncteurs, pour tout
objet X de C, on pose

(Go F)(X):=G(F(X)).

De plus, si X et Y sont deux objets de C, alors on pose

GoF : More(X,Y) — Morp(F(X),F(Y)) — Morg(G(F(X)),G(F(Y)))
f = F(f) — G(F(f)) '
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On remarque alors que
(G O F)(de) - G(ZdF(X)) == id(GoF)(X)a
et
(GoF)(fog)=G(F(fog))=G(F(f)oF(g) =(GoF)(f)o(GoF)(g).

Ainsi, G o F est bien un foncteur. On peut bien évidemment reproduire la méme
construction pour des foncteurs contravariants.

Exemple 5. 1. On a un foncteur canonique i¢dc : C — C envoyant chaque objet sur

lui-méme et chaque morphisme sur lui-méme.

. On a aussi un foncteur (contravariant) opposé % : C — C° associant a chaque objet
lui-méme et & chaque morphisme, lui-méme (mais renversant le sens des fléches).

. Si A est une algébre, on a un foncteur A — 900 — Ens envoyant chaque module sur
son ensemble sous-jacent et chaque morphisme de modules sur 'application ensembliste
correspondante. Ce fonteur est appelé foncteur d’oubli. On peut clairement définir un
tel foncteur pour d’autres catégories, comme &tp, Ab, Top, Ann, Var,°, etc.

. Soient C une catégorie et X un objet de C. On définit alors un foncteur
Mor¢(X,—) : C — €ns

associant a un objet Y de C 'ensemble Mor ¢(X,Y") et & un morphisme f € Mor¢(Y, Z)
I’application
More(X, f) @ More(X,Y) — More(X, 2)
9 = fog
On a alors Mor¢ (X, f) € Mor gns(Mor (X, Y), Mor¢(X, Z)). Ce foncteur est appelé le
foncteur représenté par X.

. On a de méme un foncteur contravariant
More(—,X) : C — €ns
envoyant Y sur Mor¢(Y, X) et f € More(Y, Z) sur

More(f,X) : More(Z,X) — More(Y, X)
9 = gof

. Si A et B sont deux algébres et si M est un A-B-bimodule, alors
M®g—: B— 900 — A — 9Mod

est un foncteur.

Définition 18. Soit C une catégorie.

1. Un objet P de C est dit projectif si, pour tout épimorphisme f : X — Y, 'application

Mor (P, f) : Mor¢(P, X) — Mor¢(P,Y)

est surjective.
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2. De plus, on dit que la catégorie C a suffisamment de projectifs si pour tout objet X de
C, il existe un objet projectif P de C et un épimorphisme P — X.

3. Un objet I de C est dit injectif si, pour tout monomorphisme f : X — Y, 'application
More(f, 1) : More(Y,I) — More(X, I)

est surjective.

4. De plus, on dit que la catégorie C posséde suffisamment d’injectifs si pour tout objet
X de C, il existe un objet injectif I et un monomorphisme X — 1.

Remarque 15. Le Théoréme 3 montre alors que, dans une catégorie abélienne ayant assez de
projectifs, tout objet admet une résolution projective. En outre, nous avons montré dans le
Corollaire 3 qu’en particulier, A — 9t00 posséde suffisamment de projectifs. On peut montrer
que cette catégorie posséde également suffisamment d’injectifs, mais c’est beaucoup plus
délicat. Pour une preuve, voir [17]|, Theorem 3.20.

Définition 19. Un ensemble (partiellement) ordonné (I, <) est appelé

1. systéme direct si on a

Vijel, kel k<ieth=j

2. systéme codirect si on a

Vi,jel, kel i<ketj<k

Remarque 16. Tout ensemble partiellement ordonné peut étre considéré comme une catégorie
7 dont la classe des objets est [ et ot

O R A
’MOII(Z7J>|_{1 si ij

Moralement, pour ¢ =< j, 'unique morphisme ¢ € Mor 7(7, j) est une injection (ou une pro-
jection) canonique
Lt —> 7.

On remarque alors que Z est une petite catégorie.

Définition 20. Soit C une catégorie.
1. Soient (I,=) un systéme codirect et F' : Z — C un foncteur. Un objet L de C
muni d’une famille (o;);e; de morphismes a; € Mor¢(F (i), L) est appelé colimite (ou
limite inductive) des F'(i) si on a

Vi<j, ajoF(i < j) =,

et si, pour tout objet K de C et toute famille de morphismes g; € Mor¢(F(7), K) tels
que B; 0 F(i = j) = f3; pour tous ¢ = j, il existe un unique v € Mor¢(L, K) tel que

yoa; = (3, Vi € 1.
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On la note alors colim;e;F'(i) ou encore lim, _, F(i). Nous pouvons illustrer ceci via le
diagramme commutatif

L

2. Soient (I, =) un systéme direct et F' : Z — C un foncteur contravariant. Un objet P
muni d’une famille (o;);e; de morphismes «; € Mor¢(P, F(i)) est appelé limite (ou
limite projective) des F'(i) si on a

Vi =j, F(i 2j)oa; = a,

et si, pour tout objet K de C et toute famille de morphismes f3; € Mor¢(K, F(i)) tels
que F(i = j)o B = f; pour tous ¢ = j, il existe un unique v € Mor¢(K, P) tel que

a0y =0, Viel

Dans ce cas, on note P =: lim;c; F(i) ou P =: hm, F(7). Ici aussi, on peut illustrer
cela avec le diagramme

Remarque 17. On a unicité des limites inductives et projectives a isomorphisme prés, si elles
existent.

Exemple 6. 1. Nous suivons ici un exemple trés parlant donné dans [18]. Considérons
une suite (G,,)nen de groupes, ainsi qu’une suite de morphismes de groupes surjectifs
fn : Gn - Gn—l-
Posons

G = {(l'n)neN € H Gn ; Vn € N, Tn = fn+1($n+1>} :

neN
Montrons que

G:@Gn.

Soient «, : G — G, les morphismes canoniques et soit F' : (N, <) — &tp le foncteur
donné par F(n) =G, et

F(i<j) : F(j)—=F(j — 1) —> - — F(i+ 1) — F(i)

Gip1 — G,

‘ fi-1 fit2




ie. F(i <j)= fiy10 fizao---0 fj_10 f;. Soit x = (zg,21,...) € G. On a
F(i < j)oay(z) =F(i < j)(z;) = fiyr0-- 0 filz)

= fix10 -0 fimi(zj—1) = = fir1(®in1) = 2 = qi(x)
d’ou
F(i<j)oa; =aq.

De plus, soient K un groupe et ; : K — G; des morphismes de groupes tels que

Ceci revient a dire
VjEN, fjofB; =P (2)

Définissons alors
v i K — G

z = (Bi(@))io
D’aprés (2), 7 est bien défini et 7y € Mor g (K, G). De plus, pour x € K, on a

Vi eN, ajory(z) = a;((Biz))) = Bi(z) = ajor=5;

et on voit que vy doit étre défini de cette fagon, d’out 'unicité. On peut alors conclure
par propriété universelle de la limite projective.

. Soit p un nombre premier. En appliquant ce qui précéde aux épimorphismes naturels
Z/piz =2 [pz, i <]
on obtient "'anneau des entiers p-adiques"
Zp = @Z /an.
. De méme, avec les épimorphismes canoniques
Zmz, =% /nz, n<m,

on obtient le complété profini de Z :

Z ::@Z/nz-

. Un groupe profini est, par définition, une limite projective de groupes finis. Les groupes
7. et Zp sont donc profinis.

. On peut adapter les théorémes de Sylow aux groupes profinis, tant leur structure est
proche de celle des groupes finis. De plus, la notion de groupe profini permet I’étude du
groupe de Galois d’une extension infinie. Par exemple, si p est un nombre premier et si
[} désigne une cloture algébrique du corps fini ), on peut montrer que cette extension
(algébrique et infinie) admet le complété profini de Z pour groupe de Galois :

Gal(F3/F,) ~ Z = limZ /7.
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Pour clore cette section, nous allons montrer que les limites inductives et projectives
existent dans la catégorie A — 900, avec A une algébre et se réalisent comme des noyaux et
conoyaux de morphismes de modules.

Proposition 8. Soit (M;,i;;)icr un systéme codirect de A-modules (i.e. les M; sont des
modules et les v; ; : M; — M; sont des applications linéaires pour i < j). Considérons

¢ ¢+ WijerisgMi = 1L, Mi
m; — Lm-(mi) —-m; € Mj & M;

Alors, ¢ est un morphisme de modules et on a
coker (¢) ~ lim M;.
De plus, ceci induit une suite exacte courte de modules

0 ——=ker(p) —[I;<; M — > TTier M — lim M; —0.

Démonstration. Soient q; : M; — ]_[jel M; les plongements naturels et, pour ¢ < j, soit

M, — M]@MZ — HieIMi

m; Lid(mi) —m; '
Par propriété universelle du coproduit, ceci induit le morphisme voulu

o [ M= [ M.
i=j kel
Soit la projection canonique
T H M; — ier Mi /im (p) = coker (¢)
el
et, pour ¢ € I, soit \; la composée
At M HMj 5 coker ().
jEI

Alors on a
A4 = j, )\j Olij; = >\z

Soient ensuite K un module et soient u; : M; — K des morphismes tels que
Vi j j, %% @) Li,j = M.

Par propriété universelle du coproduit, il existe des uniques morphismes A € Hom 4 (][, M;, coker (¢))
et u € Hom 4([[, M;, K) tels que

Aogi=Aiet pog = p;, Vi€l

Alors, Ao =0 = Ao0 et pop =0 = po0. Par propriété universelle de coker (¢) (coégaliseur
de ¢ et de 0), il existe un unique v € Hom 4(coker (¢), K) tel que

YoA=p.
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Alors, pour tout 7 € I, on a
YoAi=(yoA)og =pog = .
Ainsi, coker (@) vérifie la propriété universelle de colim;c;M; et donc
lig M; ~ coker ¢.

O

On a un résultat dual pour les limites projectives, qui généralise notre exemple précédent
sur les groupes :

Proposition 9. Soit (M;), t;;)ier un systéme direct de A-modules (i.e. les M; sont des mo-
dules et, pour i < j, les v;; - M; — M, sont des morphismes de modules). Pour j € I, on
pose

Vi o0 Tleer My — Hiel;iiji

(ma)e = (g (mg) — ma)ieriz
Alors, les (¢;) induisent un morphisme
g [ Me = [ M
kel 127

et on a
ker (1)) ~ lm M.

De plus, on a une suite exacte courte de modules

0 —= Jim M; — [T,o, M; — =[] ,; Mi —= coker (1) —=0.

Démonstration. Soient
bi: H M; — M;
jer
les projections canoniques. Tout d’abord, remarquons que la propriété universelle du produit
[ [, M; montre que les ¢; induisent un morphisme

¢:HM’“_>H H Mi:HMZ-,
kel jel ieli=<yj =7
comme désiré. Considérons ensuite le sous-module de [], M,
N = {(mz) S HMZ ; Vi < j, m; = Li’j(mj)} .
iel
Alors, on a clairement N = ker(¢) et soient

Q; N - M;
(mj) — m;
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Alors, pour tous 7 < j, on a
V(imi)e € N, i o o((m)r) = tij(my) = mi = ai((mi)e) = tijoa; = o
De plus, si K est un module et si §; : K — M; sont des morphismes de modules vérifiant
Vi 2 j, tijo B =B,

alors, par propriété universelle du produit [], M;, il existe un unique morphisme 5 : K —
[Lic; M; tel que
Viel, piof=p.

Soient z € K et f(z) = (5i(z))ier. Alors
Vi =2 j, 1;(Bi()) = Bi(x) = B(z) €N,
et on peut donc considérer que 3 : K — N. Enfin, on a
viel, ai(f(x)) = ci((B(2));) = Bi(r) = aiof =P
Ainsi, par propriété universelle de lim;c; M;, on a bien
ker¢) = N ~ l'glMi,

ce qui achéve la démonstration. O
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2.2 Morphismes fonctoriels

Nous savons comment comparer des objets dans une catégorie donnée, et comparer deux
catégories via les foncteurs, mais comment compare-t-on les foncteurs ?

Définition 21. Soient C, D deux catégories et F, G : C — D deux foncteurs (covariants). Un
morphisme fonctoriel (ou une transformation naturelle) n : F' — G est la donnée, pour tout
objet X de C, d’un morphisme nx € Morp(F(X), G(X)) tel que, pour tous objets X et Y,
le diagramme suivant commute

Mor ¢(X,Y) r Mor p(F(X), F(Y))
lG lMOFD(F(X)mY)

Mor p(G(X), G(Y)) oz Moro(F(X), G(Y))

Ensuite, si nx est un isomorphisme pour tout objet X, on dit que n : F' — G est un
isomorphisme fonctoriel (ou encore un isomorphisme naturel). Dans ce cas, on dit que F et
G sont isomorphes. De plus, un foncteur F' : C — D est dit représentable s’il existe un objet
X de C tel que F' et Mor¢(X, —) soient isomorphes.

Enfin, les catégories C et D sont dites équivalentes sion a F : C — D, G : D — C et s’il
existe des isomorphismes fonctoriels n : F o G — idp et  : ide — G o F. Dans ce cas, on dit
que G est un quasi-inverse de F', et vice versa. De plus, on dit alors que F' (ou G) est une
équivalence.

Remarque 18. 1. La encore, il y a conflit avec la théorie des ensembles, étant donné que
I'on a défini un morphisme fonctoriel  : F' — G comme une collection de morphismes
nx : F(X) — G(X). A nouveau, nous ne rentrerons pas dans les détails de telles
discussions.

2. Bien entendu, on peut composer des morphismes fonctoriels n: F' — Get ( : G - H
par la formule

(Com)x ==C(xonx
et ce, pour tout objet X de la catégorie sur laquelle F' est défini.

3. De plus, pour tout foncteur F', on a un morphisme identité id : F' — F' défini par
idX = idF(X).

4. Si C et D sont deux catégories, on définit la catégorie Fon(C, D) dont les objets sont les
foncteurs F' : C — D et dont les morphismes sont les transformations naturelles entre
foncteurs C — D. On 'appelle la catégorie des foncteurs de C a D.

5. Enfin, si F,G : C — D sont deux foncteurs, on note N (F,G) := Nattrans(F,G) la
collection des morphismes fonctoriels F' — G.

Nous disposons d’un critére plus commode que la définition pour décider si une collection
nx est un morphisme fonctoriel ou non :
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Lemme 17. Soient F,G : C — D deux foncteurs entre catégories. Une collection de mor-
phismes nx € Morp(F(X), G(X)) définit un morphisme fonctorieln : F — G si et seulement
st, pour tous objets X et'Y de C et tout f € More(X,Y), le diagramme suivant est commu-
tatif :

FX) 2L Ry

nxl Lny

G(X) W G(Y)

Démonstration. Supposons que le diagramme ci-dessus commute, alors on a

Mor p(nx, G(Y)) 0 G(f) = G(f) e nx = ny o F(f) = Morp(F(X),ny) o F(f)
et 17 est bien un morphisme fonctoriel. Réciproquement, si n € N (F, G), alors

G(f) onx = Morp(nx, G(Y)) o G(f) = Mor p(F(X),7ny) o F(f) = ny o F(f),

d’ou le résultat. O

Définition 22. Soit ' : C — D un foncteur. On dit que F' est
1. dense si, pour tout objet D de D, il existe un objet C' dans C tel que

2. fidéle si, pour tous objets X, Y de C, 'application
Mor ¢(X,Y) — Morp(F(X), F(Y))

est injective,

3. plein si, pour tous X, Y, I'application
Mor¢(X,Y) — Mor p(F(X), F(Y))

est surjective.

Si C est une catégorie, alors une sous-collection Cy d’objets de C définit une sous-catégorie pleine
de C si, pour tous objets X, Y de Cy, on a

Mor ¢, (X,Y) = Mor¢(X,Y).

La composition dans Cy est alors la méme que dans C.

Le résultat suivant donne un critére pratique pour décider si un foncteur est une équiva-
lence :

Proposition 10. Soient C, D deuz catégories et F : C — D un foncteur. Alors, F' est une
équivalence si et seulement s’il est fidéle, plein et dense.
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Démonstration. La condition est évidemment nécessaire, montrons qu’elle est suffisante. Par
hypothése, pour tout objet D de D, on peut choisir un objet Cp dans C tel que 'on ait un
isomorphisme

ap . F(CD) :>D

Posons
G(D) = OD.

Pour deux objets Dy et Dy de D on obtient un isomorphisme

Mor p(Dy, Dy) — Morp(FG(Dy), FG(Dy))

—1
2 = Qp, OPoap,
ainsi qu’un isomorphisme

Mor D(FG(Dl), FG(DQ)) — Mor C(G(Dl), G(D2)>
OCBlOSOOOZDl = = Fﬁl(o@logooozpl)

en utilisant le fait que F' induise un isomorphisme entre les morphismes. Posons
G(p) =7
Maintenant, pour ¢, € Mor p(Ds, D3) et ¢y € Mor p(Dy, Ds),
Glprops) =progs = F apl opropyoap,) =F ' (ap, op10ap, oap opsoap,)

= Fapyopr0ap,) o F ' (ap, o paoap,) =Fr 0%z = Gp1) 0 Glypa),
et ce car F~! est compatible avec la composition, puisque F est un foncteur (donc compatible
avec la composition).
Il nous faut trouver une transformation naturelle n : FFG — idp. Ceci est équivalent a
trouver des morphismes 7, € Mor p(F'G(D1), D1) et ns € Mor p(FG(Ds), D) tels que, pour
tout o € Mor p(D1, Ds), le carré suivant commute :

Fa(D) 2 Fa(Dy)

S

Dy - D,

mais, par construction de GG, poser
Np = &p

suffira.
On doit également trouver une transformation naturelle ( : GF' — idc. On a un isomorphisme

are) : FGF(C) = F(C)

pour tout objet C' de C. Comme F' est bijectif sur les ensembles de morphismes, il existe un
unique ¢ € Morp(GF(C),C) tel que F(Bc) = ap(c). Le carré

GF(T)

GF(0) D ar(ey)
jﬁcl lBCQ
Ch u Cs
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commute pour tout 7 € Mor ¢(Cy, Cy) car
F(Bc, o GF(1)) = F(Be,) o FGF(T) = ap(cy) o FGF(1) = F(7) 0 ap(c,) = F(7 0 Bey),

la premiére égalité provenant du fait que F' est un foncteur, la deuxiéme de la définition de
5, la troisiéme de la construction de G et la quatriéme de la définition de 3 et du fait que F
est un foncteur. Ceci termine la preuve. O

Nous allons terminer cette section par un résultat important & propos des morphismes
fonctoriels : le lemme de Yoneda, ainsi qu’une conséquence concernant la projectivité des
foncteurs représentables dans la catégorie des foncteurs. Nous allons également voir que,
malgré le niveau d’abstraction atteint ici et de facon assez surprenante, le lemme de Yoneda
permet de retrouver un résultat bien connu de théorie des groupes : le théoréme de Cayley.

Théoréme 4. (Lemme de Yoneda)
Soient C une catégorie, X un objet de C et F : C — €Ens un foncteur. Alors, application

N(Mor¢(X,—),F) — F(X)
n = nx(idx)

est une bijection.

Démonstration. Notons a 'application définie dans I’énoncé. Il est clair que « est bien définie
(i.e. nx(idx) € F(X)). Pour Y un objet de C et € F(X), posons

he : More(X,Y) —  F(Y)
f = F(f)(z)

Alors, on obtient une collection hj € Mor gus(Mor¢(X,Y), F(Y)). Soient ensuite A, B deux
objets de C, f € Mor¢(A, B) et g € Morg(X, A). On a

Wy o Mor (X, £)(g) = h(Mor (X, )(g)) = W5(f o g) = F(f 0 g)(x)
— (F(f) o Fg))(x) = F(f)(F(g)(x)) = F(f) o ¥ (g),

d’ou la commutativité du diagramme

Mor ¢ (X, f)

MOI‘c(X,A) MOI‘c(X,B
) |1
F(4) ——————F(B)

et d’aprés le Lemme 17, on a
h* € N(Mor¢(X,—), F).
On peut donc définir

g F(X) — NMore(X,—), F)
T — h*

Pour z € F(X), on a
a(B(x)) = a(h?) = W (idy) = F(idx)(z) = idpx(z) = o,
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d’ott o 8 = idp(x) et B est injective. Il reste donc a montrer que 3 est surjective. Ce sera alors
une bijection, réciproque de a, et le résultat sera démontrer. Soit donc n € N (Mor (X, —), F)
et soit x := nx (idx). Pour tout objet Y de C et tout f € Mor¢(X,Y), on a

hy (f) = F(f)(x) = F(f)(nx(idx)) = ny o Mor ¢(X, f)(idx) = ny (),
donc, pour tout objet Y,
hy = ny

et donc
h* =mn.

Corollaire 4. Soit C une catégorie. Alors, pour chaque objet X de C, 'objet Mor ¢(X, —) est
projectif dans la catégorie Fon(C, €Ens).

Démonstration. Soit n : F' — G un épimorphisme dans Fon(C, €ns). Ceci veut dire que
F(Y) 5 G(Y) est surjectif pour tout Y. On applique alors N'(Mor ¢(X, —), ?) & ce morphisme
pour obtenir un diagramme commutatif
N(Mor¢(X,—), F)— F(X)
N(MOIC(X’)’n)j LUX
N(More(X,—),G) —G(X)

dans lequel les isomorphismes horizontaux sont donnés par le Lemme de Yoneda. Comme 7y
est surjectif, N'(Morc(X, —),n) est aussi surjectif. Ceci prouve le corollaire. O

Remarque 19. On rappelle que le théoréme de Cayley stipule que pour tout groupe fini G
d’ordre n, il existe un monomorphisme

G— 6,

Proposition 11. Le théoreme de Cayley est conséquence du Lemme de Yoneda.

Démonstration. (Voir [41])

Soit donc G un groupe fini, d’ordre n > 1, et notons G° I'ensemble sous-jacent de G. On
considére & le groupoide a un seul objet o, avec Hom (e, e) := G. On considére aussi le
foncteur

h := Mor gns(®, —) : & — Ens.

Plus précisément, h(e) = G et, si f € Hom (e, ), alors h(f) := Mor g(e, f). Définissons
ensuite un foncteur

F:8 — ¢ns

par
{ F(e) = G°
F(g) = nd
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oit 9 € N(h,h) est un morphisme fonctoriel (7¢ € Mor ¢,.(G®, G%)) tel que n,(1) = g. Ce
morphisme existe car, d’aprés le Lemme de Yoneda, 'application

a : N(h,h) — GS=h(e)
7 = (1)

est surjective. On rappelle que dans la preuve du Lemme de Yoneda, on a défini n9 comme
étant
n . G° — G
x = h(z)(g) = Mor ¢(e,2)(g) =gox

Alors, pour f,g € Get z € G° on a

F(fog)(x) =nl*@)=fogox=fo(gox)=nl(gox)=(n]ond)(zx) = (F(f)oF(9))(z),

d’ou

F(fog)=F(f)eF(g).
De plus, on voit immédiatement que F(1) = idgs donc F' est bien un foncteur fidéle car,
d’aprés le Lemme de Yoneda, 'application « est injective. On peut donc voir ' comme un

monomorphisme de monoides F : G — Mor ¢,(G°, G®) et comme un foncteur préserve les
isomorphismes, on peut considérer que F' est un monomorphisme de groupes

F:G—6(G%)~6,

et F' est ainsi un plongement
G — 6,

comme souhaité. O

Remarque 20. 1. Notons que la plus grande partie de la puissance du Lemme de Yoneda
n’a pas été employée; en particulier, nous n’avons pas utilisé le fait que 79 est une
transformation naturelle. Cependant il est intéressant d’observer de quelle maniére
notre groupoide & se mue en un groupe dans la catégorie €ns via le foncteur F.

2. Silon y regarde de plus prés, on s’apercoit que pour f € G, F(f) peut étre interprétée
comme un application
F(f) : G - G
g = Jg

et il ’agit de I'action par translation a gauche sur G. On voit alors (de fagon peut-étre
un peu décevante) que la démonstration développée ci-dessus n’est guére différente de
la preuve habituelle utilisant le fait qu’une action par translation est fidéle. Néanmoins,
il reste instructif de voir comment ’on peut utiliser le formalisme des catégories pour
répondre & des questions relativement concrétes.
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2.3 Catégories abéliennes

Comme nous allons le voir, les catégories abéliennes constituent I’exemple type de caté-
gories "sympathiques". Plus précisément, il s’agit de catégories dans lesquelles les ensembles
Mor ¢(X,Y’) possédent une structure algébrique commode, et dans lesquelles tout morphisme
admet un noyau et une image. Nous allons également voir que, dans de telles catégories, le
théoréeme d’isomorphie est vrai. De plus, la notion de catégorie abélienne constituera un outil
essentiel dans la suite.

Définition 23. Soient C une catégorie et R un anneau commutatif. On dit que C est R-linéaire
si

« Pour tous objets X,Y de C, I'ensemble Mor¢(X,Y) est muni d’une structure de R-
module,

x La composition des morphismes est une application R-bilinéaire.
Ensuite, la catégorie C est dite additive si
x C est Z-linéaire,

x Pour tout ensemble fini I, les produits et coproduits sur I existent et coincident (i.e.
les biproduits finis existent).

Enfin, la catégorie C est dite abélienne si
x C est additive,
*x Tout morphisme admet un noyau et un conoyau,
* Tout monomorphisme est un noyau,

x Tout épimorphisme est un conoyau.

Remarque 21. Un monomorphisme (resp. un épimorphisme) qui se réalise comme le noyau
(resp. le conoyau) d’un morphisme est dit normal. On peut aussi dire d’une catégorie qu’elle
est pré-abélienne si elle est additive et si tout morphisme admet un noyau et un conoyau.
Alinsi, une catégorie est abélienne si elle est pré-abélienne et si tous les monomorphismes et
tous les épimorphismes sont normaux. Ensuite, dans une catégorie additive, le produit sur
I’ensemble vide est un objet terminal, et le coproduit sur ’ensemble vide est un objet initial.
Comme ces deux derniers objets sont, par hypothése, isomorphes, c’est un objet nul. Une
catégorie additive admet donc un objet nul. De plus, on peut aisément montrer que, pour
tous objets X, Y d’une catégorie additive, I'élément neutre de Mor ¢(X,Y) est le morphisme
nul.

Lemme 18. Soient C une catégorie pré-abélienne et ¢ : X — 'Y un morphisme dans C.

1. Si ¢ est un monomorphisme normal, alors c’est le noyau du morphisme naturel Y —
coker ().

2. Si @ est un épimorphisme normal, alors c’est le conoyau de ker(p) — X.

Démonstration. 1. Soit donc ¢ : X — Y un monomorphisme normal. Il existe f &
Mor¢(Y, Z) tel que (X, ¢) = ker(f). On note j : Y — coker (¢) et i : ker(j) — Y
les morphismes canoniques. On a jop = 0 = f o ¢ et par propriété universelle
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de coker (), il existe un unique « : coker (¢) — Z tel que awo j = f. Alors, on a
foi=aojoi=0=joiet par propriété universelle de ker(j), il existe un unique
morphisme 5 : X — ker(j) tel que i o § = ¢ et a nouveau, la propriété universelle de
ker f = X implique qu’il existe un unique morphisme - : ker( ) — X tel que poy =i.
Les propriétés universelles de ker(j) et ker(f) = X montrent que § oy = idie; et
vo 8 =1dyx. Donc X ~ kerj et donc ¢ est le noyau de Y — coker ¢. Nous résumons
ce raisonnement par le diagramme commutatif

\/
N

ker 5 coker .

2. On raisonne de fagon totalement duale. On peut également illustrer I’argument par le

diagramme commutatif

ker ¢ coker q.

Définition 24. Soient C une catégorie pré-abélienne et f € Mor¢(X,Y’) un morphisme. On
définit 'image et la coimage de f par

im f := ker(coker (f))
et
coim f := coker (ker(f)).
De plus, si g € Mor¢(Y, Z) est un autre morphisme, on dit que la suite
x-toy-2.z
est exacte si on a
ker g = im f,

ce qui est équivalent a
coim g = coker f.

On peut alors définir les notions de suites exactes courtes et de suites exactes longues de la
méme maniére que pour les modules.

Dans le suite de cette section, on se donne A une catégorie abélienne.

Lemme 19. Soit f un morphisme dans A.
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1. f est un monomorphisme si et seulement si la suite
0—=X 1oy

est exacte.

2. f est un épimorphisme si et seulement si la suite
x-toy—~¢

est exacte.

Démonstration. 1. Supposons que f est un monomorphisme et montrons que ker f = 0.
Soient donc un objet K et un morphisme k£ : K — X tels que fok =0. On a

fok=0=fo0 = k=0

car f est un monomorphisme. Donc, par propriété universelle du noyau, on a bien
ker f = 0, d’ou 'exactitude de la suite

0—=x-—1ov.

Réciproquement, soient K un objet et k,l : K — X tels que fok = fol. Comme
Mor 4(K, X) est un Z-module, il suffit de montrer que si f o k = 0, alors k = 0; mais
ceci résulte alors du fait que ker f = 0.

2. Supposons maintenant que f soit un épimorphisme et montrons que coker f = 0. Soient
donc un objet L et un morphisme [ : Y — L tels que [ o f = 0. Comme f est un
épimorphisme et comme [o f =0 =00 f, on a |l = 0 et par propriété universelle du
conoyau, im f =Y. La suite

Xty 0

est alors exacte.
Réciproquement, Mor 4(Y, L) étant un groupe abélien, il suffit de montrer que si [ :
Y — L vérifie [ o f = 0, alors [ = 0. La encore, cela découle de coker f = 0, et f est
donc un épimorphisme.

m

Corollaire 5. f € Mor 4(X,Y) est un monomorphisme et un épimorphisme si et seulement
st la suite suivante est exacte :

0 X Y 0.

Lemme 20. Soit f: X — Y un morphisme. Alors
1.y 1. coker f est un épimorphisme.

2. ker f — > X est un monomorphisme.

48



Démonstration. On se donne un objet K.

1. Soit k£ : coker f — K un morphisme tel que k o j = 0. Par propriété universelle de
coker f, il existe un unique morphisme = : coker f — K tel que v o j = 0. Mais comme
koj=0,o0nak=r7yetkest donc unique. Or, 0 € Mor 4(coker f, K) vérifie 0o j = 0,
donc k = 0 par unicité. Comme nous 'avons déja vu, cela suffit a montrer que j est un
épimorphisme.

2. Soit [ : K — ker f tel que 10l = 0. Par propriété universelle de ker f, il existe un unique
v : K — ker f tel que i oy = 0, donc [ = vy par unicité et comme 0 € Mor 4(K, ker f)
vérifie 100 =0, on a [l = 0 et donc ¢ est un monomorphisme.

]

Lemme 21. Un morphisme f : X — Y est un isomorphisme si et seulement si c¢’est un
monomorphisme et un épimorphisme.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire ; montrons donc qu’elle est suffisante.
Comme f est un monomorphisme, il est normal et d’aprés le Lemme 18, c’est le noyau de
Y % coker f. Alors, f est Pégaliseur de
AN
Y coker f

T
0

et comme [ est un épimorphisme, on a coker f = 0 et en considérant le diagramme

par propriété universelle de 1’égaliseur, il existe un unique morphisme v : Y — X tel que
f oy =r1idy. Ainsi, f est un épimorphisme scindé.

Ensuite, comme f est un épimorphisme, il est normal et d’aprés le Lemme 18, c’est le conoyau
de ker f = X, donc f est le coégaliseur de

ker f X .
0

De plus, comme f est un monomorphisme, i = 0 et ker f = 0. On a le diagramme

Y

|

4

i I
O:oX |31

z&x‘l’

X

et par propriété universelle du coégaliseur, il existe un unique 0 : ¥ — X tel que do f = id.
Ainsi, f est un épimorphisme scindé. Finalement, f est un monomorphisme scindé et un
épimorphisme scindé, c¢’est donc un isomorphisme. O
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En combinant le Lemme 21 et le Corollaire 5, on obtient

Corollaire 6. Un morphisme f : X — Y est un isomorphisme si et seulement si la suite
suivante est exacte :

0 X Y 0.

Théoréme 5. Soient A un catégorie abélienne, X,Y deux objets de A et f : X — Y un
morphisme. On note k :im f — Y et : X — coim f les morphismes naturels. Alors, il existe
un unique isomorphisme v : coim f — im f rendant commutatif le carré

x—1 .y

|

coim f ——im f

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que les propriétés universelles de im f = ker(coker f)
et de coim f = coker (ker f) impliquent 'existence des morphismes k et [. De plus, en vertu
du Lemme 20, k est un monomorphisme et [ est un épimorphisme. Par propriétés universelles
de ker(coker f) = im f et de coker (ker f) = coim f, il existe a : coim f — Y et 5: X — im f
tels que le diagramme

im f

ker f Lo X y 2 coker f

/N
/A

colm

commute. D’aprés le Lemme 20, X L coim f est un épimorphisme et im f 5 Y est un
monomorphisme. De plus, joaol =jo f =0 et [ est un épimorphisme, donc j o a = 0. De
méme, kofoi = foi=0donc foi=0.0na jok =0 (carim = ker(coker )) et par propriété
universelle de ker(coker ), il existe un unique 7 : coim f — im f tel que koy = a. De la méme
maniére, [oi = 0 (car coim = coker (ker)) et par propriété universelle de coker (ker), il existe
un unique 7 : coim f — im f tel que 7ol = .

Ainsi, koyol=aol=f=kof =ko7yol, [ étant un épimorphisme, on a koy =ko~ et
comme k est un monomorphisme, v = 7. On a donc le diagramme commutatif suivant :

im f
05 —~—0
ker f —* X/f[\Y d coker f

colm

Montrons que « est un monomorphisme. Soient donc un objet U et u : U — coim f tels que
a ou = 0. Par propriété universelle de coker u, il existe un unique y : cokeru — Y rendant
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commutatif le diagramme

coker u.

D’aprés le Lemme 20, j, et [ sont des épimorphismes, donc j, o [ aussi. Comme A est
abélienne, il existe un objet H et un morphisme h : H — X tel que j, ol = coker h et on
a foh=aoloh=yxoj,0oloh =0, donc par propriété universelle de ker f, il existe un
unique o : H — ker f rendant commutatif

ker f.
o X —f> Y
A
H

Ainsi, loh =loio0 = 0 et donc, par propriété universelle de coker u, il existe un unique
7 : coker h = coker u — coim f rendant commutatif le diagramme

coim f

coker h.

Alors, Toj,0l =l et | étant un épimorphisme, 70j, = idcoim f, donc j, est un monomorphisme
(scindé) et j, ou = 0, donc u = 0 et « est bien un monomorphisme. Montrons maintenant
que [ est un épimorphisme. Soient donc un objet U et un morphisme u : im f — U tels que
uo 8 = 0. Par propriété universelle de ker u, il existe un unique y : X — keru tel que le
diagramme

ker u

commute et d’aprés le Lemme 20, i, et k sont des monomorphismes, donc k o %, est un
monomorphisme également. Par hypothése, il existe un objet H et h : Y — H tels que
koi,=kerh.Onahof=hokof =hokoi,oyxy =0 donc, par propriété universelle de
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coker f, il existe un unique o : coker f — H rendant commutatif le diagramme

H
/
xt.oy o
x
coker f.

Ainsi, hok = 0o jok = 0 et donc, par propriété universelle de ker h, il existe un unique
7 :im f — keru = ker h rendant commutatif

im f

ker u

Or, koi, o7 =k et comme k est un monomorphisme, on obtient 7, o 7 = id;, ¢, donc i, est
un épimorphisme (scindé) et w o i, = 0 implique u = 0 et [ est bien un épimorphisme.

Finalement, si on a un objet U et un morphisme u : im f — U tels que u o~ = 0, alors
uovol =0 = wof = 0 et [ étant un épimorphisme, on a u = 0. De méme, si
u: U — coim f vérifie you = 0, alors koyou =0 et donc oo u = 0 ce qui entraine u = 0,
puisque « est un monomorphisme. Ainsi, 7 est un épimorphisme et un monomorphisme ; ¢’est
donc un isomorphisme d’aprés le Lemme 21. O

On en déduit le

Corollaire 7. (Théoréme usuel d’isomorphie)
Dans une catégorie abélienne, les noyaux et conoyaur commutent.

Remarque 22. En fait, toute catégorie abélienne peut se réaliser comme sous-catégorie de
A — 9o, pour une certaine algéebre A. Néanmoins, les techniques déployées pour démontrer
ceci sont subtiles et complexes. Aussi ne prouverons-nous pas ce résultat. Pour une preuve
compléte, on pourra consulter [6] ou encore [25].

Théoréme 6. (Freyd-Mitchell)

Toute catégorie abélienne est une sous-catégorie pleine d’une catégorie de modules. Plus pré-
cisément, si A est une catégorie abélienne, alors il existe une algébre A ainsi qu’un foncteur
plein et fidele F': A — A — 9od.

Nous allons maintenant exploiter un peu les bonnes propriétés des catégories abéliennes,
ainsi que les propriétés d’abélianité des catégories A — 9100. Nous aurons notamment besoin
du lemme du serpent, qui constitue un outil puissant dans les catégories abéliennes, ainsi que
d’une de ses conséquences :
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Théoréme 7. (Lemme de Serpent)
Soient A une catégorie abélienne et

un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes. Alors, il existe une suite eracte

5
ker p ——kero ker T coker p —— coker 0 —— coker 7 .

Nous illustrons ceci & Uaide du "diagramme du serpent” :

0 0 0
ker p——kero ker T
5
A—= B "% .C 0
P o T
0 A - B’ - C’
a B
coker p —— coker 0 —— coker 7

Démonstration. D’aprés le théoréme de Freyd-Mitchell, on peut supposer que A = A — 900
ol A est une algébre. Les restrictions aux noyaux donnent une suite exacte

ker p——keroc ——kert .
De méme, on obtient une suite exacte
coker p —— coker 0 —— coker 7 .

Comment construisons-nous 0 7 Soit x € ker7 C C'. Puisque le morphisme f est surjectif, il
existe un b € B tel que 5(b) = z. Comme

B(o(b)) =7(B(b)) =7(z) =0

par définition de x, il existe un unique o’ € A" avec o/ (a’) = o(b). Posons

ou 7, : A" — coker p est la projection canonique.
Tout d’abord, on observe que ¢ est bien défini. En effet, soit b € B tel que 3(b) = z = B(b).
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Alors, b—b € ker 8 et dans ce cas, o(b) — a(g) = o/(u') pour un certain v’ = p(u) avec u € A.
Il s’ensuit
mo(u') = my(p(u)) = 0,

ce qui implique que ¢ soit indépendant du choix d’un b € B tel que x = 5(b).
Soit maintenant A € A. On a alors Az = 5(\b) et ainsi d(\x) = Ad(x), car tous les morphismes
considérés ici sont A-linéaires. De méme, on a §(z+2") = §(x)+45(2’) puisque z+2' = S(b+b').
Montrons a présent que ker d = im | ero. En effet, par construction de 4 on voit qu’étre dans
ker § est équivalent & m,(a’) = 0. Ceci est encore équivalent a o’ = p(a) pour un a € A, et ce,
si et seulement si b = a(a), ce qui montre que ker 6 = im fjxero-
Il nous reste & établir que

ker(coker p — coker o) = im d.

On a a’ + p(A) € ker(coker p — coker o) si et seulement si o/(a’) € o(B). Cela est équivalent
ad(a') = o(b) avec b € B, ce qui est de nouveau équivalent a a’ + p(A) = §(5(b)), ce qu’il
fallait démontrer. m

Remarque 23. Nous avons choisi ici d’utiliser le théoréme de Freyd-Mitchell, afin de pouvoir
travailler avec les éléments des modules et ainsi bien expliciter la construction du morphisme
(dit de connexion) §. Notons que 'on aurait parfaitement pu formaliser cette preuve en termes
catégoriques de propriétés universelles, mais elle aurait peut-étre été plus lourde.

Corollaire 8. Soient A une catégorie abélienne et

un diagramme commutatif dont les lignes sont supposées exactes. Si deur des trois morphismes
p, o, T sont des isomorphismes, alors il en est de méme du troisiéme.

Démonstration. Les lignes étant exactes, on voit que les suites

0 ker p T ker o

et

B
coker o0 —— coker 7 ——=0

sont exactes. De plus, d’aprés le Lemme du Serpent, la suite longue

0 ——kerp——=kero ker 7 —2 coker p —— coker 0 —— coker 7 ——0

est exacte. Supposons que p et ¢ soient des isomorphismes. Alors on a la suite exacte

0 ker 0 0 coker 7 ——=0

et ker 7 = coker 7 = 0, donc 7 est un isomorphisme d’aprés le Corollaire 6. Les autres cas
sont parfaitement analogues. O]
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Nous terminons cette section par une digression utile sur les notions de produit fibré et
de somme amalgamée :

Proposition 12. Soient K un anneau commutatif et A une K-algébre.

1. Pour toute configuration de A-modules

Yy
-
leTl)X>

le produit fibré Y1 X x Yy est donné par
Yi xx Yo ={(y1,92) € V1@ Y25 ai1(yh) = aa(y2)}.

2. De facon duale, pour toute configuration de A-modules

Xi>lea
Y5

la somme amalgamée Y, Lx Ys est donnée par

YiUx Yy = (Y10 Y2) /{(al(m),—ag(m)), re X}

Démonstration. 1. Posons

Z ={(y1,12) €Y1 ® Yo ; ar(yn) = aa(y2)}-

Z est construit de telle sorte que les projections sur la premiére et seconde composante
donnent des morphismes 31, f2 comme demandé dans la définition 16-1. De plus, étant
donné un triplet (T, 7v1,72) tel que ay 0y = ap 0, on doit définir 6(t) := (y1(t), 12(t))
pour avoir la commutativité requise. Réciproquement, cette définition de o satisfait
Biod =, 1=1,2, d’ou le résultat par propriété universelle du produit fibré.

2. On procéde de la méme maniére pour la somme amalgamée.

]
Proposition 13. Soit le diagramme commutatif de A-modules
A—"*-=DB (3)
|
C—2=D.

1. Ce diagramme est un produit fibré si et seulement si v induit un isomorphisme entre
les noyauzx de o et 6. De plus, si tel est le cas, alors a est surjectif dés que 0 [est.

2. Ce diagramme est une somme amalgamée si et seulement si B induit un isomorphisme
entre les conoyauz de o et §. De plus, dans ce cas, § est injective si a l’est.
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Démonstration. Nous ne prouvons que le premier point, le second étant dual. Soient K :=
A L
ker(0), L := ker(a) et L < A, K <5 (' les plongements naturels. Par commutativité de (3),

~ induit un morphisme p : L — K. Le morphisme nul K % B et k vérifient fo0 =00k car
K = ker(0). Ainsi, par propriété universelle du produit fibré, il existe un unique v : K — A
tel que yov = k et tel que aov = 0. Cette derniére équation implique qu’il existe w : K — L
tel que v = Aow. Ainsi, kopow = yolow = yor = koidg. Comme K est un monomorphisme,
pow = idy. Ensuite, on a Aowoy = vou. Comme yovou = Kopu = yol et aovou =0 = aol,
par unicité du morphisme de la propriété universelle du produit fibré, on obtient v oy = .
Donc, Aowopu=vopu= Aoidy et X\ étant un monomorphisme, il vient w o u = idy, et donc
o est un isomorphisme (cet argument provient de [33], Proposition 1.3.8).

Réciproquement, supposons que v induise un isomorphisme p : L — K. Soit P :=C xp B le

produit fibré de C' Spl B, avec les morphismes 7 : P — B et ¢y : P — (. Par propriété
universelle du produit fibré, il existe ¢ : A — B tel que v = ¥ o ¢ et @ = 7 o ¢. Soient
M := ker(w) et € : M < P le plongement naturel. Alors, ¢ se restreint en y : L — M et
Yvené: M — K. Comme v=1vop, onapu=¢oyx. Comme pest un isomorphisme, &
est un épimorphisme scindé et x est un monomorphisme scindé. Ainsi, N := ker({) est un
facteur direct de M et {y = 0 et on a mo gy = 0. Ainsi, N % Bet N % C vérifient la
propriété universelle du produit fibré P, donc il existe un unique p: N — P tel que rop =10
et o p=0. On a forcément p = 0 mais ¢y vérifie aussi cette propriété. Ainsi, ey =0 et ¢
est un monomorphisme, donc N = (. Donc £ est un isomorphisme et comme = oy, x est
aussi un isomorphisme. Mais dans ce cas, ¢ est aussi un isomorphisme en vertu du Corollaire
8, puisque le diagramme

commute.

Enfin, supposons & surjectif et soit b € B. On note b son image dans D. Comme § est
surjectif, il existe ¢ € C' tel que &(c) = b. Ainsi, (b, c) € P est envoyé sur b par a. Donc « est
surjectif. n

On remarque que les premiéres assertions des deux points de la Proposition précédente
on été démontrées uniquement & 1’aide de propriétés universelles, on a donc obtenu :

Proposition 14. Soit un carré commutatif dans un catégorie abélienne A

A—2>RB
v B
C—-D.

Alors, ce diagramme est un produit fibré (resp. une somme amalgamée) si et seulement si vy
(resp. B) induit un isomorphisme sur les noyauz (resp. les conoyauzx) de « et 6.
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2.4 Catégories triangulées

Pour cette derniére section concernant la théorie des catégories, nous proposons une initia-
tion & la notion de "catégorie triangulée". Cette axiomatique est trés élégante et permet d’ex-
hiber certaines propriétés structurales de catégories particuliéres. Il existe plusieurs exemples
de catégories triangulées, en particulier la "catégorie d’homotopie des complexes", que nous
étudierons plus tard. On peut encore citer les "catégories dérivées", au sujet desquelles on
pourra consulter bien évidemment [40|, Section 3.4 et [37] mais aussi [35]. Bien que nous
ayons choisi d’introduire cette belle notion ici, elle n’est pas essentielle pour la suite et peut
étre omise en premiére lecture.

Définition 25. Soit C une catégorie additive. Un foncteur F' : C — C est une autovalence
si F' est additif (i.e. application induite sur les morphismes est Z-linéaire) et si c’est une
équivalence.

Définition 26. (Triangles et morphismes)
Soit T un catégorie additive et soit T : 7 — T une autovalence.
Un triangle est un sixtuplet (X, Y, Z, «, 5,7) ou X, Y, Z sont des objets de T et & € Mor (X, Y),

€ Morr(Y,Z) et v € Mor+(Z,TX). On le note alors

Z-.TX

ou encore

Ensuite, si (XY, Z,a,8,7) et (X', Y, Z' &/, 5,4") sont deux triangles, on dit qu’un tri-
plet (£,7,() est un morphisme de triangles si & € Mor (X, X’), n € Mor(Y,Y") et ¢ €
Mor 7(Z, Z') rendent commutatif le diagramme

71 .TX

A

X' Y’ Z' TX'

Enfin, on dit que (£, 7, ¢) est un isomorphisme de triangles si &, n et ¢ sont des isomorphismes
dans T.

Remarque 24. On peut encore représenter un triangle par

Tlapay T8y T v oy B 9 px Ta_py 18
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Définition 27. (Verdier, [37]) Soient T une catégorie additive, T': T — T une autovalence
et T une collection de triangles, appelés triangles distingués. On dit que (7,7, T) est une
catégorie triangulée si les quatre axiomes suivants sont vérifiés :

TR1: a) Deux triangles isomorphes sont simultanément distingués,
b) Le triangle

idx

X
est distingué pour tout objet X,

X 0 TX

¢) On peut compléter tout morphisme X ——7Y en un triangle distingué

X =Y A TX

B v
que l'on appelle le triangle sur a.
TR2 : Si
X—.y-Ltoz Y.rXx
est un triangle distingué, alors les triangles
yL2ez torx ey
et
izt ix ey Py
sont distingués.
TR3 : Si
X—o-y-Loz Yorx
et
x oy B 2y

sont deux triangles distingués, alors pour tous morphismes £ : X — X' et n:Y — Y’

rendant commutatif le carré
X—2-Y

fob

X —=Y
il existe ( : Z — Z' tel que (£, 7, () soit un morphisme de triangles :

X2y 2.7 7 71x

A ¥

X' - Y’ - A - TX'.
a B ol

TR4 : (Axiome octaédrique) Soient trois objets X, Xo, X3 de T et o : Xo — X3, ag : X7 —
X3et az: X7 — X5 tels que ap = a1 0 ag :

a2

X4

X3

as aq
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Si 'on considére les triangles sur aq, as et ag :

Xy -2 Xy e 7 L TX,
X, asg X, B3 Zs V3 TX,
X -2 Xy Ee 7, 2o TX
alors, il existe des morphismes
Zy > 7,
Zy =2~ 7,
Zl i>7—'23
tels que le triangle
Zy ez, 2 7 2T,

soit distingué et vérifiant les cinq relations de commutativité suivantes :

72051 =3,
53052 = [,
TB30v = 92,

B2 01 = b1 003,
Tas 075 = 71 0 d3.

Remarque 25. On peut illustrer le dernier axiome TR4 par

Dans ce diagramme, les relations de commutativité concernent le triangle central, les triangles
faisant intervenir les d; et les trapézes du bas et de gauche. De plus, les autres triangles sont
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supposés distingués (y compris le plus grand d’entre eux).
On peut également représenter TR4 par 'octaédre (auquel il doit son nom) :

JAN
N4

Lemme 22. Dans la définition 27, l'axiome TR3 est conséquence des axiomes TR1, TR2
et TR4. De plus, en supposant satisfaits ces trois derniers axiomes et avec le morphisme de
triangles

A1 (e3] B1 B1 Cl 71 TAl

F b

Ay By % Cs T As,

a2 72

il existe des morphismes

Cy —2>Cy

Cy —=TCy

B ﬂ> Cs

C3——=TA;
tels que ’on ait le diagramme commutatif suivant, dont les lignes et colonnes sont des triangles
distingués :

A= B 0 e TA

PL o1 T1 lTpl
Ay —2 B, = 0y 2 T4,
P2 o2 T2 lT P2
Ay —2 g, 0y 2 Ta,
P3 o3 73

TA — Tar TB1—>TC1
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Démonstration. Soit le carré
o
A]_ ! > B]_

.

Ag T2> BQ.

D’aprés TR1, ¢), il existe un diagramme commutatif avec lignes et colonnes distinguées

A, a1 B, B1 c, 7 TA,

A, ag B, B2 c, V2 TA,

P2 [ep)
A3 Bg
03 o3
TA; T8,
Soit le diagramme
By
> X
A, g B,
Ay
(i.e. § := 01 0a; = ay o p1). La troisiéme partie de TR1 montre qu’il existe un triangle

distingué sur ¢ :

A 2B, —=-D-2-TA,,

et en appliquant TR4 & 6 = o1 o a1, on obtient

C1301—>D
7’]11D—>Bg
X12B3—>T01

tels que

c, G D m Bs X1 TC,

soit distingué et tels qu’on ait

Mm=¢o
09 =11 0¢
x1=T1p1oos

Giofi=coo
o3omn =Tay 0.

Ensuite, en appliquant TR4 & 6 = ay o py, on obtient des morphismes

7]22A3—>D
CQZD—)CQ
Xgng—)TAg
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tels que le triangle

As "D G2 C, X2 T A,

soit distingué et tels que

P3 = Yo
B2 =(ao0¢
X2 = T'pa oy

N20p2 =E€0Qy
Tp1oy="v0C.

On pose alors
{ Ti=GoG

Qg =11 0 172.

Alors, le diagramme suivant commute

A— o o TA,

Pl o1 l'r{ lTpl

A,—2 . p " 0, 2.4,

P2 o2
asg

AS > B3

P3 o3

TAl T_oq> TBl

En effet, on a
7'1051=C20C1051=C205001=52001,

YooT| =720 oG =Tpiopoly=Tpiom,
o3oaz=o030mon =Tajopon="Ta op;s,
Q30 Py =11017)20 02 =11 000y = 030 0y,

et ceci prouve TR3.
On a donc le diagramme commutatif

Al Bl Cl TAl
AQ B2 02 TA2

Soit
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le triangle distingué sur ag et appliquons TR4 & ag = 1y o 7. On obtient donc

Cy —2> (s
Cy —2=TC,
TC, —L~TC,

tels que le triangle suivant soit distingué

Cy—25 Oy —2=TC, 2~ TC, .

De plus, les relations de commutativité de TR4 donnent la commutativité du diagramme

A= p oo oTa,
pP1 a1 7'1=T71;,L LTpl
Ay—2 o By o0y 2o TA,
P2 02 T2 LTpQ
Ay —% e By 0y T,
P3 g3 73
TAI ?011- TBl T TCl m TCQ
d’otu le résultat. Remarquons que ’on a pas montré que 7, = (3 o (3. O
Lemme 23. Soient (7,7, T) une catégorie triangulée et
x—y-toz Y rx

un triangle distingué. Alors, on a

yof=0=poo.

Démonstration. D’aprés la premiére partie de TR1, pour tout U, le triangle

U--U 0—TU
est distingué. On a le diagramme commutatif

X x 0 TX

- [ree

X YﬁZ’YTX'

«

D’apres TR3, on peut compléter ce diagramme avec 0 — Z pour obtenir le diagramme
commutatif .
X x 0 TX

Tk

X Y[zZvTX'

«
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Ainsi, § o a = 0. Ensuite, les triangles

Y Y 0 TY

Y 7 2.rx Lty

sont distingués (le dernier d’aprés TR2). De plus, le diagramme suivant commute

y 4.y 0 TY
lid jﬁ
y ez Yorx ey

donc d’apreés TR3, on peut le compléter par 0 — T'X et on a la commutativité de

y oy 0 TY
ool
vy 2oz torx ey
et donc yo 8 =0. O]

Lemme 24. Soient T une catégorie triangulée et o € Mor +(X,Y') un morphisme dans T.
Alors

1. « est un isomorphisme si et seulement si le triangle

X =Y 0 TX

est distingué.

2. « est un monomorphisme scindé si et seulement st

X2,y 7-9.TXx

est un triangle distingué.

3. « est un épimorphisme scindé si et seulement si le triangle suwivant est distingué

Xy Y. 7 TX .

Démonstration. 11 suffit de prouver 2) et 3). En effet, supposons ces deux points vérifiés. Si
B :U — V est un isomorphisme, alors le diagramme

TU

TU

commute. Le triangle (2) est distingué et isomorphe & (1), done (1) est distingué d’apres la
premiére partie de TR1. Donc, si S est un isomorphisme, alors le triangle (1) est distingué.
Réciproquement, si le triangle

1 uv-L 0

||

2 U—=U—=0

id

[un

B

U U 0 TU
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est distingué, alors 2) et 3) montrent que § est un monomorphisme scindé et un épimorphisme
scindé, c’est donc un isomorphisme.
Montrons donc 2). Si le triangle

X%y 7-Y.TXx

est distingué, alors le diagramme

X%y 7. Tx

f

X x 0 TX

commute et les axiomes TR2 et TR3 montrent qu’il existe 5 : Y — X tel que le diagramme

X2y 7. Tx
|
XM x 0 TX

soit commutatif. Alors foa = idx. Réciproquement, s’il existe 5 : Y — X tel que foa = idy,
alors on a commutativité de

A

X —2=Y TX

| b |

X x TX
ol les lignes sont distinguées et TR3 appliqué a ce diagramme montre qu’il existe Z — 0 tel
que

0

X2y VA TX
| ]
X, x 0 TX

soit un morphisme de triangles. Alors, Z — T'X est le morphisme nul et on a le triangle
distingué
X 2>y Z-2-TX .

Montrons maintenant 3). Supposons que le triangle

Xy Y. 7 TX

soit distingué. Alors, le triangle

T-17 Xy Y. 7

est distingué d’aprés TR2 et on a le diagramme commutatif




Donc il existe v : Y — X tel qu’on ait le morphisme de triangle

T-1Z Xy Y. 7

A

0 y .y 0

d’olt a0y = idy. Enfin, supposons que

X =Y A TX

soit un triangle distingué et soit v : Y — X tel que a0y = idy. Alors, on peut compléter le
carré gauche ci-dessus en un morphisme de triangles

X ==Y A TX

PN

y “.y 0 TY

et donc, le triangle
X =Y Z TX

est distingué d’aprés TR1, d’otu le résultat. O

Lemme 25. Soient T une catégorie triangulée, ainsi que

Al A2 A3 TAl

R

Bl BQ B3 TBl

un morphisme de triangles distingués. St deux des trois premiers morphismes verticaur sont
des isomorphismes, alors il en est de méme du troisiéme.

Démonstration. Supposons que A; — B; et A3 — Bs soient des isomorphismes et soit

A2 B2 CQ TAQ

un triangle sur As — By. D’aprés les Lemmes 22 et 24, on a un diagramme

Al AQ A3 TA1
Bl BQ B3 TBl

l:

0 Cy 0 T0=0

TA, TA, TA;

Ainsi, le triangle
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est distingué, donc d’aprés le Lemme 24, 0 — (5 est un isomorphisme, donc Cy ~ 0 et donc
A2 B2 0 TAQ

est distingué et alors Ay — B est un isomorphisme en vertu du Lemme 24. On raisonne de
la méme maniére pour les autres cas. O

Corollaire 9. Dans une catégorie triangulée, si

A —= Ay As TA;

et
A 2= A, Al TA;

sont des triangles distingués, alors on a

A3 ~ Ag

Démonstration. On a un morphisme de triangles d’aprés TR3

A —5= A, As TA,

| k]

A =2 Ay — = A, — > TA,

et le Lemme précédent implique que ¢ : A3 — A} soit un isomorphisme. O

Définition 28. 1. Soient (71,71, Ty) et (72,75, Ts) deux catégories triangulées et F' :
T1 — 7> un foncteur. F est dit de catégories triangulées s’il envoie un triangle distingué
sur un triangle distingué et si

TQOF:FOTl.

2. Soient T une catégorie triangulée, A une catégorie abélienne et ' : 7 — A un foncteur
covariant (resp. contravariant). F' est dit homologique (resp. cohomologique) s’il envoie
un triangle distingué sur une suite exacte longue.

Proposition 15. Soient T une catégorie triangulée,

Xy Pz T rx

un triangle distingué et U un objet de T. Alors, on a des suites exactes longues

Hom (U, T722)

|

Hom (U, T~'Z) <— Hom 7(U, T~'Y") =<— Hom +(U, T~ X)

|

Hom (U, X) Hom 7(U,Y) Hom (U, Z)
Hom (U, TZ) Hom +(U,TY) Hom (U, T'X)

|

Hom (U, T*X)
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et

Hom 7(T2Z,U)

|

Hom +(T~1Z,U) — Hom +(T~1Y, U) — Hom +-(T~' X, U)

T

Hom 7(X,U) Hom (Y, U) Hom 7(Z,U)
Hom 7(T'Z,U) Hom +(TY,U) Hom (T X, U)

|

Hom 7(T%X,U)

Autrement dit, les foncteurs Hom (U, —) et Hom 7(—, U) sont homologique et cohomolgique,
respectivement.

Démonstration. D’aprés le Lemme 23, la composée de deux morphismes consécutifs dans un
triangle est nulle. Montrons que la premiére suite est exacte. Soit ¢ € Hom (U, Z) tel que
Hom 7(U,v)(¢) = 70 ¢ = 0. Alors, on a le diagramme commutatif

Xy oz T.7x
k [
0 Uy 0
et TR3 montre qu'il existe ¢ € Hom 7(U,Y’) tel que
Xy oz T 7x
R O O
0 [y 0

commute. Mais alors, ¢ = 01 = Hom (U, 5)(¢) donc la suite est exacte en Hom (U, Z),
car si ¢ € Hom (U, Z) est tel que ¢ = Hom (U, 8)(¢), alors Hom (U, v)(¢) = yo ¢ =
vo o1y =0.Daprés TR2, la suite est exacte partout.

De facon duale, soit ¢ € ker(Hom 7(Y,U) — Hom +(X,U)), alors on a le diagramme com-
mutatif

Xy Lloz T.rx
|k |
0 Uy 0
qui, avec TR3, peut étre complété avec ¢ € Hom 7(Z, U) pour former
Xy Lloz T.orx
Lok
0 U-—“.yU 0,
d’ou le résultat. O

Corollaire 10. Tout foncteur représentable est (co)homologique.
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Troisiéme partie

Introduction a 'algébre homologique

3.1 La catégorie des complexes

Nous disposons maintenant des notions requises pour aborder la théorie de I'algébre ho-
mologique. Nous introduisons ici plusieurs nouveaux objets, dont les complexes, que ’on peut
appréhender comme étant des suites longues "& moitié exactes", ainsi que leur homologie : es-
pace mesurant le défaut d’exactitude des complexes. Nous allons tout d’abord nous pencher
les complexes de modules, puis nous élargirons naturellement le cadre de notre étude aux
complexes d’objets d’une catégorie abélienne. Nous montrerons également que les complexes
forment une catégorie abélienne, ce qui nous permettra de disposer des résultats confortables
établis en 2.3. Le lecteur souhaitant appronfondir certains points pourra se référer a 39|,
chapitres 1-3 ou [31], chapitres 1-2 ainsi que [9], chapitres 2 et 4 ou encore les cinq premiers
chapitres de [20].

Dans la suite de cette section, on fixe K un anneau commutatif et A une K-algébre. Tous
les modules seront des modules sur A.

Définition 29. 1. Un module M est dit gradué s’il existe une famille de sous-modules
(M) nez de M telle que
M =P M,.

nez
M, est alors appelé la composante homogéne de degré n de M.

2. Soient M = @, ., M,, N = @,,c; N deux modules gradués et ¢ : M — N un
morphisme. On dit que ¢ est de degré d et on note d = deg(y) si

Vn € Z, im (¢jur,) € Npja-

Définition 30. Un complexe M*® est un couple (M, d) ou M est un module gradué et d :
M — M est un endomorphisme de degré 1 et de carré 0. On dit alors que d est la différentielle
du complexe M?*.

Remarque 26. 1. On aurait tout aussi bien pu imposer que deg(d) = —1, mais cela n’a
pas d’importance car on peut passer d’un degré a 'autre en laissant d inchangée et en
remplacant M, par M_,,. Notre choix dépendra du contexte. Dans la littérature, on
peut trouver la convention suivante :

Si deg(d) = —1, on parle de complexe de chaines,

Si deg(d) = 1, on parle de complexe de cochaines.

Ce vocabulaire provient du cadre topologique dans lequel la notion de complexe est
apparue, et plus particuliérement la topologie algébrique et la topologie différentielle.

2. On peut visualiser un complexe par une suite

dn72 dnfl dn dn+l dn+2
S Moy S My T Mg S M
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— d‘Mn+1

avec d, 11 od, = 0 pour tout n € Z. On a noté ici d, M

Définition 31. Soient M*® = (M,dy) et N* = (N,dy) deux complexes. Un morphisme
@ : M — N est un morphisme de complexes si ¢ est homogéne de degré 0 et si on a

dyop = podyy.
Il est alors équivalent d’imposer la commutativité du diagramme

(dJVI)n 1 (d]\[)'n

DR —— nlﬁ.M ﬁ.Mn+1ﬁ....

j‘Pnl L% l%H

—s ”_1(dN),,L,1N” s Npyp —--

Remarque 27. 1. La collection des complexes de A-modules, munie des morphismes de
complexes est une catégorie, notée C(A — 9Mod).

2. On peut munir C(A) d’une structure de catégorie pour toute sous-catégorie additive A
de A — 9Mod. Les objets de C(.A) sont les A-modules gradués M = @, M,, ou chaque
M, est un objet de A, munis d’une différentielle A-linéaire d : M — M telle que, pour
tout n € Z, on ait d,, € Mor 4(M,,, My, 11).

Définition 32. Soit M*® = (M d) un complexe de cochaines (resp. de chaines). Comme
d*> =0, on a im (d) C ker(d). Ainsi,

H(M) = kerd /i, g

est un module. De plus, d étant de degré 1 (resp. —1), H(M) est aussi gradué

= @H”(M) (resp. H(M) = @Hn(M)>

nez neL

ol
H™(M) .= kerd, Jimd,_, (resp. H (M) := kerd, /imdnH) :
On dit alors que

1. H"(M) (resp. H,(M)) est le n®™® module de cohomologie (resp. d’homologie) du com-
plexe M?*.

2. H(M) est la cohomologie (resp. 'homologie) de M*.

3. Les éléments de ker(d) sont les cocycles (resp. les cycles).

4. Les éléments de im (d) sont les cobords (resp. les bords).

Remarque 28. 1. Comme im (d) = 0 dans H (M), d induit le morphisme nul sur H(M).
Néanmoins, on peut considérer H (M) comme un complexe, muni de la différentielle
nulle.

2. Notons qu’étant données les définitions, on peut parler de complexe et d’homologie
dans toute catégorie abélienne.
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Définition 33. x Un complexe de cochaines est dit :

- borné supérieurement s’il existe ng € Z tel que M, = 0, pour tout n > ny :

dn072 dno —1

dn,
o > no—1 Mng

0 0

- borné inférieurement s’il existe ng € Z tel que M,, = 0, pour tout n < nyg :

dno dn0+1

dng—1
"o M1 —=> - - -

0 0 My,

x Un complexe de chaines est dit :

- borné supérieurement s’il existe ny € Z tel que M,, = 0, pour tout n < ng :

d”O +2 dn0+1 dno

o no+1 MTLD

0 0

- borné inférieurement s’il existe ng € Z tel que M,, = 0, pour tout n > nyg :

dng+1 dng dny-1

0 0 M,

M,

x Dans les deux cas, un complexe est borné s’il I’est inférieurement et supérieurement.
« Enfin, un complexe a une (co)homologie

- bornée & droite si (H(M),0) est borné supérieurement,

- bornée & gauche si (H(M),0) est borné inférieurement,
- bornée si (H(M),0) est borné.

Lemme 26. 1. Soient (M,dyr), (N,dy) deux complexes et ¢ : M®* — N°® un morphisme
de complexes. Alors, ¢ induit un morphisme de degré O

H(p) : HM) — H(N)

m  —  @(m)
2. En notant A — Mo0y la catégorie des A-modules gradués, on a un foncteur

H :C(A—2Mod) - A — DMoody.

Démonstration. 1. On a
m € ker(dy) = dn(p(m)) = p(du(m)) = ¢(0) =0 = ¢(m) € ker(dy),
donc la composée

p : ker(dy) — ker(dy) — H(N)

m = p(m) = @(m)=p(m)+im(dy)

est bien définie. De plus, si m € im (dyy), alors m = dy(m') avec m’ € M et alors

p(m) = @(m) = (da(m')) = dn(p(m’)) =0 = m € ker(p),

donc, im (dy;) C ker(p) et donc @ se factorise en H(p) qui définit donc bien un mor-
phisme de degré 0.
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2. Il suffit de montrer que H(idy;) = idmry et que, si @ : M — N et o : L — M sont des
morphismes de complexes, alors H(p o)) = H(p) o H(1)), mais ces faits sont clairs.
]

Définition 34. Soit A une sous-catégorie additive de A — 9tod. On note
x C(A) la catégorie des complexes dans A,
x Pour z € {+,—,b,0}, C*(A) la catégorie des complexes (de cochaines) dans A

bornés supérieurement si x = —,

bornés inférieurement si x = +,

bornés si x = b,

quelconques si x = (.

*

Pour y € {+, —,b,0}, C®¥(A) la catégorie des complexes dont I'homologie est
bornée a droite si y = —,

bornée a gauche si y = +,

bornée si y = b,

quelconque si y = 0.
Pour z,y € {+, —,b,0}, C*¥(A) la catégorie

" A) = CO(A) N CT(A).

*

Ceci signifie que les objets de C*¥(.A) sont ceux qui sont des objets de C@’y(.A) ainsi que
de C*(A).

De plus, on convient des mémes notations si A est une catégorie abélienne quelconque.

*

Exemple 7. CT(A) désigne la catégorie des complexes bornés inférieurement, C°(A) celle
des complexes bornés supérieurement & homologie bornée, etc.

Proposition 16. Soit A une sous-catégorie abélienne de A — Mod. Alors, pour tous x,y €
{+,—=,b,0}, la catégorie C*Y(A) est abélienne.

Démonstration. Montrons le résultat pour C~*(A), les autres cas étant tout-a-fait similaires.
Montrons que C™*(A) est additive.
e Soient M, N deux objets de C™*(A) que 'on écrit M = @, M,, et N = @, N,,. Comme
Mor 4(M,,, N,,) est un groupe abélien, on a que [[ _, Mor 4(M,,, N,,) est aussi un groupe
abélien et on a

neEL

Morc_’b(A)(M? N) = {(Spn) € H MorA(MnaNn) 7 $Pn O (dM)n—l = (dN)n—l © Pn—1, vn}

ne”L

comme on le voit avec le diagramme

(dar)n—1 (dar)n
oM,  — M, — M, —— -

j@nl Lipn L@n«kl

Nn_l(dN)nian (dN)n NTL+1 —_— ..,
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Et, comme la composition dans A est bilinéaire par rapport a la loi de groupe abélien,
Mor ¢- b4y (M, N) est un sous-groupe de [], Mor 4(M,, N,), et est donc abélien. De
plus, la composition des morphismes de complexes est bilinéaire car la composition
dans A est bilinéaire et car les sommes sont prises degré par degré. Ainsi, C~°(A) est
Z-linéaire.

Soit I un ensemble fini et soient (M?);c; des complexes. On définit

[Ty =@Mt ow M =T M

iel JEZ iel
ainsi que

1 . II I1
dj : Mj — Mj+1

dil [T, MY = [Le, MY on ; :
&l &l (mj)ier = (d;(m5))ier

De méme, on définit

[Ty =P Mt on MH=T]MuH

iel JET icl
et
d oMt - Ml

(m;‘)iel = (dj<m;‘))iel

Les propriétés universelles sont clairement vérifiées. De plus, le produit et le coproduit
d’un nombre fini de complexes bornés supérieurement & homologies bornées sont bor-
nés supérieurement et a homologies bornées. Enfin, comme les produits et coproduits
finis coincident dans A, ils coincident dans C~°(A). Ainsi, les biproduits existent dans
C*(A) et donc C~*(A) est additive.
Remarquons que 1'on a montré que si A est additive, alors C*Y(A) est aussi additive.
Montrons maintenant que C~*(A) est abélienne.

dl e, MY — [l M ou

Montrons que tout morphisme posséde un noyau et un conoyau. On ne traite que le
cas du noyau, celui du conoyau étant dual. Soit donc ¢ : M — N un morphisme de
complexes. On a un complexe des noyaux (ker ¢, dier,) car, pour tout n, le diagramme

Mn (dA/[)rzMn+1

Pn L l Pn+1

Nn mNn-i—l

commute et car la propriété universelle du noyau implique que (dps),, induise un mor-
phisme (dyer)n : ker ¢, — ker ¢,,41. De plus, dﬁew = 0 car ceci est vrai en composant

par ker ¢ <%y M et car ce dernier morphisme est un monomorphisme. Le fait que ker ¢
vérifie la propriété universelle du noyau résulte du fait que chaque composante homo-
gene la vérifie. En effet, soit K = (6, Ky, (dk),). Pour tout n € Z, on obtient les
diagrammes

ker ¢, ker ¢
A
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On a construit v localement. Montrons que ¢’est un morphisme de complexes. On a les
diagrammes

Kn (dK)n Kn+1 . Kn (dK)n Kn+1
knj LknJrl 'Ynl j'}’n+1
M, —— M, 1 - ——ker p, —=kerp, ; ——---
(dprr)n

(dker ga)n
ln l l ln+1

M, Mn+1—>"'

(dr)n

Il s’agit de montrer que le carré supérieur du second diagramme est commutatif. On a

ln+1 © Yn+1 © (dK)n - kn-ﬁ-l o (dK)n - (dM)n o kn - (dM)n Olp O = lpt1 © (dkergo)n O Vn

et (11 est un monomorphisme, d’ou

Yn+1 © (dK)n - (dkergo)n O Yn,

donc «y est un morphisme de complexes et donc (ker ¢, dier») est bien le noyau de ¢ dans
C~*(A). En effet, on a déja ker p € C~(A) et comme ¢ se factorise en un morphisme
H(yp): H(M) — H(N) vérifiant H"(ker p) C ker(H"(¢)), H (ker ¢) est bornée puisque
H(M) et H(N) le sont.

e Montrons que tout monomorphisme est un noyau. Soit donc ¢ : K — M un monomor-
phisme dans C~*(A). On sait que ¢ admet un conoyau v : M — coker ¢ et montrons
que ¢ = ker~. Soient D un complexe et § : D — M tel que vo 6 = 0. Comme A est
abélienne, on a ¢, = ker~, pour tout n € Z, d’out les diagrammes

Ky, K
A
AN N
|
3Bn M,, —~ (coker ), 3B : M —~ coker ¢
|
% I /
D, D

et 0, = @, o B, pour tout n € Z, donc 6 = ¢ o (. Il reste a montrer que B est un
morphisme de complexes. On a les diagrammes locaux

D, _(dp)n Dy . D, (dp)n Dy — -
571\} L&’H—l ﬂnt lﬁn+1
(dK)n
Mn_>Mn+1 _)Kn_>Kn+1—>
(dnr)n
Sonl lwn"rl
"éMann—i-lﬁ"' .

On a

Pn41 © (dK>n o 571 = (dM)n © Yp o 6n = (dM)n o 611 = On+10© (dD)n = Pn+10° 5n+1 o (dD)n
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et donc
(dK)n o Bn = 6n+1 o (dD)n

car o, 1 est un monomorphisme. Donc 5 est un morphisme et p = ker~.
Par dualité, tout épimorphisme est un conoyau. Ceci achéve la démonstration. O

En reproduisant exactement la méme preuve, on a plus généralement

Proposition 17. Pour tous x,y € {+,—,b,0}, la catégorie C*Y(A) est abélienne dés que A
est une catégorie abélienne.

Pour terminer cette section, nous allons établir un résultat permettant d’obtenir une suite
exacte longue en homologie, a partir d’une suite exacte courte de complexes. Remarquons que
cette derniére notion a un sens dés que les complexes sont constitués d’objets d’une catégorie
abélienne, en vertu de la Proposition 17.

Définition 35. Soient X,Y des complexes dans une catégorie abélienne A et X —=Y un
morphisme de complexes. Si

H(o) : H(X) — H(Y)

est un isomorphisme, on dit que o est un quasi-isomorphisme.
De plus, un complexe X pour lequel H(X) = 0 sera dit acyclique.

Proposition 18. Soit

0 Xy ‘.7 0

une suite exacte courte dans C(A). Alors, il existe un morphisme de connexion 6 : H(Z) —
H(X) tel que l’on ait une suite exacte longue en homologie

Ont1 Hn(a) Hyn(B) On,
o> Hy 1 (2) S Hy (X)) > H,(Y) > H,(Z) > H, (X)) —--- .

Démonstration. On a un morphisme de suites exactes courtes de complexes

B

0 X—°.y Z 0
o o
0 Xx—o.y_2. 7 0.

La catégorie C(A) étant abélienne, on peut compléter ce diagramme & ’aide des noyaux et
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CONOYaUX :

0 ——kerdy ———kerdy ———=kerdy

0 X Y Z 0
dy dy dy
0 X Y Z 0

coker dx — coker dy —— cokerdy —— 0

0 0 0

Comme coker (dr) = T/im (dy) pour tout 7' € {X,Y, Z}, ceci induit un diagramme com-
mutatif d’objets gradués de A avec lignes et colonnes exactes

0 0 0

et iy —Kerdy gy —— ket ds i,

X fim dy Y [im dy

dx dy dz

Z [imdy ——0
0 ——kerdy ———kerdy ——— = kerdy

er d i gy —=Kerdy oy gy —kerdz [,

0 0 0

et le Lemme du Serpent (Théoréme 7) donne un morphisme de connexion ¢ et une suite
exacte

o= H(X)——=H(Y) ——=H(Z) > H(X) — H(Y) —= H(Z) — - - - .

Et, en reprenant la construction dudit morphisme, on voit que 0 est bati en utilisant a un
certain moment I'image d’un élément par dy, qui est de degré —1, et on obtient que J est
gradué, de degré —1. En effet, si T € H,(Z), il existe y € H,(Y) tel que T = (,(7). Mais,

Bur 0 dy(§) = d 0 Bu(7) = d3(7) =0,
et il existe a € ker(d'y ') tel que a"~1(@) = di(7) et on a

5(7) :=a e ker(dy ") / im (@) =t Hoo1(X).
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3.2 La catégorie homotopique des complexes

Nous avons déja introduit la catégorie trés importante qu’est C*¥(A). Nous allons ap-
profondir un peu notre étude, en définissant une catégorie "provenant" de C*Y(A), qui se
révélera posséder des propriétés d’isomorphisme d’un intérét particulier pour notre propos.
En outre, nous verrons qu’il s’agit la d'un exemple de catégorie triangulée.

On fixe K un anneau commutatif et A une K-algébre.
Sauf mention spéciale, A désignera ici indifféeremment une catégorie abélienne ou une sous-
catégorie additive de A — 9od.

Définition 36. 1. Soient M* = (M,dy;), N* = (N,dy) deux complexes dans A et « :
M* — N* un morphisme de complexes. On dit que « est homotope a zéro s’il existe
un morphisme gradué h: M — N de degré —1 tel que

()é:hOdM+dNOh. (4)

On a donc le diagramme (non commutatif)

Mn—l(dM)n_an Mn+1 >

Qn—1 Qn Qn+41
hn hn+l

anl(dN)n,lN” s Npyg — -

(dar)n

et (4) devient localement
Oy = hn+1 o (d]\/[)n + (dN)nfl o hn7 Vn € Z.

Dans ce cas, h est appelé une homotopie (ou éventuellement une homotopie de a a 0).

2. Deux morphismes «, 3 € Mor ¢(4)(M*®, N*) sont dits homotopes si o — 3 est homotope
& zéro. On note alors

o~ f.

Il s’agit clairement d’une relation d’équivalence.

Il est clair que I'ensemble des morphismes M*® — N°® homotopes & zéro forme un sous-
groupe (distingué) de Mor c(4)(M®, N*®), on peut donc considérer le quotient et le munir
naturellement d’une structure de groupe abélien. On a donc, pour o € Mor ¢(4)(M*®, N*®),

a = {f € Morea(M*,N*) ; a~ f3}.

Notons que le terme "homotope" provient de la topologie algébrique, et plus précisément de
I'étude du groupe de Poincaré (groupe fondamental).

De plus, on montre aisément que pour tous morphismes a, o’ € Mor¢(q)(M*®, N*) et tous
B, € Mor¢(a)(N®, P*), on a

an~ o
B~ p
On peut donc, pour a € Mor ¢4 (M*®, N*®) et 3 € Mor ¢4 (N®, P*), poser

Boa:=foa.

} = fBoa~pfod.

Ceci justifie la définition suivante :
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Définition 37. Pour z,y € {+,—,b,0}, on définit la catégorie K*¥(A) ayant pour objets
ceux de C*¥(A) et comme morphismes les classes d’équivalence d’homotopie des morphismes
de C*¥(A).

K*Y(A) est alors appelée la catégorie homotopique des complexes d’objets de A.

Remarque 29. Un cas particulier important de cette construction est, comme nous allons le
voir, celui ou A = A — Proj (resp. A — proj) est la sous-catégorie pleine de A — Mod (resp.
A — mo?) formée des A-modules projectifs (resp. projectifs et de type fini).

Ensuite, soient M un A-module et P*® une résolution projective de M. On peut interpréter
P* comme un élément de C~ (A — Proj) :

e —

sz,-l PQK{ e PQ?\/I PQ]1M PM O .
De plus, P*® étant exact partout sauf en

PﬂkjﬁPMﬁ()?

on a
H,(P*) =0, Yn<0
et
HO(PQ):ker(PM%O)/lm(PQIM_)PM) ZPM/Q]M:Ma
d’ou

H,.(P*) ~ M.

D’autre part, comme le montre la proposition 19 suivante, la classe d’isomorphie de P*® dans
la catégorie homotopique des complexes dépend uniquement de la classe d’isomorphie de M
parmis les A-modules, et non des choix faits lors de la construction de P°.

Enfin, on note que P*® est un complexe borné supérieurement, formé de modules projectifs ;

c’est donc un objet de K~ (A — Proj).

Etablissons deux lemmes :

Lemme 27. Soient

D 'CIFIPP LI ANELNE ' LN ' LN AP S

un compleze acyclique et

Pt .. P4 PO N 0

un complexe dans lequel tous les P, sont projectifs. Alors, pour tout o : N — M, il existe
un morphisme o : P* — X°® relevant «, c’est-a-dire tel que U'on ait la commutativité du
diagramme

dy

Py

jaz} l/()é,} laQ lal jao LO&
Xy Xy —= Xp —— Xy —— Xg——= M ——= 0.

fa 3 2 1 fo
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Démonstration. On a un morphisme composé Py — N — M. Comme Py est projectif et
comme Xy — M est un épimorphisme, il existe ag : Py — X tel que le diagramme

commute. Pour n # 0, on note
C, :=im f, = ker f,,_1,

la deuxiéme égalité provenant du fait que H(X*®) = 0. Comme le carré ci-dessus commute,
et comme fpoapod; =aodyod, =ao0=0,o0na

im (ag o dy) C ker fo =1im f; = C}.

Par ailleurs, comme f; : X; — (4 est un épimorphisme et comme P; est projectif, on a un
morphisme «; : P, — X; tendant commutatif le diagramme

Py

Ensuite, soit ¢ > 1 et supposons «; construit pour j < 7. Alors, comme I’hypothése de
récurrence implique f;oa;0d;1 1 =a;_10d;0d;y1 =0, 0n a

im (a; o diy1) C ker f; = im fi11 = Cipy.

Une fois encore, les faits que f;y1 : X;41 — Cj;1 soit un épimorphisme et que P;;; soit
projectif montrent 'existence de a1 : Py1 — X1 tel que

Pia

aiod¢+1
Q41

Xivs g Con

soit commutatif, d’ou le résultat. O

Lemme 28. Le morphisme zéro entre deuz objets de A se reléve en un morphisme de com-
plexes homotope a zéro entre deux résolutions projectives. De plus, tout relevement du mor-
phisme nul est homotope a zéro.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que la premiére assertion découle de la deuxiéme,
étant donné que le morphisme nul admet un relévement d’aprés le Lemme précédent. On a
les deux résolutions projectives

dy ds do dq do

Py P Py P Py M 0

.

Qu— Qs> Qe—> Q1 —>Qo—= N 0.
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Soit, pour n > 0, C,41 := kere,. Comme ¢y 0y = 0, on a imayg C kereg = C; donc
ap : Py — C1. Comme e : Q1 — C] est un épimorphisme et comme F, est projectif, il existe
ho : Py — @1 tel que le diagramme suivant commute

Py —2% .

A 2

Q1

Soit 71 ;= a3 —hpod;. Onae oy =e;oa; —e;ohgod; = agod; —apgod; =0, donc
imvy; C kere; = (5 et on peut considérer v; : P, — Cs. De plus, P, étant projectif et
es : Qo — C5 étant un épimorphisme, il existe hy : P; — Qo tel que

PlLCQ

|

Q2

commute, d’otl v; = ey o hy, ce qui se traduit par ay = hg o dy + €3 0 hy.

Soit ensuite ¢ > 1 et supposons h; construit pour j < 4. Soit ;11 := a;41 — h;odi11. On a
€i110%i41 = €;410Q411 —€;410h;0d; 11 = q;od; 11 —a;0d; 1 = 0, par hypothése de récurrence.
Il vient alors im~;,; C kere;y; = Cj;19 et on considére ;41 : Py1 — Ciye. De plus, Py
étant projectif et e; 9 1 Qizo0 — Cjyo étant un épimorphisme, on en déduit 'existence de
hiy1: Pt — Q12 tel que le diagramme

Yi+1
Pi+1 > Ci+2

h:
H—ll /H

Qi+2

commute. Donc e; 90h;1 1 = V41 = a1 — h;od;yq et donc a1 = h;od; 1 +e;,00h; 1. Par
récurrence, on a donc h : P* — Q°® de degré 1 et tel que a = hod+eoh, et donc a ~ 0. [J

Nous en arrivons donc au résultat important suivant :

Proposition 19. Soient M et N deux A-modules isomorphes. Si P* et Q° sont des résolu-
tions projectives de M et N respectivement, alors P® et Q® sont isomorphes dans la catégorie
homotopique K~ (A — Proj).

Démonstration. Soient donc les deux résolutions projectives

dy ds d2 di do

Pt - P4 P3 P2 P1 P() M 0

et
Q- Qi—2-Qs 2> Q) 2+ 0Q1 2> Qy 2~ N 0,

ainsi qu’un isomorphisme de modules ¢ : M = N. D’aprés le Lemme 27, on peut relever
©: M — Nenoa:P*— Q° ainsi que o' : N =+ M en 3: Q* — P*. Donc, S o a — idpe
reléve 'endomorphisme nul M 2 M en un endomorphisme de P°. De méme, oo 8 — idge.

releve N % N en un endomorphisme de Q. D’aprés le Lemme 28, on a o a ~ idpe et
ao B ~idge, d’ol le résultat. O
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Corollaire 11. Soit M un A-module. Alors, deux résolutions projectives de M sont iso-
morphes dans le catégorie homotopique.

Lemme 29. Un morphisme homotope a zéro induit le morphisme nul en homologie.

Démonstration. Soit en effet f = dy o h + h o dx un morphisme X — Y homotope & zéro.
Soit ¢ : ker dx < X linjection canonique. Alors

for=(dyoh+hodx)or=dyohovt+hodyot=dyohot

et donc
four:kerdy — imdy

et comme H(Y) = kerdy /im dy » le morphisme H(f) : H(X) — H(Y) est nul. O

Corollaire 12. Soient X, Y € C*Y(A) (z,y € {+,—,b,0}) deuz complexes isomorphes dans
K*¥(A). Alors

H(X)~H(Y)
Démonstration. Soient donc

o X — Y

6] Yy —» X
tels que

ﬂ o — ldX ~0

& O 6 — Zdy ~ 0

et montrons que

H(a): HX) — H(Y)
est un isomorphisme. On a
d’aprés le Lemme 29, donc

H(a) o H(B) = idp(y)-
Par symétrie, on obtient

H(B) o H(a) = idu(x),

d’ou le résultat. O

Proposition 20. A — 900 est une sous-catégorie pleine de K~ (A — Broj), via le foncteur
envoyant un A-module sur une de ses résolutions projectives. De plus, si A est noethérien, le
méme foncteur fait de A — mod une sous-catégorie pleine de K~ (A — proj).
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Démonstration. Pour chaque module, on peut choisir une résolution projective (par exemple,
la résolution particuliére construite dans la preuve du Théoréme 3) et avec le Lemme 27 on
peut, pour tout morphisme de modules, choisir un relévement qui est une classe d’homotopie
de morphismes de complexes. Montrons que ceci est bien défini. Si, pour un morphisme fixé,
on choisit deux relévements, la différence des deux reléve 0 et le Lemme 28 montre que dans
ce cas, ces deux relévements sont homotopes, donc égaux dans K~ (A — Proj). De plus, on
voit facilement que I'identité est relevée par le morphisme identité et que le relévement d’une
composée est la composée des relévements & homotopie prés, d’aprés le Lemme 28. Ceci
définit donc bien un foncteur, que I’on note

PR : A—2Mod — K (A—Proj) .
Le foncteur d’homologie
Hy : K7 (A—PBroj) — A—Nod
vérifie
Hyo PR = idA_snoo,
et donc PR est un plongement plein et fidéle. O]

Remarque 30. Le Corollaire 12 montre que ’homologie est une notion qui concerne la caté-
gorie homotopique, plutot que celle des complexes. En ce sens, le concept d’homotopie est
particulierement approprié pour étudier les liens algébriques qu’entretiennent les complexes
entre eux; et en particulier leur homologie.

Les Propositions 19 et 20 constituent deux des raisons principales pour lesquelles la catégorie
K~ (A —Broj) est importante pour notre objectif. Nous verrons des conséquences fondamen-
tales de ces résultats lors de notre discussion sur les foncteurs dérivés.

Proposition 21. o Soit X € C (A — Mod). Alors X ~ 0 dans K (A — Mod) si et
seulement st X est isomorphe a une somme directe de compleres

X EB Ziit1,
€7

ou, pour tout 1 € Z, Z; ;41 est de la forme

Zi i+1 - 0 0 Z id Z 0 0
’ (i+1) (3)

o Soit X € C~(A —Proj). Alors, H(X) = 0 si et seulement si X est isomorphe a une

somme directe
X ~ @ Zi,iJrla
i€z
ot les Z; 11 sont de la méme forme que ci-dessus.

Démonstration. e Tout complexe

0 0 AL 0 0

est isomorphe & 0 (et a une homologie nulle) car tout endomorphisme de ce complexe
est homotope a zéro. La somme directe de tels complexes est alors aussi isomorphe a 0
(et a une homologie nulle).
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e Soit un complexe

dnt3 dn+2 dnt1
o > n+3 > Xn+2 XnJrl Xn 0

isomorphe & 0 dans la catégorie K~ (A — 9to?d). Le morphisme identité doit donc étre
homotope a zéro et il existe alors h : X — X de degré 1 tel que

tdx =doh+hod.
En particulier, au degré n, on a
Zan = dn+1 © hn;

donc d,,41 est un épimorphisme scindé. En posant X, := ker(d,41), on a donc une
suite exacte courte scindée

0—= X/, — > Xy 2L X, ——0

et donc, d’aprés le Lemme 15, on obtient
Xnt1 > X1 & X,

Ensuite, en posant
I Pp—
Xn T X”+1 /X’//l-‘rl’
on a un isomorphisme d, 1 : X/, = X,,. Ainsi, en notant X’ le complexe

dn+3 dn+2/
e X Xy TR X e e

il vient
X >~ (Xp)nn1 @ X',

Par récurrence, en chaque degré, on retire un facteur direct de la forme (X,,), 41 pour
obtenir un complexe résiduel de degré (strictement) plus grand. On construit donc
récursivement l’isomorphisme voulu et on obtient la premiére assertion.

e Ensuite, si X € C~(A — Proj) est acyclique, alors la différentielle de plus bas degré,
disons m, est surjective. Elle est donc scindée car les X, sont projectifs et on peut,
comme précédemment, retirer un facteur direct (X,,)m.m+1 €t obtenir un complexe
résiduel concentré aux degrés m + 1 au moins. Un récurrence permet alors de conclure.

m

Remarque 31. Le résultat reste valable pour les complexes bornés a gauche, en remplacant
"projectif" par "injectif" dans le seconde assertion, mais étre borné est nécessaire.

Introduisons un concept fort utile : la troncature subtile. Soit

dn dnfl dn72

dn+1
& X 0 Xy

dn+2
°
X Lo /> XTL+2 Xn+1 Xn

On définit le complexe 7<,,(X) comme étant

dm dmfl dm72
Xt 5 X g

0 0 im (dy1)——> Xom
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ot 7 :im (dyy41) — X, est inclusion canonique. De plus, si a: X* — Y*, on définit

Qg si kE<m
(T<m(@))k == ¢ () fim ((dx)mes) S k=m+1
0 si k>m+2
On illustre ceci par les diagrammes
N m+§dx)m+1Xm (dx)m Xm_l

lam+1 Lam Laml

(dy )m+1 Ym (dy)m

T I

0 —im ((dx )m11) —— X,

0
\0 \0 L(ak)um((dx)mﬂ) lam lam1
0

0 ——=im ((dy 1) —— 5 You o Yo ——=

et on obtient alors un foncteur
T<m : C(A —IMod) — CT (A — Mod).
On observe que

dmaa dmt1 dm, dm
o > m—+2 E)(erl Xm ml E)(TnQ >

T S N

0 lm(derl) i Xm m 1_>Xm 2

dm,
est un morphisme de complexes et il existe donc toujours un morphisme naturel
X ——71X.
De plus, il est clair que ce morphisme induit, pour tout £ < m, un isomorphisme
Hy(X) —— Hp(t<m X).
Par dualité, on peut construire le foncteur
Tom @ C(A — Mod) — C™ (A — Mod),

et, pour tout objet X, un morphisme 7>,,X — X défini par le diagramme

m—+2 > Xm+1 Xm Xm—l > Xm—2 > Xm—3 >

H R N

a2 —= X1 Xm ker(d,,—1) 0 0

wi:ker(dy,_1) < X,—1 est 'inclusion canonique.
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Lemme 30. Soient m € Z et X un complexe de A-modules.

o 7 : C(A—DM0od) — CT(A—IMod) est un foncteur et il existe un morphisme canonique
X = 7<n X induisant un isomorphisme sur I’homologie de tout degré jusqu’a m.

o 7ot C(A—IM00) — C(A—IMod) est un foncteur et il existe un morphisme canonique
T>mX — X induisant un isomorphisme sur I’homologie de tout degré a partir de m.

o De plus, ces deux foncteurs se factorisent sur les catégories homotopiques correspon-
dantes.

Démonstration. Pour les catégories de complexes, le résultat a été établi lors de la discussion
précédente. Pour ’homotopie, on observe qu’en fait on a

Tem 2 K(A — Mod) — KT (A — Mod).

En effet, il s’agit de prouver que si @ : X — Y est homotope a zéro, alors 7<,,(«) aussi. Soit
donc h : X — Y de degré 1 telle que

a=dyoh-+hodx.
On a

T m+1_>Xm_>mel_>"'

o

T~ Ym+1 Ym Ym—l

qui devient

0 0 —im ((dx)mr1) —= Xom ) GRS G

| e

0 0 im ((dY)m+1) iy Ym Ym—l Ym—2 —

ol 'on a posé
RS = (dy)mi1 © B : Xy — im ((dy )my1)-
Les relations d’homotopie sont alors vérifiées jusqua 1’ordre m — 1. De plus,
A, = hmfl © (dX>m + (dY>m+1 o hm - hmfl © (dX)m + Z'Y © h‘?n
et siz € im ((dx)ms1), on a x = (dx)my1(2') avec 2’ € X, 11 et on a
hoy 0 ix () = Py, 0 ix ((dx )m41(2")) = hy ((dx)ma(2))
= 0 ((dx)m11(2") = hin—1((dx)m © (dX)m+£<wl)) = © (dx )mi1(2)) = (),

-

g

0
d’on
() fim (dx)mss) = Py © ix-

Ainsi, en posant

on obtient B B
T<m(a) =hodx +dy oh,

et donc, <, () est bien homotope & zéro. L’argument dual donne le résultat pour 7>,,. 0O
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On dispose également d’une troncature grossiére. Si X est un complexe

87’1, +1 8n 87’1, —1

T n+1_>Xn_>Xn71_>Xn72_>"'
on définit le complexe o<, X comme étant

am a’mfl
X1 —=Xppg—— -~

0 0 X
Il s’agit clairement d’un foncteur
O<m i C(A—9Mod) — CT(A — Mod).

Cependant, ce foncteur ci présente un énorme défaut :
En effet, le complexe acyclique

0 0 ALy 0 0

est grossiérement tronqué en

0 0 A 0 0

qui n’est pas acyclique. On voit alors que la troncature grossiére peut faire apparaitre n’im-
porte quelle homologie au "pic de coupure", contrairement a la troncature subtile qui présente,
comme le montre le Lemme 30, un bon comportement vis-a-vis de 1’homologie.

Pour terminer cette section, nous allons démontrer que la catégorie homotopique est une
catégorie triangulée. Comme nous l'avons déja mentionné, bien que passionnant, ce résultat
n’est pas nécessaire pour notre étude. Commengons par une construction :

Définition 38. Pour tout complexe X de C(A — 9Mod), on définit X[0] := X et
X[1] = (@ X, (ai)ieZ> [1] == (@ Xi-1, (_ai—l)iez)
i€Z i€z
ol 0; : X; — X,_1. On définit aussi

X[n] == (X[n—1))[1], Vn > 1.

Remarque 32. On peut visualiser ?[1] comme "déplagant" un complexe d’un degré vers la
gauche et changeant la différentielle de signe :

On+2 On+1 On On—1
Xn+2 Xn—l—l ﬁ'AXVn ﬁXn—l Xn—2

l?m

7(9”71
Xn-1 Xpg—--

8[1]n+1

) 01]n
e XU 22 X (1] L X (1), 2

X[y —= - .
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De plus, on peut étendre la définition de X[n] pour n € Z et alors, pour chaque complexe
X, il existe un (unique) complexe X[—n] tel que X[—n|[n| = X[n][-n| = X.
Enfin, on peut construire un foncteur [n] : C(A — Mod) — C(A — Mod) en posant, pour
chaque o € Hom ¢(a—ome0) (X, Y),

aln] = (ai[n])iez,
ou

a;[n] == (—=1)"a;_p.

Proposition-Définition 1. Soient A une sous-catégorie additive de A — Mod et a €
Mor ge.w(a)(X,Y) une classe de morphismes entre complexes. Posons

“(a) = (@ X1 @Y, (_gX d%)) |

1E€EL

Alors, € («) est un compleze, appelé le cone de .

Démonstration. En effet, si

X, X
X ... Xpi1 — X, dn X, —>---
et
dy,, Y
YooY Y, Ty
alors
—dX 0 —dX, 0
Qn d)rf+1 Qn—1 dz
(5(04) . éXn@YnJ'_l Xn_l@Yn Xn_Q@Yn_lﬁ,__.
On a .
—d 0
deg< o dY) =1
et

—dX, 0N _(—d¥ 0 dX_, o dX 0 (00
Qp_1  dY o, db,) \doa,—a,ody dbodl,) \0 0}’
et donc, €' («) est bien un complexe.
Il reste & montrer que ¢'(a) ne dépend pas du choix d'un représentant de o € Mor z.v(4)(X,Y).

Soient donc deux morphismes de complexes homotopes o, 5 : X — Y et soit h: X — Y de
degré 1 tel que, pour tout n € Z, on ait

(= B)n =hp_10d) +dY. i oh,.

Pour n € Z, on pose

wdx, . 0\
( hnfl idyn> . Xn—l ¥ Yn — Xn—l S Yn
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On calcule alors

—dX 0\ (idx, 0 ) _ —dX 0
Bn dr{-ﬁ-l hy, ZdYn-;-l B ﬁn‘i‘dr}zf—s—lohn dr{—&-l

_ —d, 0\ _ (idx,, 0Y)_ (=dY 0
N\ —hpiody 4o dY, )\ ooy ddy, a  dr )’

dy 0

et donc ( hooidy

) est un morphisme de complexes €' («) — €(/3). De plus, on voit que

(Zil)hi zc(l)y) est également un morphisme de complexes ¢’ (5) — € («), réciproque du premier

morphisme. Ainsi, on a

¢(a) =€ (P),

comme souhaité. O

Proposition 22. Soit ¢ : X — Y un morphisme de complexes et soit Z := € (p) le cone de
. Alors, il existe une suite exacte longue

= Hip(Z) — Hi(X) —= Hi(Y) —= Hi(Z) —= H; 1 (X) — -~

Démonstration. On a une suite exacte courte canonique

0 Y Z X[-1]——0.
En vertu de la Proposition 18, ceci donne une suite exacte longue
e i (Z) —= Hia (X[=1) — Hi(V) —= H(Z) — H(X[-1]) —= -

Mais,
Hipi (X[-1]) = Hi(X),

d’otu la suite exacte longue
o ——=Hi11(Z) — Hi(X) — Hi(Y) —= Hi(Z) — H; 1 (X) — -

]

Corollaire 13. Un morphisme de complexes est un quasi-isomorphisme si et seulement si
son cone est acyclique.

Démonstration. Cela découle directement de la Proposition 22. O]

Théoréme 8. Soient K un anneau commutatif, A une K-algebre, A une sous-catégorie
additive de A — OMod et x,y € {+, —,b,0}. Alors, K*Y(A) est une catégorie triangulée.

88



Démonstration. « Tout d’abord, K*¥(A) est clairement une catégorie additive puisque
C™Y(A) est additive et car les classes d’homotopie sont compatibles avec la loi de groupe
abélien. On considére le foncteur

T . K™(A) — K"Y(A)
X = X[1]

Il est alors clair que 7" est une autovalence, d’aprés la Proposition 10.

* Construisons les triangles distingués. Soit av € Mor = (4)(X,Y) et soit € () son cone :
—d* 0
i€z
La projection sur la premiére composante ¢’ («) — X[1] donne un morphisme

"ﬁXn@Yn+l—>Xn—1@Yn_>Xn—2@Yn—1ﬁ“"

i i i

Xn Xn—l XTL*Q

et le plongement sur la seconde coordonnée Y — %'(«) donne un morphisme

Yn+1 Yn Yn—l

1 1 1

"ﬁXn@Yn—&—lﬁXn—l@YnﬁXn—2@Yn—lﬁ"'

On obtient alors un triangle

XY —=%(a) X[1] =TX

et on dit qu’un triangle est distingué s’il est isomorphe a un triangle de cette forme.

x Par définition du cone, tout morphisme « : X — Y peut étre complété en un triangle
distingué
XY —%(a) —= X[1]
et K*Y(A) vérifie donc la premiére et la troisitme partie de TR1. Etablissons donc la
deuxiéme partie de TR1. Ceci revient a montrer que % (idx) ~ 0 et il suffit alors de

voir que idy(iay) = 0 dans K*Y(A). Il s’agit donc de montrer que id¢(;q,) est homotope
4 0.0n a

gl — (T 0) v o Ly L,ex
n - Z.an_l dy)f . n—1 n n—2 n—1-

On définit

hn = (8 Zdé(n) : Xn—l b Xn — Xn % Xn+1

et on calcule

X : : X
E (idx) % (idx) _ _dn 0 0 ’Lan 0 Zan71 _dnfl 0
Gt 0Pt hn-100, (idxn difﬂ)O(O o )Jtlo 0 )°\idy,_, ¥

(0 —d¥ idx, , dX\ _ (idx,, 0\ .
_(0 idxn)+( 0 0)7 0 idy,) T et



Donc, idg(ay) est homotope a 0 et donc

idx

X2 X 0— X[1]

est distingué. Ainsi, K*Y(A) satisfait TR1.
Montrons que TR2 est vérifié. Soit donc un triangle distingué
X -V io%(a) L= X]1]

et montrons que
—a[l]

Y s @(a) —L= X]1]

Y]

est distingué. Il s’agit de montrer qu’il existe un isomorphisme de complexes X|[1] —
% (i) rendant commutatif le diagramme

y—><g XMy
Yy —— ‘5 € (1) Y[1].
Explicitons % (7). C’est le cone du morphisme
ay Y
Yn+1 AR Yn o Yn—l
In+1 in In—1
Qn dr%—i—l Op—1 d}:

- Xn S¥ Yn—i—l

Xn—l @ Yn

qui est donc le complexe

Y B (X @ Y)Y @ (X B Y)Y 0 @ (KXo @ Vi) —— -

ol
—-dr 0 0
8nJrl = 0 - dT)L( 0 )
idy, an  dyy

que 'on peut réécrire :

n+1

=X, Y1 BY,— X, 1 DY, DY, 1—>Xn2@y 1 BY, g ——

avec

R —dX 00
an+1 —- (7% d};—l—l ZdYn
0o 0 —d

Comme la différentielle de X [1] est —d*, il est clair que la projection sur la premiére
composante € (i) — X[1] est un morphisme de complexes. De plus, on voit que le noyau
de ce morphisme est le cone de 'identité sur Y. Ainsi, ce noyau, pris dans la catégorie
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des complexes, est isomorphe a 0 dans la catégorie homotopique. De plus, (i) — X[1]
est clairement surjective est scindée. On a alors une suite exacte courte scindée dans

C™Y(A — o)
0 ——ker(¢(i) — X[1]) —= € (i) X[1] 0

et d’aprés le Lemme 15, dans la catégoie abélienne C*Y(A —9100), on a I'isomorphisme
C (i) ~ ker(€(i) — X[1]) & X[1] ~ € (idy) & X[1],
et donc, dans la catégorie K*Y(.A), on a
€ (i) ~ X[1].

Ensuite, comme on peut le voir par investigation directe, les diagrammes suivants com-

mutent

% (a) — X[1] X[ =y

et le cas

|

% () — % (i)

est alors aisément vérifié. On a donc I'isomorphisme désiré.
D’autre part, on peut appliquer cing fois cette étape et ensuite ?[—2] pour obtenir

0 XY —-%(a)—1=X[1]

O Y—=%(0) = X[1] =V
@ o)Xy g ()]
® x1]yn e @n 2 xpe
@® Y[l X Y]

® Fl X y-P-()2

® “l)-1]2=X 2y ()

et ce dernier triangle est donc distingué. K*¥(A) vérifie donc 'axiome TR2.
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Vérifions maintenant TR3. Soit le diagramme dont le carré gauche commute

XY ——%(a) —= X]1]

b

X 2y — (o) —= X'[1].
On doit trouver ¢ : €(a) — € (a/) rendant commutatif

X—oy —~@(a) —= X[1]

T

X 2y — (o) — X'[1].

Uy

Posons

0

Montrons qu’il s’agit 1a d’un morphisme de complexes, c¢’est-a-dire que le diagramme

suivant commute
1 dz{

Co = (5"1 0) Xy DY, X @Y

Xn—l & Yn Xn—2 N> Yn—l
gnfl 0 5n,2 0
=Cn Cn—1=
( O Tin 0 Nn—1
Xp1®Y, — Xn 2 ®Y,

57172 0 o —df_l 0 . —fnfg o df—l 0
0 M Q1 d?: N Mh—-1°0p-1 Tp-10 dZ

_(deb 00N _(=d 0N (& 0O
ol o0k dY on, oy dY 0 )

Il reste a montrer que ¢ rend bien les carrés dans lesquels il intervient commutatifs. On
a, pour tout n,

§n-10 (idx,, 0) = (&1 0) = (idx;_, 0>°(£"ol 73 )

d’ou la commutativité de

d 0
Xn—l D Yn <l T )Xn—l
gn—l 0
( O 77n> én—l
(idx,_, 0)
Xy @Y X,
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et ceci implique la commutativité de
% (a) — X1
| e
€ (o) — X'[1].

De méme, pour tout n, on a

0 (0N (& O 0
idy, ) " \n) T 00 ) % \idy, )

d’ou la commutativité de
Y —=%(«)

|k
Y —= % (d)
et ¢ vérifie donc les conditions requises. Ainsi, K*Y(A) vérifie TR3.

x Montrons enfin que 'axiome TR4 est satisfait. Commencons avec les morphismes «; :
X? X3 a3 X' 2 X?etay:=aqo0as:

X2

X! a1

On peut alors former les triangles

¢ (a3)
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Montrons qu’il existe d; : €(a3) = F(aq), 03 : €(an) = C(aq) et §y : C(ay) —
E (a3)[1] tels que

G (az) —2= € (09) —= () —2=E(as)[1]

soit un triangle distingué et vérifiant les cinq relations de commutativité du diagramme
octaédrique illustrant TR4. On a

—d! 0
_ 1 2 n—1
as) = (@ At © K ((043)711 di))

cto0 = oo~ (@532 (30, 8)).

nez

_ (idyr 0
5 ._( - m)

est un morphisme de complexes. En effet, on a

idxr , 0 o —dn 0)_(—d}1_1 0 )
0 (Ofl)nfl (043)n—1 di (052)1171 (al)nflodi
—dl_, 0 ) <—cz;_1 o> (z'dxll 0 )

— f— 3 le) n
(a2)n-1 dj o (a1)n (@2)n1 d, 0 (aq)n

d’ou la commutativité du carré
(€ (a3))n

)
2
1_1@Xn(a3)n—l d

(id)g” <a?)n>
X ex3 T X! ,e X3
<<f<a2>m£(a2)nl dn)magl‘unm

Calculons ensuite le cone de d§; et montrons qu'il s’agit (& isomorphisme prés) de €' ()
dans la catégorie homotopique. La composante homogéne de degré n de € (d;) est

et

donc

Xl ,eX2 0X 90X

et sa différentielle (de degré n) est alors

d-_, 0 0 0
8 L (ag)n 2 _di—l 0 0
T idy 0  —diy 0
0 (Oél)n—l (042)n—1 df«b



Avec la projection canonique

X @ X 0X 0 X ——X} ,0X}_,,

on obtient alors une suite exacte courte scindée dans C*Y(A — 9MMod)

0 ker 7 € (61) —= € (idx1)[1] —=0,
d’ou
C(61) ~ kerm @ € (idx1)[1]

et € (idx1)[1] est alors un facteur direct de €(0;) et est nul dans K£%¥(A). De plus,
ker m, = X2, ® X3 et la différentielle de ker 7 est la restriction de 9 a X2 ;@ X2, dont
on obtient la matrice de degré n en supprimant les colonnes et lignes 1 et 3 de J,, c’est

donc
(Oél)n—l dfb
qui est précisément le complexe € («1). Donc €(6;) ~ € (o) dans K*Y(A).
On peut alors former les triangles distingués
X2 x3 P g(an) e X
Xl x3 ﬁ)(g(%) L X1
X1 x2 P gay) e X

—

et en appliquant TR3 au diagramme

X125 X3 = @ (ay) — X[1]

|

X2 X3 - F () — X1

on obtient 3 : € (az) — € (a1) et, par complétion, il existe dy : € (1) — € (a3)[1] tel
que le triangle

C(a3) = E(z) —2= () —2=Ca3) 1]
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soit distingué. On obtient alors un diagramme

¢ (a3)

01

On observe que

. idxl 0 . CY3[].] 0 . 0 0
51_(0 a1>’ 53_( 0 idxs)’ %7 \idye 0)

Il reste & montrer les cing relations de commutativité.

e Montrons que ¥2 0 9; = 3. On remarque que 7, Y2 et 3 sont les projections sur
les premiéres composantes. Ainsi,

a7

Y2001 = (idxl 0) o (id(‘)xl 0) = (idX1 0) = 3.

e Pour montrer que d3 0 fy = (1, on remarque que [ et 55 sont les plongements sur
les secondes cooordonnées et on obtient alors

~(asll] 0 0\ (0
030 = ( 0 idX3> ° (idxs) - (idxs) =M

e Montrons ensuite que (3[1] 03 = d2. On a

, (idx2 0)

71

X2 ® X

X2[1] et
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et donc on a le diagramme commutatif
0 0

X3 dez Xl EB X2

1]®
(idy: 0) /
de2

ce qui entraine I’équation souhaitée.

e Montrons que 7 0 63 = ag[1] 0 72. On calcule

V1003 = (idxz 0) o (0430[1] idgp) = (Oz;;[l] 0) = ag[l]o (id;@m 0) = az[1]os.

e Il reste & montrer que By 0 a7 = d; 0 f3. On a

_ [idxr 0 0\ [0\ [0 B
51 063 N ( 0 Oél) ° (ld}@) o (Oél) o (de3) °n —620@1.

Ainsi, axiome TR4 est satisfait.
Finalement, K*¥(A) vérifie les axiomes TR1, TR2, TR3 et TR4 de la définition 27;
c’est donc une catégorie triangulée. Ceci achéve la démonstration.

O

Corollaire 14. Soient A une sous-catégorie additive de A — Moo, z,y € {+,—,b,0} et
K := K®Y(A). Pour tout triangle distingué

X 2oV —@(a) —= X[1]

et tout complexe Z, on a des suiles exactes longues

Hom (7, € (a)[—2])

|

Hom (Z, ¢ (a)[—1]) =<— Hom x(Z, Y [—1]) <—— Hom x(Z, X[—1])

|

Hom x(Z, X) Hom (Z,Y) Hom,C(LZ,‘g(a))
Hom «(Z, € (a)[1]) Hom «(Z,Y[1)) Hom «(Z, X[1])

|

Hom «(Z, X[2])
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et

Hom (% (a)[~2], Z)

T

Hom k(% (a)[~1], Z) —— Hom x(Y[~1], Z) — = Hom (X[ ~1], Z)

T

Hom (X, Z) Hom x (Y, Z) Hom;C(CTf(a),Z)
Hom (¢ ()[1], Z) Hom (Y'[1], Z) Hom . (X[1], Z)

T

Hom x(X[2], Z)

Démonstration. En effet, comme la catégorie K*Y(A) est triangulée, le résultat est consé-

quence immédiate de la Proposition 15.
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Quatriéme partie
Cohomologie des groupes, foncteurs
dérivés et cohomologie de Hochschild

4.1 Groupes Ext

Nous allons maintenant appliquer la théorie de 'homologie développée dans la partie
précédente & une construction primordiale : les groupes Ext. Ces objets donnent accés a
de précieuses informations sur les modules et permettent notamment de classifier les suites
exactes courtes, en un sens a préciser. Nous allons définir ici les groupes Ext ("ext" pour
"extension") comme étant les espaces classifiant les suites exactes courtes, puis nous verrons
ensuite que ces groupes peuvent étre introduits plus proprement a ’aide de 'homologie. On
peut obtenir d’autres exposés et points de vue sur ces objets dans [14] ou [23].

Nous démarrons par I’étude d’'un phénomeéne particulier concernant les suites exactes et
nous définissons ce que nous entendrons par "équivalence de suites exactes". A cet effet, nous
nous donnons un anneau commutatif K et une K-algébre A, que nous fixons une fois pour
toutes.

Au préalable, rappelons une construction fonctorielle importante liée au Lemme de Yo-
neda : les foncteurs représentables.

Soient M, N, L trois A-modules et « € Hom 4(M, N). Alors, « induit deux morphismes

Hom 4(L,a) : Hom 4(L,M) — Hom 4(L,N)
© — aogp
et
Hom 4(a, L) : Hom 4(N,L) — Hom 4(M, L)
¥ = pouo
Dans le premier cas, on dit que 'on a appliqué Hom 4(L, —) & M 3 N et dans le second,

que 'on a appliqué Hom 4(—, L) & M % N. On dispose du

Lemme 31. Soient U un A-module et

B

0 L—"~M N 0
une suite exacte courte de A-modules. Alors, les suites de groupes abéliens

Hom 4 (U,«a) Hom 4 (U,B)
_ 5

0 ——Hom 4(U, L) Hom 4 (U, M) Hom 4(U, N) (5)

Hom 4 (8,U) Hom 4 (a,U)
_— _—

0 —— Hom 4(N, U)

Hom 4(M,U) Hom 4(L,U) (6)

sont exactes. De plus, si (5) (resp. (6)) est exacte pour tout U, alors 0 L M N
(resp. L M N 0 ) est exacte (cf [31], Proposition 2.42).
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Démonstration. Premiérement, on a
Hom 4(U, 8) o Hom 4 (U, ) = Hom 4(U,fo ) =0

et de méme,

Hom 4(c,U) o Hom 4(5,U) = Hom 4(f o, U) = 0.

De plus, Hom 4 (U, a) est injectif car « est un monomorphisme. Le fait que (5) soit exacte en
Hom 4 (U, M) provient de la propriété universelle du noyau. En effet, v € ker(Hom 4(U, 3))
implique que o~y =0 = o« donc il existe un unique § € Hom 4(U, L) tel que o d =y et
donc v € im (Hom 4 (U, o)), d’o1

ker(Hom 4 (U, 8)) = im (Hom 4(U, «).

De méme, § étant un épimorphisme, Hom 4(5,U) est injectif et la suite (6) est exacte en
Hom 4 (M, U), par propriété universelle du conoyau.

Pour la réciproque, nous ne traitons que le second cas, le premier étant analogue. Hom 4 (5, U)
est injectif pour tout U, donc [ est surjectif. Ensuite,

Hom 4(o,U) o Hom 4(5,U) =0 < Vf: N = U, fofoa=0.

SiU:=Netf=idy,onafBoa=0,doncima C ker . Soit ensuite U := M /iy, o et
soit m : M — U la projection naturelle. Alors m o @ = 0 implique 7 € ker(Hom 4(a, U)) =
im (Hom 4(8,U)), on peut donc choisir ¢ : N — U tel que m = po [ et donc ker § C kerm =

im o donc la suite

L—s -2 N 0

est exacte. O

Remarque 33. 1. Notons que la deuxiéme partie du Lemme précédent peut étre prouvée
en utilisant le Lemme de Yoneda et le fait que la catégorie Fon(A — 9%0d,Ab) est
abélienne. En effet, dire que la suite (5) est exacte pour tout U revient a dire que 1’'on
a une suite exacte dans Fon(A — 900, Ab) :

0 — Hom 4(—, L) —= Hom 4(—, M) —£>HomA(—, N)
et d’aprés le Lemme de Yoneda, ceci donne une suite

n(idy) , &(idar)

L M N .

Pour l'exactitude de cette derniére suite, par exemple si K := kern(idy), alors en
évaluant la premiére suite exacte en K, on obtient que n n’est pas injectif si K # 0.

2. Le fait que Hom 4(U, B) et Hom (v, U) ne soient pas surjectifs en général est un pro-
bléme central, qui peut étre étudié grace aux objets que nous allons définir ici.

Soit M un A-module et soit €23, un premier syzygy de M associé & un module projectif
Py — M. On a donc une suite exacte courte

0 Qur Py M 0.
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Soient N un A-module et ¢ : Q3 — N un morphisme. Nous allons voir que ¢ induit une
suite exacte courte. Soit ¢ : {23y < Py l'injection canonique et soient

LY = {(pw), —t(w)) € N & Py, w € O},

ainsi que
On voit, d’aprés la Proposition 12, que @, est la somme amalgamée associée au diagramme
PM <L— Q]w i> N :

Qu = N Ugq,, Py

Posons
A
N = Qu

n — (n,0)

En appliquant la Proposition 13, on voit que X est injectif et de plus, on a

Qm /N = coker (\) =~ coker (1) = Pu [, ~ M. (7)

On a donc une suite exacte courte
Q) : 0—=N—>Qy—>M—>0.

Ainsi, ¢ @ Q) — N induit un module (Q); et un monomorphisme A : N — Qs avec
Qum /N =~ M. En posant
™ P]V[ — QM

p +— (0,p)

on obtient un diagramme commutatif

0 Qy —— Py M 0

P

0 N —2-Qu M 0

De plus, si A est un monomorphisme scindé, il existe o : )y — N tel que oo\ = idy et alors
p=00lop=comoret:=ocom € Hom 4(Py, N) vérifie ¢ = 1) o 1. Réciproquement, si
1 € Hom 4(Pys, N) est tel que ¢ = 1) o1, on pose

o : Qu — N

(n,p) = n+¥(p)

qui est bien défini car si (n,p) = (p(w), —t(w)) alors o(n,p) = p(w) — (Y o t)(w) = 0 et alors
ogoA(n)=0c((n,0)) =n,dot go=idy et A est un monomorphisme scindé.

Ceci est une occurence d’un phénomeéne plus général.

Définition 39. Si M, N sont deux A-modules et si Ly, Lo en sont deux autres, on dit que
deux suites exactes courtes

0 N Ly M 0
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0 N L, M 0

sont équivalentes s’il existe un morphisme L; — Ly rendant commutatif le diagramme

0 N Ly M 0
0 N L, M 0

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui est une application directe du Corollaire 8 :

Lemme 32. Si le diagramme

0 N Ly M 0

]

0 N Ly M 0

dont les lignes sont exactes commute, alors L1 — Lo est un isomorphisme.

Lemme 33. L ’équivalence des suites exactes est une relation d’équivalence.

Démonstration. En effet, d’aprés le Lemme 32 et en reprenant les notations de la définition
39, L1 — Lo est un isomorphisme et les propriétés de réflexivité, transitivité et symétrie sont
alors claires. N

Lemme 34. 57 les suites exactes courtes

et
0 N-—"ol, oM 0

sont équivalentes, alors « (resp. ) est un monomorphisme scindé (resp. un épimorphisme
scindé) si et seulement si 7y (resp. §) Uest.

Démonstration. Supposons que 7 soit un monomorphisme scindé et soit € : Ly — Lo. Il existe
0: Ly — N tel que 0oy =1idy. Alors idy =0 ovyoidy =cocoaet:=coe:Ly - N
vérifie 1 o a = idy et « est donc scindé. La réciproque provient de la propriété de symétrie
de I’équivalence des suites. De méme, il suffit de montrer que si [ est scindé, alors d aussi.
Supposons donc qu’il existe o : M — L; tel que foo = idy;. Alors, idy = idyjoffoo = docoo
et Y :eo00: M — Ly vérifie § o 1) = idys et d est scindée, d’ou le résultat. O]

Corollaire 15. Deux suites exactes courtes équivalentes sont simultanément scindées.

Nous allons motiver I’étude des groupes Ext par un résultat fondamental :
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Théoréme 9. L’ensemble des classes d’équivalence de suites exactes courtes

0 N ? M 0

est un bijection avec l’espace quotient

Hom 4 (€, N) /(HomA(PM7 N) o)

ot Lyg - Qpp — Py est le plongement naturel, et ce, quel que soit le module projectif Py — M
choist.

Démonstration. Notons F 1’ensemble des suites exactes courtes

0 N ? M 0

et & 'ensemble des classes d’équivalence de telles suites. Procédons par étapes.

1. Etant donné f € Hom 4(25, N), on a déja construit une suite

dont on peut considérer la classe Q_f On a alors une application

Hom 4(Qy, N) — &
f = Q

et pour montrer que ceci définit une application

(1

Hom 4 (S, N) /(HomA(PM, N)ouy)
il nous faut montrer que si g € Hom 4(€2s, N) se factorise

Oy g N

c’est-a~dire si g € Hom 4(Pys, N) o ¢y, alors les suites induites par f et f + g sont
équivalentes. On dispose du diagramme commutatif

0 N Qu(f+g9)—M—=0
O Y
A T
0 N Qu(f) M 0
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et on a g = 1oy Alors, Qu(f) (resp. Qu(f + g)) est la somme amalgamée associée

a Py < Qu N (resp. Py <& Qu I4g N). Posons
idPAI

(0 ) e ()= (725) = (5)
0 ’idpM —lpm o 2. o —Llpm

et ainsi, le morphisme ci-dessus est bien défini. De plus, le morphisme

(‘0 ) Quih) > Quis +9),

On observe que

(z’céN l ) Qu(f+9) = Qu(f)

idP]W

wdy o f+g _ f
0 Z'dpM —Llp —lp
et il vérifie
idy  —I o 1dy [ _ (udn 0 _ (idn l o idy  —I
0 idp, 0 idp,) \ 0 idp,)] \ 0 idp, 0 idp,)’

done Qu(f) = Qu(f + g) est un isomorphisme. Enfin, le diagramme

Qu(/f)
|

0—N—Qu(f+9) —M—0

est bien défini car

0 N M 0

est commutatif. En effet, en notant

n — (n,0)
et
(n,p) = mu(p)
on a
idN -1 om — ZdN -1 o ZdN ’LdN o
0 idp, ) " 0 idp, 0 0 )"
et

Ainsi, les suites

et

sont équivalentes.
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2. Maintenant, si

0 N X M 0

est une suite exacte courte, en utilisant le fait que Py, est projectif et que X — M est
surjectif, il existe un morphisme P); — X rendant commutatif le carré

Py ——= M (8)

]

X—M

et ce, d’aprés la Proposition 6. Par propriété universelle de N = ker(X — M), il existe
un unique morphisme €2;; — N tel que le diagramme

0 Qpr Py ]\H/[ 0
0 N X M 0

commute. Afin de montrer que ceci définit une application

E

Hom 4(€Qy7, N) /(HomA(PM,N) o L)

on doit montrer que si A, : Py — X rendent (8) commutatif, alors les morphismes
induits fy, f, : Qu — N ont la méme classe modulo Hom 4(Ppr, N) o tps. On a le
diagramme commutatif

Pour z € Py, on a

BA(z) = u(2)) = BoA(z) = fop(z) = mu(z) — mu(z) = 0

donc (A —p)(2) € ker 8 = im « et il existe un unique y, € N tel que (A — p)(2) = a(y.)

et soit
0 PM — N

z = Y,

Soit ensuite z € €23,. On a

ao (fy=fu)(@) = A= p)ouu(z)

et pour y := O ouy(r) € N,on a (A— pu)owy(x) = a(y) et comme « est injectif,
(fx— fu)(x) =00 uy(x) et donc fr — f, = 6 o, ce que on voulait.

3. Montrons a présent que deux suites exactes équivalentes

0 N X M 0
0 N Y M 0
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induisent des morphismes qui différent d’un élément de Hom 4(Py, N) 0 1. On a le
diagramme commutatif

0 O =25 Py =M M 0

lfx nx

0 N x X 0
|

0 N,y 2 N 0
Tfy ny

0 O =25 Py =M M 0.

Alors, ny et A onx sont des morphismes rendant commutatif le diagramme

PM%M

Yy 25
Ainsi, les morphismes 23, — N induits par ny et A o nx ont méme classe. Mais on a
ayo fxy =ayoidyo fx =Aonx oy

et donc le morphisme induit par Aony a méme classe que idyo fx = fx et le morphisme
induit par ny étant fy, on en déduit que fx et fy ont méme classe, comme voulu. On
a ainsi définit une application

£ S Hom 4(24s, N) /(HOHlA(P]VIJN) o) -

. Ensuite, comme €2,; n’est défini qu’a module projectif prés, on doit étudier ce qu’il se
produit si 'on remplace Py par un autre module projectif P, avec Py, — M et Qyy
par ;. Montrons qu’en fait on a

Hom a(@: )/ (Hom 4(Par, N) o 1) = HOm a0 N) [ Hom 4 (P, N o 14,).

ot )y, : 4, — Py, est le plongement naturel. Py, — M est surjectif et Py est projectif,
donc il existe ¢ : Pyy — Py, tel que

Py M

Py
commute. De méme, il existe ¢ : Py, — Py tel que on ait la commutativité de

M

Py
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Mais, dans ce cas, le diagramme suivant commute

0 Qur Py M 0

..

0—=Q), —=P),—=M—=0

et par propriété universelle de )y = ker(Py — M), il existe un unique Q(¢) : Q) —
Qs rendant commutatif

0 Q]V[ PM M 0
1]
0 ), P, M 0

Ainsi, un morphisme €3, —— N induit, par composition, un morphisme Q}, — N
Q)

Qu —= N . De plus, si @ = B oy pour un 8 : Py — N, alors

aoQ(Y)=LFoiyoQ)=pFooly, =050ty

ot f' := [ o). Ainsi, le morphisme

défini par Q)

Hom a(%r, V) / (Hom 4(Py, V) o 1ar) — BOm A0 N) /(Hom 4(Ply, N) o 1))

«a — ao Q1)

est bien défini. De méme, ¢ induit un morphisme

Hom (. N) /(Hom 4(Pyy, Ny o ty,) = Bomal@:N) / (Hom 4(Pys, V) o 1)
a - oo (p)

Montrons que
a—aoQ(Y) o) € Hom 4(Py, N) oy
a—aoQ(p)oQ(Y) € Hom 4(Py, N)o ity -

Par symétrie, montrons seulement la premiére appartenance. Quitte a composer a
gauche avec «, il s’agit d’établir que

idQM - Q(¢) © Q(‘P) € HOIl’lA(PM, QM) Ol

Pour cela, il suffit de montrer que si ¢d;; se reléve en un endomorphisme x d’un module
projectif P — M, alors le morphisme induit sur les noyaux (les syzygies) ne différe de

. . . N LM
idq,, que par un morphisme se factorisant a travers 2y, — P :

0 Qu P M 0
o ]
0 Qs P M 0

En effet, id,; se reléve a travers
Py——M

[ |

PM—>M
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il existe alors o : Py — Qs tel que
idq,, — Q1 op)=7douy.
D’aprés I'étape 2, il existe v : Py — 2y tel que
Q0 0) — Q1) 0 ) =7 tar.
Mais dans ce cas,
ida,, — (1) oQ(p) = ida,, +yorn—QYop) = idg,, +vyoLy+doty —ida,, = (y+5)oi,

comme souhaité.
Du diagramme

0—Qp—= P — M ——0
o |
00— Qp—= P — M ——0

on peut soustraire I'identité de toutes les colonnes et on doit alors montrer que, dans
le diagramme

0 Oy M p "M N 0

o o |

0—>Qy > P> M ——0

™™

(o v := x —idp), Q(v) se factorise a travers ¢ps : Qpy — Ppr. Mais comme 7y 0v = 0,
par propriété universelle de Q,; = ker(my,), il existe un unique g : P — Qy tel que
Ly o = v. Mais ceci entraine

Ly O oLy =voiy =ty o Qv),
et ¢ys étant injectif, on en déduit
o = Qv),

ce que 'on voulait démontrer.

. Enfin, on doit prouver qu’étant donné un diagramme

0 Oy~ Py =M M 0

R

0—=N—“2sx -2 M50

il existe un morphisme \ : Qy/(f) — N rendant commutatif le diagramme

a B
0—N——=Qu(f) —M—0
A

!

0—sN—Y X" M+

En effet, la commutativité de ce dernier diagramme implique qu’envoyer une suite

E: 0 N X M 0
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sur le morphisme f¢ : )y — N construit plus haut, puis envoyer fe sur la suite
0——=N—=Qu(fe) —= M —0

est I'identité, a équivalence des suites prés. Ceci montrera que

=00 =1ids.
Soit donc
A Qu(f) — X
(n,p) = v(n)+g(p)

Ceci est bien défini car

M(F(w), —r(w)) = vo f(w) = gouar(p) =0

et on a

poX(n,p)) =pov(n)+pogp) =mulp) =B((n,p))

ainsi que

Aoa(n) = A((n,0)) = v(n)

et on a le morphisme voulu.
La composition inverse est plus simple : un morphisme f : 2, — N est envoyé sur

0—>N——Qulf) —=M——=0

et comme le diagramme

0 Qur Py M 0
S
0 N Qu(f) —M—=0

commute, la suite
0—=N—Qu(f) — M —0

est envoyée sur un morphisme ), — N ayant méme classe que f d’aprés 'étape 2. On
en déduit alors que

@ o= = Zd Hom 4 (Qp,N)
Hom 4 (Pps,N)oups

et on obtient finalement la bijection désirée.
O

Définition 40. Soient M, N deux A-modules et P,; un module projectif induisant une suite
exacte courte

0 Qs Py M 0.

Appliquer Hom 4(?, N) & cette suite permet de définir le groupe Extl (M, N) par la suite
exacte

Hom 4 (¢ar,N)

Hom 4(Py, N) Hom 4(24s, N) Ext ! (M, N)

Autrement dit,

Ext } (M, N) := Hom 4 (2, N) /(HomA(PM,N) olnr)-
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Remarque 34. D’aprés le Lemme 31, on a méme une suite exacte
0 — Hom 4(M, N) — Hom 4(Py;, N) — Hom 4(Qy;, N) — Ext 4} (M, N) —0.

Comme nous Pavons vu dans le Théoréme 9, Exth (M, N) classifie les suites exactes
courtes

0 N X M 0

a équivalence pres. Ainsi, Ext 4 (M, N) ne dépend ni du module projectif Py, ni de 1’épimor-
phisme Py; — M choisis.
De plus, pour tout module projectif P, on a

Ext 4 (M @ P, N) ~ Ext (M, N).
En effet, par définition, il s’agit de montrer que
Hom 4(Qumap, N) /(HomA(PM@P, N)oj) = Hom 4(€r, N) /(HomA(PM,N) o 1s)

Oflj : QM@p — P]\/[@P et 1o Q]\/j — Py OnaPMEBP — M & P et d’aprés le pOiIlt
précédent, comme Qy ~ ker(Py & P - M @ P), on a

Hom 4(Qurep, N) /(HOI’HA(PM@F, N)oj) = Hom 4(Qa, N) /(HomA(PM,N) o 11)
ol 1 : QO — Py @ P. 11 suffit donc de montrer que

X := Hom 4(Q, N) /(HomA(PM, N)ou) = Hom 4(Q, N) /(HomA(PM,N) o1y) =Y.

On a le triangle commutatif

Q)¢ 1 Py@P

Py

On a deux morphismes canoniques potentiels X — Y et Y — X, réciproques 'un de 'autre.
Il nous reste donc & montrer qu’ils sont bien définis. Si f = 0 dans X, il existe ¢ : Pyy®P — N
tel que f =por. Onaalors foir; = fokowy =1 oy avecy:= fok: Py — N et alors
f =0dans Y. Réciproquement, si g = 0 dans Y, il existe ¢ : Py; — N tel que g = po1,. Soit
alors la composée 1) : Pyy @ P — Py 5 N. Onatou =thokoty =v((12,0)) =poiy =g
et g = 0 dans X, d’ou le résultat.

Nous allons voir ici que 'on peut définir une notion de somme sur ’ensemble & des classes
d’équivalence de suites exactes courtes

0 N ? M 0

Cette opération est appelée la somme de Baer. Nous allons donner ici rapidement la construc-
tion.
Soient f1, fo : Q3 — N deux morphismes et les suites associées

Qs : 0 N2 X, B M 0
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v2

Qp @ 0 N Xy M 0
Ceci induit une suite exacte courte naturelle
0—=NaeN-=XoXy~MoM—0
ol v = <V01 UOQ) et p = (%1 '32> On note encore Ay : M — M @& M le morphisme
diagonal défini par m +— (m,m) et Z; le produit fibré de X; & X, AM @MY M, ie.
Zy ={(z1,29,m) € X1 B Xo ® M ; py(z1) =m = po(z2)}
Soient encore les morphismes naturels
T : NN — Z1 T Z
(nm2) = (), ma(ma),0)

On a donc le diagramme commutatif

0—=NON X dXo-L M M—=0

0—=N®N— Zy - M 0

On a ensuite
ker(7) = {(z1,22) € X1 & X 5 pa(z1) =0 = po(22)} = im (1)

donc la suite 0 — N @ N Z1 M 0 est exacte. Soit Vy : N® N — N le
morphisme codiagonal (ny,ny) — ny + ny. On définit Z comme la somme amalgamée de

ZiENo NN, ie.
Z:=(Zi®N) /{(ul(xl),yg(xQ),O, —(ny +n3)), ni,ny € N}-

Sit:N—Zi &N —»Zetsif:2, — Z &N — Z sont les morphismes naturels, on a un
diagramme

0—=N&N 7 M 0
oy b
0 N———7—"=M 0
La seconde suite est exacte car
Z/Nl-’Zl/VU\[@N) ~ M.
On vérifie aisément que la construction de cette derniére suite est bien définie et

0 N A M 0

est alors appelée la somme de Baer de @)y, et Q)s, et on la note Qy, +5 Qf,. On résume cette
construction par le diagramme

0—=N®N L X8 X, a Mo&M—-=0
H pT produit fibré TA M
0—=N®N L Z a M 0
v Nl somme amalgamée l f H
0 N - Z u M 0

La somme de Baer trouve son intérét dans le résultat suivant :
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Proposition 23. La somme de Baer +p définit sur ’ensemble & des classes d’équivalence
de suites exactes courtes

0 N ? M 0

une loi de groupe abélien et on a un isomorphisme de groupes

(&, +5) ~ (Ext (M, N),+).

Démonstration. En conservant les notations adoptées dans la construction, il s’agit de mon-
trer que Qf, +5 @, et Q4+, sont équivalentes. On procede en deux étapes :

1. On commence par construire une suite exacte courte auxiliaire équivalente & Qy, 4 y,.
Remarquons que 'on a un diagramme commutatif naturel

TAQM TAPM ]AM

0 Qur Py M 0

Définissons 71 := (Py @ Pyr) X prem M 1e produit fibré de Ay,. Par propriété universelle
du produit fibré, il existe un unique morphisme P,; — Z; tel que le diagramme

T T produit fibré ]

0 Qur Py M 0

commute. Soient ensuite Zy := (N & N)Uq,,a0,, Z1 la somme amalgamée de (fi, f2) et
Z3:= N Ungn Z> la somme amalgamée de V. On a alors le diagramme commutatif

0 N Zs M 0
Vy| somme amalgamée
0——=N&N Zs M 0
(f1,f2)| somme amalgamée
0——Qu @& Oy Zy M 0
Aq,,
0 Qur Py M 0
Jit+f2
0 N Z M 0

et notons (x) la suite
0 N L3 M 0.

Maintenant, on a le carré commutatif

Qs fi+fe N

.
Qp @ QMMN e N
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Donc, par propriété universelle de la somme amalgamée, on obtient

QM—>PM

f1+f2L

ce qui donne le carré
N —— Z;

|k

N—Z7

et par propriété universelle de M = coker (N — Z) on a la commutativité du carré

Z3—M
o
ZJ——=M
et il vient alors
0 s 0
|
0 N A M 0
d’ou Péquivalence Qg 4, ~ (%).
2. Soit ensuite le diagramme
(a) 0——N&N Zy M 0
H produit fibré LA M
0——N&N Z3 MeM—-0

(fl,fg)T somme amalgamée H
0—=QudQy—Py®Py—MedM—0
H produit fibré TAM

(f1,f2) | somme amalgamée H

b)) 0——=N&N Z M 0

Il suffit de montrer que les suites (a) et (b) sont équivalentes. En effet, si tel est le cas,
on effectue une somme amalgamée de Vy sur (a) et (b) et les suites résultantes seront
encore équivalentes. Or, en passant a la somme amalgamée, (a) devient Qf, +p5 Qy, et
(b) devient la suite (x) de la premiére étape. On aura alors Q, +5 Qg ~ (¥) ~ Qp 4/,
et le résultat sera acquis.

Montrons donc que (a) ~ (b). Par propriété universelle de Zy = (N @ N) Uq,,e0,, 215
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on a un unique morphisme Z, — Z3 rendant commutatif le diagramme

0—=N&N Zy M 0
H Lproduit fibré LAM
0—N&N—Z3—MEM——0

|

0—=N&N Lo M 0

Mais, par propriété universelle de Zy, = M Xpqn Z3, il existe un unique Zy — Z4 tel
que le diagramme

0—NO®ON Zy M 0
0—NO®ON Zy M 0

commute. Ceci montre 1’équivalence souhaitée et achéve la preuve.

On peut ensuite définir les groupes Ext de plus haut degré :

Définition 41. Soient M, N deux A-modules et

Oit1 0 Oi—1 02 o1

do
2 p e p

Py—=M 0

P, P

une résolution projective de M. On pose
Ext % (M, N) := Hom (M, N)

et, pour tout n € N*, on définit

Bt (01, V) 1= Kex(Hom a(@n. M) /i (Hom (91, V)

On voit qu’ici un examen minutieux de la construction est nécessaire, afin d’assurer la
cohérence des définitions. Ceci motive les deux lemmes suivants :

Lemme 35. Les Définitions 40 et 41 de Ext (M, N) coincident.

Démonstration. On observe que la suite

0 Oy =P —==M 0
est exacte et, d’aprés la Définition 40, on obtient Ext (M, N) comme étant
HOIHA(QM; N) /(HOHIA(P(),N) o L)

qui est précisément le conoyau de

Hom 4( Py, N) —2mat)

Hom 4(Q, N)
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tandis que la Définition 41 exprime Ext ! (M, N) comme étant

ker(Hom 4(91, M) /i (Hom 4(85, N)-

Mais, on a
ker(Hom 4(0y, N)) o {a € Hom 4(P;,N) ; a0y =0}
et
Qy = kere =im gy = im,
ainsi que

coker 9 = I /im (Oh) = P /ker(@o) ~im (0y) = Qs

et comme, pour tout « € ker(Hom 4(01, N)), on a cod; = 0 = Jy00;, par proptiété universelle
de coker (01) = Qyy, il existe un unique 6 € Hom 4(Qx, N) tel que 6 0 dy = a. On obtient
donc un isomorphisme

Hom 4(Qas, N) = ker(Hom (01, N))
) — 50(90

Ensuite,
im (Hom 4(0y, N)) = {B 0 0y, B € Hom 4(Fy, N)}

={B o, B € Hom (P, N)} = im (Hom 4(z, N))

puisque im ¢ = ), = im 0y ; Finalement,

Hom 4(Qy7, N) /(HomA(PQ,N) 1) Hom 4(Qr, N) /jm (Hom 4(¢, N)
et
Hom 4(2ar, N) /im (Hom (¢, N) = ker(Hom 4(91, NV)) /im (Hom 4(0p, N))»

comme souhaité. O

Lemme 36. La construction de la Définition 41 ne dépend pas de la résolution projective
choisie.

Démonstration. Le deuxiéme point de la Remarque 34 montre que Ext (M, N) ne dépend
pas du choix de la couverture projective utilisée pour définir Ext L (M, N). Par construction,
on a

Ext’ (M, N) = Ext 4 (Q4,', N), Vi > 1.

On sait que €, est bien défini & facteurs directs projectifs et isomorphisme prés, il en est
donc de méme pour Qﬁvjl. Il nous faut donc montrer que si ) est un module projectif, on a

Ext L (Q),' ® Q, N) ~ Ext (4,1, N).

Mais on sait que c’est le cas, en utilisant le Lemme 35 et le troisiéme point de la Remarque
34. O
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Terminons cette section par quelques propriétés élémentaires des groupes Ext. Les deux
derniers résultats ne seront pas utilisés dans la suite et ne sont donnés ici qu’a titre culturel.
Aussi ne démontrerons-nous pas ces faits. On pourra consulter [40] (pages 96-101) pour des
preuves complétes.

Lemme 37. Soient My, My et N trois A-modules. Pour tout n € N, on a
Ext (M, & My, N) =~ Ext (M, N) ® Ext (M, N)
et

Ext % (N, M; & M,) ~ Ext™(N, My) & Ext (N, M,).

Démonstration. Considérons une résolution projective de N :

Py Py Py N 0.
On peut alors lui appliquer
Hom 4(—, My @ Ms) ~ Hom 4(—, M;) & Hom 4(—, My)
et en notant M := M; & M, on obtient le diagramme commutatif

-+ <——Hom 4 (P, M) <—— Hom 4(P;, M) <—— Hom 4(Fy, M)

HOHIA P27M1) HOIDA PlaMl) HOHIA Po,Ml)
c— @ ~ o ~ @

HOIHA(PQ, M2) HOmA(Pl, MQ) HOH]A(P(), MQ)

et ceci nous donne le second isomorphisme.
Le premier isomorphisme s’obtient en utilisant le fait qu’une résolution projective de M,

Py Py Fo M, 0
et une résolution projective de M,

Q2 o Qo M, 0

induisent une résolution projective

=P ®Q——P O —R&Q—>M—0
de M. On obtient alors le diagramme commutatif

-+ <——Hom 4(N, P, ® Q2) =—— Hom 4(N, P, ® Q1) =—— Hom 4 (N, P, @ Qo)

Hom 4 (N, P,) Hom 4(N, Py) Hom 4(N, Fy)
- D - > ~ D
Hom 4(N, Q») Hom 4(N, Q1) Hom 4 (N, Qo)
d’oul le premier isomorphisme. O
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On peut généraliser légérement ceci, en utilisant quasiment la méme démonstration :

Lemme 38. Pour un ensemble I, des familles (M;)icr, (N;)ie;r de A-modules et M, N deux
A-modules, on a les isomorphismes

Ext’} <M,HN¢> s HEX‘EZ(M, Ni),

el el
Ext ", (@Mi,N> [ Ext iz, N).
el el

De plus, si I est fini, alors

Extﬁ(@Mi,N> P Exty(M;, N).

el i€l

Lemme 39. Soient A et B deux K-algébres. Supposons qu’il existe un morphisme de K-
modules B — A (munissant ainsi A d’une structure de B-module). Alors, pour tout A-module
M et tout B-module N, on a

Ext(A®p N, M) ~ Ext3(N, M), ¥Yn € N.
De plus, si A est un B-module projectif, alors
Ext(M,A®p N) ~Ext3(M,N), ¥n € N.

Lemme 40. Soient T un A-module et
0 M N L 0

une suite exacte courte de A-modules. Alors, on a une suite exacte

Ext (T, M) — Ext } (T, N) — Ext 4 (T, L) .

Remarque 35. Soient M, N deux A-modules. Comme nous l’avons vu en Section 3.2, une
résolution projective de M :

Oit1 0; Oi—1 o

01
T AT | P’L

X Py M 0

Py P

peut étre vue comme un complexe de chaines borné a droite et en lui appliquant le foncteur
contravariant Hom 4(—, V), on obtient un complexe de cochaines

0 —— Hom o(M, N) 224N fom 4 (Py, N) 224D Hom 4 (P, N) 22mallel)
Alors .
Ext (M, N) % ker(Hom 4(0,, N)) /im (Hom 4(9_1, N))
est le n®™® groupe de cohomologie du complexe ainsi formé. Sa cohomologie est donc

oo
Ext (M, N) = @) Ext (M, N).

n=0
Une telle construction peut se généraliser et constitue ce que I'on appelle le "foncteur dérivé",
comme nous le verrons en 4.3.
Enfin, on peut redémontrer le Lemme 36 en utilisant la théorie des complexes. En effet, les
Corollaires 11 et 12 montrent directement que la cohomologie Ext 4(M, N) ne dépend pas de
la résolution projective choisie pour M.
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4.2 Cohomologie des groupes et classification des exten-
sions

Nous allons étudier ici une application de la construction précédente au cas des groupes,
et ainsi former ce que 1'on appelle la "cohomologie d’un groupe". Cet objet donne des infor-
mations sur les relations qu’entretient un groupe donné G avec un "G-module". Nous allons
donner une interprétation des espaces de cohomologie de petite dimension (typiquement 0,
1 et 2) et de plus, nous verrons que le second espace de cohomologie permet de classifier les
extensions (suites exactes courtes) de groupes.

Pour formaliser ceci, on définit tout d’abord la notion d’algébre d’un groupe, qui permet
d’étendre le concept de représentation. On se donne donc un groupe G et un anneau com-
mutatif R, que nous fixons.

Définition 42. [’anneau de groupe RG (ou R[G]) comme R-module est défini par

RG ::@R-eg,

geG

ou, pour g € G

eg = (Oyn)nec € PR (R-e,~ R, Ygeq),
heG

avec 0,5 le delta de Kronecker (6,, = 1 si ¢ = h et 0 sinon). RG peut étre muni d’une
structure de R-algebre via

(Se) (So) =S ()5 (e o

geCG heG 9€G \hk=g geG \heG

De plus, un module sur ZG sera appelé un G-module.

Remarque 36. Le groupe des unités (RG)* de RG contient G comme sous-groupe via I’ho-
momorphisme

G — (RG)*

g — 1l-g
L’image de ce monomorphisme sera encore notée G' et on notera également e, = g € RG. En
fait, le lemme suivant montre que RG est universel pour cette propriété.

Lemme 41. Soit A une R-algébre. Pour tout morphisme de groupes a : G — A*, il existe
un unique morphisme de R-algébres B : RG — A tel que fig = «.

Démonstration. Pour obtenir une application R-linéaire RG — A qui coincide avec « sur G,

on doit définir
g RG — A

ZgEG Tg€g deG rea(g)

De plus, en définissant [ ainsi, on a

((Ze) (o)) (S () ) 2 ()
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5 (Z ) Bley) = (Z rgmeg)) ~ (Z sgﬁ(eg)> =8 (Z ) 8 (Z ) 7

geG \heaG geG geqG geqG geG
d’ou le résultat. ]

Lemme 42. Pour tout entier n € N* et tout morphisme de groupes p : G — GL,(R), il
eziste une unique structure p de RG-module sur R™ telle que pic = p. De plus, si K est
un corps, la restriction & G du morphisme de structure p : KG — Endg (M), avec M un
KG-module, induit une représentation de G dans K, de degré dimg (M).

Démonstration. Par définition, GL,,(R) = M, (R)* et le Lemme 41 implique qu'’il existe un
unique RG % M, (R) avec pi¢ = p. O

Remarque 37. Autrement dit, ce Lemme construit la structure de module sur R™ de la facon
suivante. Supposons que l'on ait p : G — GL,(R). Alors

p RG —  Endg(R")
deGTgeg = deGrgp(g)

est un morphisme de R-algébres.

Ceci montre également qu’il n’y a pas de distinction a faire entre les K G-modules et les
K-représentations de G. Une représentation n’étant définie que sur un corps, la notion de
RG-module, pour R un anneau commutatif, est plus appropriée pour définir le concept de
représentation d’un groupe dans R.

Comme nous allons le voir, I’algébre d’un groupe est aussi un outil fondamental dans I'é¢tude
de la cohomologie des groupes.

Définition 43. On définit le morphisme d’augmentation de RG par

€ RG — R
decrgeg = decrg

Son noyau ker(e) =: I(RG) est I'idéal d’augmentation de RG.

Remarque 38. 1(RG) est engendré par 1 — g € RG, ou g parcourt G. En effet,

xr = ngeg € ker(e) & ng =0 r=a— (Z@) e = ng(eg—el) = ng(g—l).

geG geG geG geG geG

Définition 44. Soient G un groupe et M un G-module.
Pour n € N, on définit le n'®™® espace de cohomologie du groupe G a coefficients dans M
comme étant le groupe abélien

H"(G,M) = Ext7.(Z, M),

ol Z désigne le ZG-module trivial. On peut aussi définir la cohomologie de G :

H*(G,M) := @ H"(G, M) = Ext 5(Z, M).
n=0
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Remarque 39. La terminologie trouve son explication dans la Remarque 35 de la section
précédente.

Nous allons maintenant décrire les espaces H"(G, M) pour n € {0, 1,2} et donner quelques
unes de leurs propriétés élémentaires.

Commencons par le degré 0. Par définition, si M“ désigne le module des G-invariants de M :
M :={meM; g-m=m, Vge G},

(M€ est 'ensemble des points fixes de M sous laction de G), alors on a

HY(G, M) € Ext Y, (Z, M) = Hom 56(Z, M) = M€

Pour le degré 1, nous avons déja quelques calculs a effectuer. ZG étant par définition libre,
une facon naturelle d’amorcer une résolution projective de Z est

0—I(ZG) —>7G —~=+7—=0.

I(ZG@) est alors un premier syzygy de Z. On définit les dérivations de G dans M :
ZNG,M) = AG,M):={f:G— M; Vg, heG, f(gh)=gf(h)+ f(9)}

ainsi que les dérivations intérieures de G' dans M :

BYG, M) :=ANo(G,M) :={f:G—M; ImeM; Vge G, f(g) =gm—m}.

On dit aussi qu’une dérivation (resp. une dérivation intérieure) est un 1-cocycle (resp. un
1-cobord).

Proposition 24. Sous ces hypothéses, on a un isomorphisme

HY(G, M) ~ Z(G, M) /Bl(G’ M) = AG.M) /AO(G7M>.

Démonstration. Soit

02

une résolution projective de Z. On observe que

ker(Hom z¢(01, M)) ~ Hom 76 (I(ZG), M).

En effet, on a coker (9;) = F1 /im (8y) = P /ker(@o) =1im (0y) = ker(e) = I(ZG) et si ¢ €
Hom z¢(Py, M) est tel que pod; = 0, par propriété universelle de I(ZG) = coker (0,), il existe
un unique 0, € Hom z¢(I(ZG), M) tel que d,0j = ¢ ot j : P — coker (0y) est la projection
canonique. Réciproquement, si § € Hom z¢(I(ZG), M), alors s := § o j € Hom z¢ (P, M)
vérifie s 00y = d o jod; =0, d’oll un isomorphisme

ker(Hom 7¢(01, M)) = Homyze(I(ZG), M)
© > 0y
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Ensuite, on a clairement une injection
Hom 76(1(ZG), M) — Hom z(1(ZG), M).

Inversement, pour que ¢ € Homz(I(ZG), M) soit un élément de Hom z¢(1(ZG), M), il faut
et il suffit que pour tout A = dea A9 € ZG, et tout x € I(ZG), on ait

D Alg - ela) = (Z Agg) p(z) = Mp(z) = p(Az) = ¢ (Z (g w)) = Agplg - @),

geG geG geG geG
ce qui revient a imposer

plg-x)=g-p(x), Vo € I(ZG), Vg € G,
qui est encore équivalent a

plg(h —1)) = gp(h—1), Vg, h € G,
puisque {h — 1, h € G} engendre I(ZG). D’autre part, pour tous g,h € G on a g(h — 1) =
gh—h=(gh—1)—(g—1) et donc
ker(Hom 7¢(01, M)) = Hom z6(1(ZG), M)
={p € Homz(I(ZG),M) ; ¢(g-z) =g-¢(z), Yz € I(ZG), Vg € G}
= {p € Homz(I(ZG), M) ; gp(h —1) = ¢(g(h — 1)) = ¢(gh — 1) — (g — 1), Vg,h € G}
={f:G— M; gf(h) = f(gh) — f(g), Vg,h € G} = A(G, M) = Z}(G, M).

Ensuite, on a un isomorphisme canonique

~

im (Hom z¢(0p, M)) — im (Hom z¢(¢, M))

pody > polL
d’out
im (Hom 75(0, M)) ~ im (Hom z¢(¢, M))
= {f € Hom z6(I(ZG), M) ; Jp € Homzc(ZG, M) ; f=¢po}
et on a

Hom z6(ZG, M) =
© —
Ainsi, pour tout f € im (Hom zg(¢, M)), il vient

flag=1)=poulg—1)=pg—1)=p((g—1)-1) =(g—1) - (1) = (g — 1)m = gm —m.

Par conséquent, on a

o(1) =:m

im (Hom 75(0y, M)) = {f € Hom z¢(I(ZG), M) ; o € Hom z6(ZG, M) ; f=poi}

= {f € Homz6(I(ZG), M) ; 3m € M ; f(g—1) =gm —m, Vg € G}
={f:G—=M;3ImeM; f(g)=gm—m, Vg G} = Ay(G, M) =BG, M)

et donc
Hl(Gu M) = EXt%G(Zu M)

def ker(Hom 76(8;, M)) /im (Hom 75 (0o, M)) = A(G, M) /AO(G, M)-
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Le degré 2 requiert plus de travail. Pour calculer H*(G, M) © Ext 2.(Z,M), on doit

trouver explicitement une résolution projective du module trivial Z, de facon a convenir a
tout groupe G. Dans le cas des algébres, cette résolution s’appelle la "résolution bar". Nous
étudierons ceci plus tard.

En utilisant le fait que

0—I(ZG) > 7ZG —~>7——>0

est une suite exacte courte et que ZG est libre, on doit trouver un G-module projectif P et
un épimorphisme P — I(ZG). On considére P := ZG ®z ZG avec action de ZG sur le terme
de gauche. D’aprés le Lemme 5 de 'annexe, on a que P = Z(G x G) est libre, donc projectif.

Remarque 40. Afin d’alléger les notations, on pose
7.G°" = R LG
i=1

(i.e. ZG®™ := ZG Ry, - - - ®7z ZG n-fois), avec action sur le terme de gauche. ZG®" est alors
appelée la n°™¢ puissance tensorielle de ZG.

Posons
762,26 % 76
Ga®g = gi(ge—1)

Oy est bien défini et I(ZG) étant engendré par {g — 1, g € G}, on voit que im (0y) = I(ZG).
Soit ensuite

Q :=7ZG® =7G R, 7G R4, 7G = 7.G Ry (ZG @1, ZG) = ZG @7 Z(G x G) = Z(G x G x G).
Q@ est un G-module libre donc projectif et on peut définir

72G® % 7.G®*
N RVGRgs = 192X g3 — 91 K G293 + 91 @ go

alors 0; est ZG-linéaire et déterminée par le cas g; = 1. On calcule
Dod(1®ga®gs) =0(g2® 93— 1@ gags +1® g2) = galgs — 1) — (gaga — 1) + g2 — 1 =0.
Enfin, on introduit
ZG*' B 7G®?
défini par
D391 QG2 ®Ggs®gar> 9192 ® gz @ ga — g1 @ G2g3 @ ga + 91 @ g2 @ g3ga — g1 @ g2 @ g3
et comme précédemment, on vérifie que
0y 00, =0.

On définit ensuite trois applications Z-linéaires

7G M zge? zge? M gaes 7zGes 13 7Ge
g = 1®g g1®g — 1®g &g G1RGRg — 1®791 ®g®gs
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et on observe que
61 o hl + ho o 80 = idzg@Q
02 o hg + hl o 81 = idzg®3

En effet, on a
(O1oh1+hgodp)(1®g) =h(1®1®g)+ho(9—1) =1®g-1R®g+1®1+1®(9—1) =11y,
ainsi que

(O20hy+h1001)(1®gRh)=0(1R®1®gRh) +h(g®h—-1Q0gh+1®g)
=1®g9h-109Rh+1010gh—-101®g+1Q09gRhA—-—1R®1Qgh+1R®1®g=18g&h.
Ensuite, si u € ker(dp), alors

O1(hy(u)) = —ho(0p(u)) +u=u = u € im(d)

et de méme, v € ker(0;) = v € im (0y). Ainsi, la suite
02

o1 0o

ZG@Q

ZG®4 ZG®3

7G —=-7 0 (9)

est exacte, c’est donc le début d’une résolution projective de Z.

Un élément de Ext2,(Z, M) est donné par un morphisme de G-modules ¢ : ZG®* — M tel
que ¢ o Jy = 0. Deux morphismes ¢ et ¢’ sont égaux dans Ext3,(Z, M) si et seulement s’il
existe 1 : ZG®? — M un morphisme de G-modules tel que ¢ — ¢’ = 1) 0 9;. Comme ¢ et
1 sont supposées ZG-linéaires, leurs valeurs sont déterminées par les éléments de la forme
1 ® g2 ® g3 pour ¢ et 1 ® go pour 1. La condition ¢ o 0y = 0 s’écrit

0=0oh(l1®g®g®g9) = (2 ®7g3®91) — (10 9293 @ ga) +P(1® g2 @ g391) — (1R g2 @ g3)

= 0(1®g3®0g1) — 0(1 ® 9293 ® g4) + (1 ® g2 ® g3g4) — (1 ® g2 @ g3)

et en posant f(g2,93) := ©(1 ® g2 ® g3), on a que f : G x G — M donne un élément de
H?*(G, M) si et seulement si, pour tous gs, g3, 94 € G, on a

92£ (93, 94) — f(9293, 91) + f(92, 9394) — f(92,93) = 0.

La différence de deux telles applications f, f' est nulle dans H?(G, M) si et seulement si
f— [ =1 00;. De nouveau, 0; et ¥ étant ZG-linéaires, il suffit de calculer la composition
sur les éléments de la forme 1 ® g5 ® g3 pour go,93 € G. On a

Yo (l1®ga®gs) =1(92® g3) — V(1 @ gag3) — V(1 ® g2)

= V(1 ®g3) — V(1 ® g2g3) + V(1 ® g2) = g20(g3) — 0(g293) + 0(g2)

ol
c : G — M

g — Y(1®g)

Définition 45. On pose

ZX(G,M) = {f:Gx G~ M;Vg,hk€G, gf(h,k)— f(gh.k)+ f(g,hk) — f(g,h) = 0}
et

B*G,M):={f:GxG—=M;3o:G—M:;Vg,heG, f(g,h)=go(h)—a(gh)+0c(g)}.
Z%(G, M) est le groupe abélien des 2-cocycles et B*(G, M) est le sous-groupe des 2-cobords.
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Proposition 25. Avec les notations ci-dessus, on a un isomorphisme

H(G, M) ~ Z*(G, M) /32((;7 M).

Démonstration. Les considérations ci-dessus montrent que la suite (9) est le début d’une

résolution projective de Z et donnent explicitement la structure de groupe de Ext % (Z, M) =
H?*(G,M). m

Proposition 26. Si l'on suppose de plus que G est fini, alors on a
|G| - H*(G, M) = 0.

Autrement dit, l'ordre de tout élément de H*(G, M) divise l’ordre de G.

Démonstration. Soit f € Z*(G, M) un 2-cocycle. Alors, pour g, h,k € G, on a

9f(h k) — f(gh, k) + f(g, hk) = (g, h).

Le membre de droite est indépendant de k£ et en sommant sur k € (G, on obtient

9> f(hk) =" flgh.k)+ Y fg,hk) = |G| f (g, ).

keG keG keG

Sil'on pose o : g Y, f(g,k), comme k parcourt G si et seulement si hk parcourt G, il
vient

go(h) —a(gh) +o(g) = |G|f(g, h),
ce qui implique que |G|f € B*(G, M) et donc |G|f = 0 dans H*(G, M), d’ou le résultat. [

Corollaire 16. Soient G un groupe et M un G-module fini. Alors, on a
|M|- H*(G, M) = 0.

En particulier, si G est un groupe fini, si M est un G-module fini et si |M| et |G| sont
premiers entre euz, alors
H*(G,M) = 0.

Démonstration. La seconde assertion découle de la premiére et de la Proposition 26. En effet,
on a alors |G| - H*(G, M) = 0= |M|- H*(G, M) et comme pgcd(|G|,|M]) = 1, on en conclut
que H*(G,M) = 0.
Il s’agit donc de montrer que

(M- Ext24(Z, M) = 0,

ce qui est équivalent a
|M| - Ext 34(I(ZG), M) = 0.

Pour ceci, nous allons d’abord montrer que Ext.(I(ZG), M) posséde une structure de
Endzq(M)-module (a gauche). On utilise alors le Théoréme 9 et soit

0 M—s=X [(ZG) —=0
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une suite exacte courte de G-modules, ainsi que o € Endzg(M). On peut former la somme
amalgamée Y := M LIy, X pour obtenir

0—>M—> X ——> [(ZG) —=0
b

et la deuxiéme suite exacte est par définition le résultat de ’action a gauche de ’endomor-
phisme « sur la premiére suite. Si o € Endzg(M) on peut composer pour obtenir

Pl
0——= M Y [(ZG) —=0
ol
0—=M Z [(ZG) —=0

et on voit alors que la troisiéme suite est la somme amalgamée sur « o o’. On montre de la
méme maniére que cette action est distributive a droite et & gauche, en utilisant la somme
de Baer. De plus, il est clair que id,; appliquée a une suite donne une suite équivalente a la
premiére. Ext ). (I(ZG), M) est donc bien un Endzg (M )-module.

Ensuite, en utilisant & nouveau la somme de Baer, on observe que la multiplication par | M| sur
les éléments de H?(G, M) = Ext },(I(ZG), M) est équivalente a I'action de I’endomorphisme
de multiplication par |M| sur Ext ;. (I(ZG), M). Mais, d’aprés le théoréme de Lagrange, cet
endomorphisme est nul, d’ou le résultat. O

Remarque 41. Toutes ces considérations nous donnent une description agréable de H'(G, M)
et H?(G, M) en termes de cocycles et de cobords. On peut reproduire le schéma appliqué ici
pour calculer H"(G, M), n > 3, mais les formules obtenues alors sont moins aisées a utiliser.

Nous allons voir a présent que I’on peut paramétrer les extensions de groupes par ’espace
H?*(G,M).

Définition 46. Soient M, G, E trois groupes. On dit qu’'une suite

1 M—-E- " ¢ 1

est exacte courte si « et § sont des morphismes de groupes tels que

ker(a) =1
im (8) =G
ker(5) = im ()

Dans ce cas, on dit aussi que E est une extension de G par M.
De plus, on dit que deux suites exactes courtes
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et
1 Mg 2 1

sont équivalentes s’il existe un morphisme de groupes F A F' rendant commutatif le dia-
gramime

1 M E G 1
| b
1 M E’ G 1
Remarque 42. 1. En fait, il s’agit de 'exact analogue pour les groupes des mémes défi-

nitions pour les modules. De plus, si A : £ — E’ est un morphisme comme dans la
définition ci-dessus, alors c’est un isomorphisme.

En effet, si y € E', il existe z € F tel que 5(z) = f'(y) et alors 8'(\(z)"'y) =
FA=) 1 B(y) = B(2)(2) = 1 donc A(2)"'y € kex(§) = im (o) et done A(z) 1y =
a/(m) = Ma(m)) pour m € M et dans ce cas, y = A\(za(m)) et A est surjectif. De plus,
si A(x) =1, alors f(z) = f/(A(z)) = 1 d'ou x € ker(f) = im («) et il existe y € M tel
que a(y) =z et 1 = \x) = Ma(y)) = /(y) donc y = 1 et z =1 donc A est injectif.

2. Si on a un sous-groupe abélien M de E et une suite exacte

1 M E G 1,

alors M < E et £ /py ~ G. De plus, comme M est abélien, la conjugaison de E sur M
est en fait la conjugaison d’un relevé de GG sur M. Soit en effet I'action par conjugaison

E—>Aut(M) .

Posons

2|

G —
e

Ceci est bien défini car si @ = f, il existe n € M tel que e = fn et, pour m € M,
on a y(e)(m) = eme™! = famn7f71 = fon7tmft = fmf7t = v(f)(m) d’ou
v(e) = v(f), comme voulu. La suite considérée permet donc de munir M d’une structure
de ZG-module.

3. Rappelons que pour un groupe G et un anneau commutatif R, on note I(RG) l'idéal
(a4 gauche) d’augmentation, noyau du morphisme d’augmentation

RG N R
degrgg = deGrg

Si E est un groupe et si N < E, alors I(RN)E est le noyau du morphisme d’anneaux

RE  — R(E/N):(RE)/[(RN)E
ZeeEree = ZeeETe<€N)

I(RN)E est alors engendré par {n — 1, n € N} en tant que RE-module et comme
N<E,onal(RN)-RE=RE-I(RN), donc I(RN) est un idéal bilatére de RE.
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Revenons au cas qui nous intéresse et supposons désormais que R = Z. Soient une suite

exacte de groupes
B

1 M—*~E G 1

avec M un ZG-module, e € E et n € M. Sur ](ZM)E/[(ZE)](ZM), multiplier par e

revient & multiplier par en. En effet, e —en = e(1 —n) et pour m € M, multiplier un élément
générique m — 1 par en — e donne

(e—en)im—1)=e(l—n)(m—1) € (ZE)I(ZM).

Donc la multiplication par e coincide avec la multiplication par en sur I(ZM)E /](ZE)](ZM) )
Enfin, pour tout g € G, on peut trouver un e, € E avec (e;) = ¢. Ainsi, la multiplication
de m — 1 par e, définit une action de G sur [(ZM>E/[(ZE)[(ZM). Cette action par mul-
tiplication est un fait I’action de G sur M, comme le montre le lemme suivant :

Lemme 43. Soient G, E deux groupes et M un sous-groupe distingué abélien de E tels que
G ~E /pr. Alors, on a un isomorphisme de ZG-modules

M ~ [(ZM)E/I(ZE)I(ZM)~

Démonstration. On observe que

[(ZE)I(ZM) < I(ZM)E

et posons
A
M 2 IEZME [gp) 1z
m o m—1

Comme, pour tous m,n € M, on a
mn—1=(m-1)4+n—-1)+(m—1)(n—1),

il vient

A(mn)=mn—1l=m—-14n—1+m—-1)n—-1)=m—-1+n—1=XAm)+ A\(n),

et A est donc un morphisme de groupes abéliens. Ensuite, pour g € G, on peut choisir e, €
tel que B(ey) = g ot B : E — G est la projection canonique. Pour g € G et m € M, on a

(egm — 69)(69_1 -1) = egmeg_1 —l—em+te, = (egmeg_1 —1) = (egm — eg)

d’ou

A(Im) = Aegme, ') = egme; T — 1= (egm —eg)(e; ' — 1) + (egm — e)

=eg(m —1)(e;t — 1) +egm — ey = egm — g = eg(m — 1) = g - A(m),

ol I'action de g sur I(ZM)E /[(ZE)I(ZM) est la multiplication par e,. De plus, pour définir

un morphisme

IZME [ k) 1z0m) — M
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il suffit de le définir pour m — 1, m € M. En effet, la discussion précédente implique que
e(m — 1) = eme™ — 1 dans le quotient. Donc, en posant

I(ZM)E/I(ZE)](ZM) 5 oM
m—1 = m

on voit que p est une réciproque a A, qui est donc un isomorphisme. O

Soit maintenant

1 M E G 1

une suite exacte courte de groupes, avec M < E abélien. Alors, le troisiéme point de la
Remarque 42 montre que

0——= I(ZM)E —>7ZE —>7.G ——=0

est une suite exacte courte de E-modules et comme ZFE et ZG admettent des morphismes
d’augmentation

7E — 7 7G — 7
e — 1 g = 1

on obtient un diagramme commutatif
0 0

0——> I(ZM)E — I(ZE) — I(ZG) —= 0

0——=I(ZM)E LE 7.G 0

qui produit une suite exacte courte
0——I(ZM)E — [(ZE) — I(ZG) —=0

de ZE-modules. Ensuite, en quotientant par I(ZM)I(ZFE), on obtient une suite exacte courte

0—IZME [ 175 120M) —12E) [ 1z.8)1(ZM) —> 1(2G) —0

Cependant, M agit trivialement sur chaque terme comme on I’a vu précédemment, c¢’est donc
une suite exacte courte de ZG-modules. Le Lemme 43 montre enfin qu’on a une suite exacte
courte de G-modules

0——M—>I(ZE) /I(ZE)I(ZM) —— I(ZG) —0

De plus, si on a un diagramme commutatif de groupes

1 M E G 1

|

1 M E’ G 1
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alors la construction précédente appliquée aux deux suites exactes courtes induit un dia-
gramme commutatif de G-modules

0—=M—=1I1(ZE) /I(ZE)[(ZM) —— I(ZG) —=0

| |

0——>M—>I(ZE) /I(ZE/)I(ZM) —— I(ZG) —0

et ces deux suites de G-modules sont donc équivalentes. On obtient alors une application ®
définie sur les classes d’équivalence d’extensions de groupes

1 M ? G 1

et & valeurs dans les classes d’équivalence de suites exacte courtes de G-modules

0 M ? 1(ZG)—=0.

Nous allons montrer que ® réalise une bijection, et ce en définissant explicitement une réci-
proque W.
Soit donc une suite exacte courte de G-modules

0—sM—>X ——>I(ZG) —=0

et définissons

G 3 I(ZG)
g — g-—1

On produit une suite exacte de groupes par le produit fibré E := X X;zq) G :

0 J\H4 T " [(ZG) —=0
Mc———~F G

et définissons la structure de groupe de E. On rappelle que
E={(z,9) € X xG; n(z) =a(g) =g -1}
et posons, pour z,z’ € X et g,¢' € G,
(z,9) («"9) = (z+g-2,99).

Comme X est un G-module, x + ¢ - 2’ est défini, donc le produit ci-dessus a un sens. On
observe que F est un sous-ensemble du produit semi-direct X x G (NB : On pourra consulter
le chapitre 5 de [22] au sujet du produit semi-direct). Comme X x G est un groupe, le produit
ainsi défini est donc associatif et il nous suffit de montrer que E est stable pour ce produit,
par passage a l'inverse et qu’il est unifére.

Tout d’abord, si m(z) =g —let n(2') =¢ — 1, alorson an(x +g-2') =7n(z)+g-n(a') =
g—1+4+9g(¢g —1) = g¢ — 1 et E est donc stable. De plus, (z,9)™" = (=g~ z,97") et

m(—g ' 2)=-g ' -7(x) = -g(g—1) =g '—1etdonc (z,9) € E = (v,9)"' € E.
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Enfin, (0,1) € E est le neutre. Ainsi, £ est un groupe et M est un sous-groupe distingué,

plongé dans E via
M — E
m = (m,1)

et GG agit sur M par la structure de G-module de M. En effet, si m € M C X, alors
(2,9) - (m,1) - (=g~ ', g7") = (x +gm,g) - (—g "'z, g7")

= (z+gm—gg 'z, 1) = (gm,1), ¥(z,g) € E.

Par propriété universelle du produit fibré, on voit que ceci définit une application ¥ comme
voulue.
Montrons que ® o W est 'identité, ainsi que W o $. Soit donc

0—>M—> X —> [(ZG) —=0

une suite exacte courte de G-modules. On produit une extension de groupes par le produit
fibré

0 J\H4 )[( " [(ZG) —=0
Mc——~F G

et, de cette extension, on produit la suite exacte
0——sM—>I(ZE) /I(ZE)I(ZM) —— I(ZG) —0.

Posons ~
I(ZE) / HZEYI(ZM) ~ X
Doicr zil(xiygi) — 1) = Y A
avec x; € X, ¢; € G tels que (z;,¢9;) € E pour 1 < i < n. Montrons que ceci est bien défini.
Pour m € M et e = (x,9) € E, on a

((m, 1) =)((z,9) = 1) = (m+2,9) = 1) = ((x,9) = 1) = ((m, 1) = 1)

et ceci est envoyé par @ sur m-+xz—x—m = 0, donc & est bien défini. De plus, & est ZG-linéaire
car l'action de G sur le G-module [ (ZE) /I(ZE)I(ZM) est donnée par la multiplication d’un

certain (z, g) sur ce module I(ZE) /I(ZE)I(ZM)- Maintenant, on a

a <(fv»g) (Z zi(2i, 9i) — 1))) =a <Z zi((x,9) - (w3, 91) — (%9)))

i=1 =1

i=1 =1 =1

~0-(San) =0a (st -n).

i=1 =1

=a (Z zi(((x + gzi, 99:) — 1) — (7, 9) — 1))) = z(r+gr —x) =) zgx;
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Finalement, le diagramme

0—=M—->I(ZE) /I(ZE)[(ZM) —— I(ZG) —=0

la

0 M X [(ZG) —=0

est commutatif, comme on le vérifie aisément. Ainsi, ® o ¥ est l'identité.
Ensuite, étant donnée une suite exacte de groupes

1 M E G 1

pour M < E abélien, on forme une suite exacte courte
0— M —1(ZE) /I(ZE)I(ZM) — I(2G)—=0,

on construit le produit fibré ensembliste & travers

G 5 I(ZG)
g — g—1

et on prétend que
0—>M——>I(ZE) /I(ZE)I(ZM) — I(ZG) —=0

Pk

R E ~ G

est un produit fibré ensembliste avec a(e) = e — 1. En effet, comme les noyaux de 7 et 7
coincident (ker(m) ~ M ~ ker(7)), en utilisant la Proposition 13, le diagramme ci-dessus est
un produit fibré de groupes. Mais, les produits fibrés de groupes sont en fait les mémes que
les produits fibrés d’ensembles. Ceci montre que ¥ o ® est I'identité.

Proposition 27. Soient G un groupe et M un G-module. Alors, H*(G, M) est en bijection
avec les classes d’équivalence d’extensions de groupes

1 M ? G 1.

La construction explicite étant donnée par application ®. De plus, les extensions scindées
correspondent & I'élément nul de H*(G, M).

Démonstration. La correspondance ® a été établie lors de la discussion qui précéde. Ensuite,
dans le diagramme

0—=M—-=I(ZE) /I(ZE)[(ZM) — > I(ZG) —=0

Ta ) a

Mc¢ E B G
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si T admet une section &, le morphisme

oo 1(ZG) — I(ZFE) /I(ZE)I(M)
Y algi—1) = Y zmalo(g:)
définit une section de 7. Il nous reste a montrer que si 7w est scindée, alors 7™ aussi. Si
o:1(2G) — I(ZE) /I(ZE)I(M) est une section de 7, on définit

v @ MxG — E
(m,g) = (o(g—1)+t(m),g)

L2 M — 1(ZE) /I(ZE)I(M) est l'injection naturelle. Ceci est bien défini car on a

w(o(g—1)4+tim)) =g—1+7(t(m)) =g—1et o(m,g) € E. Cest de plus un morphisme
p(m, g)p(m’,g') = (t(m) + (g — 1), 9)(u(m’) + o (g — 1), 9")

= («m) +o(g—1)+gu(m') +0(99 — 9),99") = (fm +gm') + o(99' — 1), g9")
= o(m+gm',g9') = @((m,g)(m’, ¢')).

Ensuite, si (z,9) € E, comme w(z) =g —1,onan(z —o(g—1)) = n(z) —7n(c(g— 1)) =
m(x) — (g — 1) = 0 et il existe alors un m € M tel que «(m) = x —o(g — 1) et alors(z, g) =
(c(g—1)4t(m),g) = p(m,g). Enfin, si p(m,g) = (0,1), alors g=1 = (9 — 1) =0 donc
(0,1) = (¢(m),1) d’ott t(m) = 0 et ¢ étant un monomorphisme, m = 0 et (m,g) = (0,1).
Ainsi, ¢ est un isomorphisme et donc

E~MxG,

ceci montre que 7 est scindée. ]

Remarque 43. La Proposition 27 montre en particulier que 1’extension

1 M E G 1

correspond a I'élément trivial de H?(G, M) si et seulement si £ ~ M x G.

Un corollaire important de ceci est le puissant théoréme de Schur-Zassenhaus, qui donne
un critére pratique pour repérer si un groupe fini est produit semi-direct de deux autres.
Cependant, ce résultat ne sera pas utilisé dans la suite et la démonstration peut étre omise
en premiére lecture. Nous la donnons ici afin d’illustrer V'efficacité de la cohomologie et
comment I'on peut I'utiliser en théorie des groupes; mais également pour son élégance.

Théoréme 10. (Schur-Zassenhaus)
Soient G un groupe fini, N <G et H := G /N . Supposons que |N| et |H| soient premiers
entre euz. Alors

G~NxH.
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Démonstration. On procéde par récurrence sur |G|.

Soit S € Syl,(N) un p-sous-groupe de Sylow de NN, avec p un nombre premier divisant
|N|. Alors, pour tout g € G, le groupe gSg~! est encore un p-Sylow de N, puisque N est
distingué dans G. D’aprés le second théoréme de Sylow, S et gSg~! sont conjugués et il existe
n € N tel que ngSg~'n~! = S. Ainsi, ng € Ng(S) (Ng(S) désigne le normalisateur de S
dans G) et donc g € N - Ng(S). Ceci montre que G = N - Ng(S). Ce résultat reste vrai sans
les hypothéses de relative primalité; on I'appelle "Argument de Frattini".

Mais, par définition du normalisateur, on a Ng(S) N N = Ny(S) et de plus, Ny(S) <
N¢(S). Alors

H=G /N =N Na(S) /N ~ NG(S)/(NQNG(S)) = Na(5) /NN(S)'

Par ailleurs, Ny (S) est un sous-groupe de N, ce qui implique que les ordres de Ny (.5) et de
H soient premiers entre eux. Distinguons plusieurs cas :
Si N¢(S) # G, par hypothése de récurrence, on a

Ng(S) ~ Nn(S) x H.
Mais, comme Ng(S) < G, cela signifie que G contient un sous-groupe H isomorphe a H.
Maintenant, par hypothése, on a NN H = 1 et |G| = |N|-|H| montre que N - H = G et

donc G ~ N x H.
On peut donc supposer que Ng(S) = G ou, ce qui revient au méme, que S < G. Puisque

S est un p-groupe, son centre Z := Z(S) est non trivial. De plus, ¢’est un sous-groupe
caractéristique de S qui est distingué dans G, Z est donc distingué dans G. Ainsi,

Njz <Gz
et comme

(“/2) [(N)z) =GN =1,

il vient

Glz=N/zxH

ot H ~ H; et ce par hypothése de récurrence. Soit K la préimage de H dans G par le
morphisme naturel

G—+»G/y;~N/7xH-»H.

OnaZ<dKetK /7 =H~H.
Si Z # N, alors |K| < |G| et par hypothése de récurrence, on obtient K ~ Z x H. Dans
ce cas, il existe un sous-groupe H de K isomorphe & H et comme précédemment, on a

G=N-H~NxH.

On peut alors supposer que Z = N et N est alors un p-groupe abélien. Par le Corollaire 16,
on a

H*(H,N) =0,
et, d’aprés la Proposition 27, il s’ensuit que la suite exacte courte

1 N G H 1

est scindée et donc
G~NxH.
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4.3 Foncteurs dérivés

Nous nous permettons ici une digression sur les foncteurs dérivés. Il s’agit d’une construc-
tion qui généralise celle des groupes Ext étudiés plus haut et nous allons voir que beaucoup
de propriétés satisfaites par les Ext restent valables en général. En fait, il s’agit d’estimer le
défaut d’exactitude d’un foncteur "presque exact". On peut encore généraliser ceci et définir
la notion de foncteur dérivé dans le cadre de ce que 'on appelle les "catégories dérivées".
Cependant, il nous manque encore quelques outils pour développer cette derniére théorie et
une construction propre nous entrainerait trop loin. Le lecteur intéressé pourra consulter la
Section 3.5.3 de [40], ou encore [24], pages 1-91, [35] ou les deux premiers chapitres de [37].

Définition 47. Soient A, B deux catégories abéliennes.
1. On dit qu'un foncteur covariant F' : A — B est

(a) exact a droite si toute suite exacte courte

0 A B C 0

est envoyée sur une suite exacte

est envoyée sur une suite exacte

0 F(A) F(B)—= F(C)

(c) exact si F' est exact a droite et & gauche.
2. De méme, on dit qu’'un foncteur contravariant F : A — B est

(a) exact a droite si une suite exacte

est envoyée sur une suite exacte

(c) exact 8l est exact & droite et a gauche.
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Fixons deux catégories abéliennes A et B et considérons F' : A — B un foncteur contra-
variant exact & gauche. On suppose de plus que A posséde suffisamment de projectifs.
Pour un objet X de A, on peut choisir une résolution projective P*® de X :

P .—P 2P .. —p- % p 2p 0.
NS
X
En appliquant F' & P*, on obtient un complexe F'(P*) :
F(X)
S
0 F(Py) X% P(Py) = = F(P) "2 F(Pyy) —= -

Définition 48. (/39], 2.5.1)
Le n®®¢ espace de cohomologie du complexe F/(P*) formé ci-dessus est par définition la valeur
en X du n®® foncteur dérivé a droite de F :

R'F(X) = H'(F(P*)) = ker(F(02) /i (F (0, )
et en particulier, on a
RF(X) = F(X).
Proposition 28. Cette définition est indépendante du choiz de la résolution projective de X
et induit une famille de foncteurs contravariants
ARE B
Démonstration. Dans le but de simplifier la preuve, on utilise le théoréme de Freyd-Mitchell

qui nous permet alors de supposer que A = A — Mo0 et B = B — NMod avec A et B deux
algebres. Soient M un A-module et

P: .. sP— P, P, P, 0.

Qo ——Qi—= Qi @1 Qo 0,

deux résolutions projectives de M. D’aprés le Corollaire 11, on a P* ~ Q* dans K~ (A—Broj).
Alors, on a F(P*) ~ F(Q°®) naturellement dans K" (A — Proj) et alors H*(F(P*)) ~
H*(F(Q*®)) en vertu du Corollaire 12. Ensuite, R"F(M) = H"(F(P*)) est un foncteur contra-
variant car H" est un foncteur covariant. O
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Lemme 44. (Lemme du fer a cheval (horseshoe), cf [39], 2.2.8 (Lemma))
Soit
0 Xy -t-7 0
une suite ezacte courte dans A. Etant données deuz résolutions projectives PX et P? de X
et 7 respectivement, il existe une résolution projective PY de Y telle que le diagramme

0 0 0 0 0 0
X 9X X X
5'¢ i—1 X X 1 X 0 X
F; Pz, P; Py Fs — X 0
a; ai—1 a2 ag Qg L
oY oY oY Y
Y i—1 Y Y 1 Y 0 Y
P; Py Py Py F —Y 0
51 Bz—l 62 ﬁl 60 p
pz oL pz pr- % pr X opr g
i i—1 2 1 0 0

0 0 0 0 0 0

soit commutatif et telle que la suite eracte

0 pX_a_py_ P pz 0

soit scindée.

Démonstration. Pour n > 0, posons
P’ :=PXa P/

et soit la suite exacte courte (scindée) naturelle

0 px _on py O pz 0.

n

Soit aussi
e = (jx Jjz): P @ Pl =Y,

avec .
jx PX@PZ »PXL X4y
j; : PX®P? - PZSY
ot ( : PY — Y est un relévement de p a &7 :
Y
ac/i
/ p
Ve
Z

z

qui existe puisque PZ est projectif. En degré 0, on a alors

pXc®, pX g pz 2 pz

X -y Z



et il est clair que ¥ est surjectif. Définissons la différentielle de PY :

X _1\n
= (B T rse i s e p,

n

ol on construit (e,),>o par récurrence comme suit :

e Par définition de ¢ et comme PZ est un complexe, on a
poCodf=c?00f =0,

donc, ¢ 0dZ : PZ — Y se factorise en PZ — X <= Y. De plus, P étant une résolution

X
projective de X, P5 %5 X est un épimorphisme et PZ é&tant projectif, il existe un
relévement eg :
Pt
7
Jeo lsz

/
7/

P1Z—>X

lb
Coaoz

Y

e Ensuite, supposons e, ; : PZ — PX | construit. Par hypothése de récurrence, on a

O o 07 si n=
en2007 1007 si n>2

X 7z X z
Oy _90€,_100; = { = 0, 506,100, =0,

donc e,_1 0 85 se factorise en

en_1 007 PnZJrl — ker(9X ,) =im (9 |) — PX

n—2 n—1-

De plus, 95, : PX — im (9

-~ 1) est un épimorphisme et PZ , est projectif, on peut
donc choisir un relévement

On vérifie ensuite que

oY = 87)50852_1 (—1)”(en085+1 — 05 0 epy1) _ 00
noT ol 0 afoaf_ﬂ 0 0/

par définition des (e,),. Ainsi, (PY,0") est un complexe et on a clairement une suite exacte

courte scindée
0 PX PY PZ 0.

On le voit par construction, mais le fait que PZ? soit projectif pour tout n > 0 I'implique
automatiquement.
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Il reste & montrer que P est une résolution projective de Y. D’aprés la Proposition 18,
la suite exacte courte de complexes

0—>PX —= P —=P? 0

induit une suite exacte longue en homologie
. Hn—l(PY) Hn—l(PZ) 9 Hn(PX) Hn(PY)

et donc, PX et PZ étant des résolutions projectives de X et Z, pour n > 1, on a effectivement
H"(PY) = 0. Tl reste le cas du degré 0 & vérifier. On a une suite exacte

0—=X—=HPY)—27—0
qui s’inscrit dans un diagramme commutatif
0—=X—=HYPY)—=27—=0
|k
0 X Y A 0

et ¢ est un isomorphisme d’aprés le Lemme 32, d’ou le résultat. O]

Remarque 44. Le nom du Lemme précédent provient du diagramme donné par 'hypothése :

0
ox o .
pYAopx N px oy g
Y
p
o7 0% .
Pt pr 2. pr .z o0

Proposition 29. (|26], Theorem 41)
Sous les méme hypothéses, pour une suite exacte courte

0 X Y Z 0
dans A, on a une suite exacte longue dans B :

0— F(2) F(Y)

F(X) 3

L>R1F(Z) — - RIF(Y)—=RF(X)

L>R2F(Z) — > R2F(Y) —=R2F(X)

L>R3F(Z)
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Démonstration. Choisissons PX et PZ des résolutions projectives de X et Z. D’aprés le
Lemme du fer a cheval (Lemme 44), on peut choisir une résolution projective PY de Y telle
que la suite

0 pPX PY Pz 0

soit exacte scindée. Comme F' est un foncteur, la suite

0 — F(P?)——= F(PY) — F(P*)——=0
est encore scindée, donc exacte et elle induit alors une suite exacte longue en homologie
0— HF(P?)—— HF(PY)—— H°F(P*) — H'F(P?) —= H'F(PY) — - .-
qui, par définition, correspond &
0—=RF(Z)—=RF(Y) —=R'F(X) —R'F(Z) —R'F(Y) —---
ce qui s’écrit encore

0> F(Z)—=F()— F(X) —>R'F(Z) —=R'F(Y) —> R F(X) —> -

Corollaire 17. Le foncteur F est exact si et seulement si on a

R"F =0, Vn > 1.

Démonstration. La condition est évidemment suffisante. Inversement, si F' préserve les suites
exactes courtes et si P® est une résolution projective d’'un objet X, il en est de méme de

F(P*) et alors

R'F(X) ¥ H(F(P*) =0, Vn € N".

]

Remarque 45. Par définition, on a immédiatement que pour deux A-modules M, N, avec A
une algébre,

Exty (M, N) =R"(Hom 4(—, N))(M), Vn € N (cf [39], Definition 2.5.2),
et on retrouve ainsi certaines propriétés de Ext*, notamment que si

0 M N P 0

est une suite exacte courte de A-modules, alors, pour tout 7', on a une suite exacte longue

0 —— Hom 4(P,T) —— Hom 4(N,T) — Hom 4(M, T) >

L> Ext L (P, T) — Ext } (N, T) — Ext } (M, T) >

L Ext2(P,T) —> Ext%(N,T) — Ext% (M, T) >

g Ext3(P,T)
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On peut, de maniére analogue, définir les dérivés des autres types de foncteurs (& savoir :
contravariant et exact a droite, covariant et exact a droite, covariant et exact & gauche).

Définition 49. Si X est un objet d’une catégorie abélienne, on dit qu’une suite exacte longue

[0 Il 12 Ii [i+1

0 X

est une résolution injective de X si, pour tout n > 0, I"™ est un objet injectif.

Remarque 46. On observe que la version duale du Théoréme 3 montre que, dans une catégorie

abélienne ayant assez d’injectifs, les résolutions injectives existent toujours.

Soient A, B,C trois catégories abéliennes telles que A (resp. B) posséde suffisamment

d’injectifs (resp. de projectifs). Soient des foncteurs

E:-A—C
F:A—C
G:B—=C

On suppose que F est covariant, exact a gauche, que F' est contravariant, exact a droite et

que G est covariant, exact a droite.

Définition 50. Soient X un objet de A, Y un objet de B et
I° It I?

I, : 0

une résolution injective de X, ainsi qu’une résolution projective de Y :
P =) 0.

Pt Py
On définit, pour n > 0,
R*"(E(X)) :== H"(E(L,))
Lo (F(X)) := Hyn(F(L))
Ln(G(Y)) :== Ha(G(P?))

R"(E(X)) est le n®™® foncteur dérivé a droite de E et L, (F (X)) (resp. L, (G(Y))) est le n®me

foncteur dérivé a gauche de F' (resp. G).

Remarque 47. On peut montrer que
Exty (M, N) =R"(Hom 4(M,—))(N) (cf [39], Theorem 2.7.6),

et on en déduit en particulier le Lemme 40.

En utilisant des arguments parfaitement similaires & ceux employés précédemment, on

peut montrer :
Proposition 30. Les constructions données ici ne dépendent pas des récolutions choisies.
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Proposition 31. Reprenons les notations de la définition 50 et soit une suite exacte courte
dans A (resp. dans B) :
0 X Y Z 0.

Alors, on a des suites exactes longues :

0— B(X) E(Y)

E(Z)>

L>1R<1E(X) — ~RE(Y)—=R'E(Z)

L»JR{?E(X)

Ly F(X) >

L>L1F(Z) — L F(Y)—> L, F(X) >

F(2)

F(Y)

F(X)——0,

L,G(Z)

~

L,G(X) —L,G(Y) —=L,G(Z) >

-

G(X)

G(Y)

G(Z) —=0.

Terminons cette section par une autre application de ces constructions : les groupes Tor .

Lemme 45. Soient A une algebre, M, N, P trois A-modules a droite, avec une suite exacte

Mt-N P,
et T un A-module a gauche. Alors
f®idp g®idr

MIUT —NQUT—PRQ, T —0

est une suite exacte de groupes abéliens.

Démonstration. Soit X un A-module. Comme la suite

M N P 0
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est exacte, d’aprés le Lemme 31, la suite
0 —— Hom (P, Hom z(T', X)) — Hom z(N, Hom 7(7, X)) — Hom (M, Hom z(T', X))
est exacte et avec le Lemme 2.4 de 'annexe, la suite
0——Homz(P®4T,X)—Homz(N ®4T,X)—Homyz(M &4 T, X)

est exacte, et ce de maniére fonctorielle en X, pour tout groupe abélien X. D’aprés le Lemme
31, on en déduit que la suite

MNT —NRUT ——PR4T—0

est exacte, d’ou le résultat. O

Corollaire 18. Le foncteur covariant — ® 4 N est exact 4 droite pour tout A-module N.

Définition 51. Soient M, N deux A-modules. On définit Tor 2(M, N) comme étant le n®me
foncteur dérivé a gauche de — ®4 N appliqué a M :

Tor (M, N) := L,(— ®4 N)(M).

En utilisant les résultats précédents sur les foncteurs dérivés et en consultant [39], on
obtient

Proposition 32. 1. Soit P* une résolution projective de M. Alors, Tor (M, N) est le

neme espace d’homologie du complexe

QAN —PF QA N— - ——P QAN —=F Qs N —0

et, en particulier, on a
Tor {}(M,N) ~ M ® N.

2. Tor (M, N) est indépendant de P*.
3. Si A est commutative, on a
Tor2(M,N) = L,(M ®4 —)(N),

en d’autres termes,
Tor A(M, N) ~ Tor (N, M).
4. Si P est projectif, alors Tor {(P,N) = 0, pour tout n > 1.
5. Si

0 X Y Z 0

est une suite exacte courte, alors la suite

Tor 5(Z, M)>

L>Torf‘(X, M) —— Tor (Y, M)—>Torf‘(Z,M)>

Cxon

est exacte pour tout M.

YoM Z @M 0
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6. On a

Tor# (@ Mj,N> ~ @B Tor ;}(M;, N)

Jj€J Jj€J
et
Tor# (M,@Nj) ~ P Tor (M, N;).
jeJ Jj€J
7. On a

Tor2(M,N) =0, ¥n > 2.

8. Si A est commutative et si a € A n’est pas un diviseur de 0, alors
Tor{ (A /A, M) ={m e M ; am = 0}.

Ceci justifie le nom Tor pour "torsion”.

Démonstration. Nous ne donnons ici qu'un schéma de preuve, la majeure partie du travail
ayant déja été effectuée.

C’est la définition.

Nous avons déja étudié ce fait dans la proposition 30.
[39], Theorem 2.7.2.

C’est évident en utilisant 3.

C’est la proposition 31.

11 suffit de le vérifier.

[39], Proposition 3.1.2.

[39], Example 3.1.7.

P NS ok W=
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4.4 Cohomologie de Hochschild et Théoréme de Wedderburn-
Malcev

Nous allons étudier ici la cohomologie de Hochschild, qui est a rapprocher de la cohomolgie
des groupes, mais s’applique cette fois aux algébres. Tout comme pour le cas des groupes nous
allons exprimer les premiers espaces de (co)homologie de Hochschild en termes de (co)cycles
et de (co)bords; et nous verrons ensuite que la seconde cohomologie classifie les "suites
exactes courtes d’algébres". Nous appliquerons enfin ceci au résultat de Wedderburn-Malcev
qui affine, en quelque sorte, le Théoréme de Wedderburn (Théoréme 2).

On fixe K un anneau commutatif et A une K-algébre. Nous allons donner une résolution
libre générale (mais non minimale) de A comme K-algébre, appelée la résolution bar, notée
BA. Dans la suite, on notera ® pour Qg (i.e. les produits tensoriels sont sur K'), ainsi que

A®™ = é A,
i=1

la n®™¢ puissance tensorielle de A.

Définition 52. (/29])
On appelle algébre enveloppante de A le produit tensoriel

A= AR AP = ARk AP.

Remarque 48. A peut alors étre considérée comme un A°-module & gauche (ou a droite puisque
(A€)P ~ A°). De plus, il est clair qu'un A-A-bimodule est exactement un A°-module.

Définition 53. Considérons le complexe (BA, d,) dont la composante homogéne de degré n

est
(BA), = A®(+2)

et dont la différentielle de degré n est
Op : (BA), — (BA),_1

définie par
On(ag ® -+ @ apy1) = Gpa1 @ Az ® -+ @ Apy1

n—1

—0—2(—1)1@0 ® - ® a1 Qa4 QAo @ Rapiy + (—1)"ag @ - ® Appy.

=1

(BA, 0,) est appelé le complexe bar de A.

Proposition 33. On suppose que A est K-projective. Alors, (BA, 0s) est une résolution libre
du A°-module A.
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Démonstration. Tout d’abord, on a
coker (0) = coker (ag ® a1 ® as — apa; @ az — ag @ ajas)

et application surjective
AA 5 A
ag®ay +— agay

vérifie 10 0; = 0. On définit le complexe augmenté (Ig;l, 5.) :

(BA), := (BA),, Vn >0,

(Ig;l)—l = Aa
é;l = 8'r7,7 vn > ]-)
o = pu.
(@1\4, d,) est donc le complexe
= iy 03 -
—— (BA); —2> (BA), —2~ (BA), —2 2

Il s’agit de montrer que (BA, d,) est exact. On définit application K-linéaire (méme A°P-
linéaire) :
h, (BA),,—4 — (BA),
W - Ra, — 1Qa®- --Qa,

Alors, on a
(80 o ho)(ao) = 80(1 (%9 ao) = [1,(1 & CLQ) =1l-ap=ay = 80 o ho =idy = Zd(@)71
De plus, pour tout n > 1, on calcule

(hn o 8n + an—l—l o hn—l—l)(ao K- ® an—l—l)

- hn(aoal KA @+ an+1 + Z c® a4 QR an—i—l)

H(=1)"hp(ag®@ - ®@ ap—1 @ anan+1) + 011 ®ag® -+ @ apy1)

n—1

= 10ay01®0® - @api1+ Y (1) (10a0® - @041 @ @apr) +(— 1) (10a®" - @t 1)
=1

+ag® - @ apt1 + Z MRa® - ®aiy10i42® - @ apyr) + (—1)"T (1@ - @ apany1)

=1

n—1

MRa® @ a1 ® s @ @ Apy1)

M

2:0

i
L

+) (D)1 ®a® - ®@ai-1 ® a1 @+ @ap1) + a0 & ® i1 = A @+ & App1-

-
I
o
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Il vient alors
hy o an + an+l o hn+1 = Zd(@z)na
et donc R
hoa.—l—(‘?.Oh:id@;‘.

Ainsi, dans C(K — 9t0?), le complexe (]@1\4, 5.) est homotope a zéro, son homologie est donc
nulle dans C(K — 2Mod), donc aussi dans C(A® — Mod) et (BA, J,) est donc exact. O

Corollaire 19. On suppose encore que A est K-projective. Pour tout A-module L, le complezxe
(BA®y L,0, @4 idy) est une résolution projective de L, en tant que A-module.

Démonstration. En effet, la résolution augmentée (@1\4, 5.) est homotope a zéro dans la ca-
tégorie C(A — Mod), comme on I’a vu précédemment. De plus, on a

id g, @aidy = id gy ®aid] = (hy 00y + Opy1 © hpy1) @4 id]

= (hn,00,)®@41d] + (Opy10hni1) @ aid; = (hy®aidy)o (0, ®idr )+ (On1 @ aidy )0 (hns1 @ aidy)

et he ® 4 1dy, est une homotopie entre id}]@@@ et 0. Ainsi, (@1\4 ®aL, . ®4idy) est homotope
a 0, donc exact. O

Définition 54. 1. On suppose que A est K-projective et soit L un A-module. On dit que
(BA®a L,0s ®4idy) (resp. (BA,d,)) est la résolution bar de L (resp. A).
2. Soit M un A°-module. Les cycles de degré n de Hom 4 ((BA, 0,), M) sont appelés les
cocycles de Hochschild de degré n et les bords de degré n sont les cobords de Hochschild
de degré n.

Définition 55. (/29], Remark 2.4)
Soient A une K-algébre et M un A-bimodule. Le n®™¢ groupe d’homologie de Hochschild de
A a coefficients dans M est le groupe

HH, (A, M) := Tor (A, M).

De méme, le n®™® groupe de cohomologie de Hochschild de A & coefficients dans M est

HH"(A, M) := Ext".(A, M).

On définit aussi la (co)homologie de Hochschild de A :

HH,(A) = HH,(A, A) = Tor (A, A),

HH"(A) := HH"(A, A) = Ext ", (A, A).

Remarque 49. 1. L’homologie et la cohomologie de Hochschild d’une algébre en sont d’im-
portants invariants.
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2. Comme la résolution bar est une résolution de A en tant que A°-module, on peut
I'utiliser pour décrire la (co)homologie de Hochschild de A et dans de rares cas, pour
la calculer explicitement.

Nous allons rapidement décrire le degré 0, ainsi que la cohomologie en degré 1 et 2.

Proposition 34. ([36], Propositions 2.1 & 2.2)
Pour un A°-module M, on a
HH(A,M) ~ Z,(M)
et
HHy(A,M) =M /14 0],

ot [A, M| est le sous-K-module de M engendré par {am —ma, m € M, a € A} (appelé le
sous-module des coinvariants) et ot Zs(M) := {m € M ; am = ma, Ya € A} (appelé le
centralisateur de M dans A).

Démonstration. On a HH°(A, M) = Ext%.(A, M) = Hom 4:(A, M). Posons
¢ : Hom 4e(A, M) — Za(M)
f = f(1)

Si f € Hom 4c(A, M), alors pour tout a € A, onaa- f(l) =af(l)-1=(a®1)- f(1) =
fllae1)-1) = fla-1-1) = fla) = f(1-1-a) = f(1®a) 1) = (1@a)f(1) = f(1)-q,
d’ou f(1) € Z4(M). Donc ¢ est bien définie et c’est clairement un morphisme. Ensuite, si
x € Zs(M), on définit

fo 0 A — M

a — a-r=x-a

Alors, pour tous a,b € A et tout z € M,
f:((a®D)-z) = fo(azb) = x - azb = xazb = axzb = af,(2)b = (a®b) - f.(2),
et donc f, € Hom 4c(A, M). Ceci montre que I’application

’QD : ZA(M) — HOHlAe(A,M)
x > fa

est un morphisme, réciproque de ¢, donc ¢ est un isomorphisme.
Ensuite, on a HHy(A, M) = Tor (A, M) = A ® 4. M. Posons

f - M/[/LM] — AQu M
m = 1®m

Ceci est bien défini car si m = an —na, alors l@m =1® (an —na) =1 ®an — 1 @ na =
a®@n—a®mn=0.De plus, si

g : AR M — M/[A’M]
a®m — am

alors fogla®@m) = f(am) =1®am =a®m et go f(m) =1-m = m et donc f est un
isomorphisme. O
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Corollaire 20. On a
HHO(A) ~ Z(A)

et
H Hy(A) :A/[A,A].

On peut aussi calculer HH'(A, M) :

Proposition 35. (|36], Proposition 2.3)
Posons
ZYA M) :={f: A— M ; f(ab) = af(b) + f(a)b, Ya,bec A}

aInst que
B A M) ={f:A—-M; ImeM:; Vac A, fla)=am—ma}.

Alors, on a un isomorphisme

HH'(A, M) ~ Z'(A, M) /31(,4, M)

Démonstration. Soit la résolution bar de A :

02 o1

R A®3 ARA——0.

Elle donne un complexe

Hom 4e (01,M) Hom ye (92,M)
s _—

0 — Hom 4c(A®?, M) Hom 4¢(A®3, M) Hom e (A®, M) —— - -

et on a
HHY(A, M) = Ext4.(A, M) = ker(Hom 4 (9, M)) / im (Hom 4 (91, M))-
Or,
ker(Hom 4c(0y, M)) = {f : A®*? = M ; fod, =0}
={f: A®3 5 M : Yag, ay, a2, a3 € A, flaga; ® as ® az — ag® aras ® az + ag® a3 @ azsaz) = 0}
~{f:A— M; Va,be A, af(b)+ f(a)b— f(ab) =0} = Z' (A, M),

via 'identification

(f:A®3—>M)r—>(f A = M )

a — fl®axl)
De méme, on a
im (Hom 4 (01, M)) ={g: A®* = M ; 3f : A®A—->M; g=fod}
={g: A® 5 M ; 3f 1 A®A = M ; VYa,bc€ A, gla®b®c)= flab®c) — f(a® be)}
~{g:A—= M ; ImeM; gla) =am—ma, Ya € A}
via l'identification

(g:A®3—>M)|—>(§ A= M >

a — g(l®a®l)
et en posant m := f(1® 1). D’on im (Hom (A, M)) ~ BY(A, M), et le résultat. O
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A présent, donnons une interprétation de HH?(A, M) en termes d’extensions.

Définition 56. (/29/, Definition 3.5)
Une extension B de A est un épimorphisme de K-algébres ¢ : B — A qui est scindé.

Remarque 50. Avec les mémes notations, soit M := ker ¢. Comme M est un idéal bilatere
de B, M est un B-module. De plus, le produit sur B induit un produit sur M. Si ce produit
vérifie M? = 0, alors on peut considérer M comme un A-bimodule via

a-m:=b-m ou ¢(b)=a,
{m-a::m~b ou p(b) =a, (10)

et ceci est bien défini car o(b) = p(b') = b—b €M = (b—b)m =0 car M? = 0.
Réciproquement, si M a une structure de A-bimodule vérifiant (10), alors le produit sur M
induit par le produit sur B est nul.

Définition 57. 1. Soient A une K-algébre et M un A-bimodule. Une extension de A par M
est une "suite exacte courte"

0 M—~B-*.4A 0

avec ¢ un épimorphisme d’algébres K-scindé et ¢ est un monomorphisme de K-modules
tels que

we s vmew, { el (1)

2. Deux extensions de A par M sont équivalentes si on a la commutativité du diagramme

0—M—>B—=A—s0
| b
0—M—=B——=A—0

avec f un morphisme d’algébres (qui est automatiquement un isomorphisme).

Théoréme 11. Soient K un corps et A une K-algébre. Alors, pour tout A-bimodule M, le
groupe HH?*(A, M) paramétrise les classes d’équivalence d’extensions de M par A :

0 M—‘~pB-?2.4 0

o B est une K-algebre et ot M est un idéal bilatere nilpotent d’ordre 2 de B (i.e. M?=0).
De plus, pour g un 2-cocycle de Hochschild, on définit A == M x, A comme le K-espace
vectoriel M & A, muni de la multiplication

(m,a)-(n,b) ;= (mb+an+ gla ®b),ab).

Sous cette construction, g est un 2-cobord de Hochschild si et seulement si la suite exacte
courte correspondante est scindée.
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Démonstration. Soit une application A°-linéaire f € ker(Hom 4c(05, M)). f donne alors un

élément de HH2(A, M) % Ext2.(A, M). La condition f o d; = 0 s’écrit

O=fab®RcRdR®e—aRbcR@dRe+aRbRcdRe—a®@bR cR de)
=abf(l®cd®l)le—af(l1®bc®@d®1)e+af(l1b®@cd®@1)e—af(l1®b®c® 1)de
=abg(c®d)e — ag(bc ® d)e + ag(b® cd)e — ag(b ® c)de

pour g(b®c) = f(1®b® c® 1). On voit que 'on peut supposer a = e = 1 et imposer a g
d’étre K-linéaire. On obtient qu’une application K-linéaire g : A® A — M donne un élément
de HH?*(A, M) si et seulement si

Vb,c,d € A, bg(c®d) — glbc® d) + g(b® cd) — g(b® c)d = 0. (12)

Dans ce cas, on dit que g est un 2-cocycle de A a valeurs dans M. Une telle application K-
linéaire g donne l'élément 0 dans HH?(A, M) (i.e. f, € im (Hom 4¢ (02, M))) si et seulement
¢'il existe h € Hom 4¢(A®3, M) telle que

Va,b,c,d € A, ag(b®c)d(= fi(a®@b®c®d)) =hod(a®b®c®d).

A nouveau, on peut supposer que a = d = 1 et que h est K-linéaire. Ainsi, ¢ = 0 dans
HH?*(A, M) si et seulement sl existe h : A — M telle que

Vb,ce A, g(b® c) = bh(c) — h(bc) + h(b)c. (13)

Dans ce cas, on dit que g est un 2-cobord de Hochschild.
Sur le K-espace vectoriel M & A, on définit

(m,a) - (n,b) == (mb+an+ gla®b),ab), Va,b € A, Ym,n € M.
On observe que cette loi est associative si et seulement si g satisfait (12). En effet, on a
((m,a)-(n,0))-(I,c) = (mb+an+g(a®b), ab)- (I, c) = (mbc+anc+abl+g(a®b)c+g(abc), abc)

= (mbc+anctabl+ag(b@c)+g(a®be), abe) = (m, a)-(ne+bl+g(b&c), be) = (m, a)-((n,b)-(1, ¢)),

pour tous m,n,l € M et tous a,b,c € A. La réciproque est immeédiate, en lisant la suite
d’égalités précédentes dans le sens inverse. Par analogie avec le produit semi-direct, on dénote
par M x, A Palgebre obtenue & partir du 2-cocycle ¢; son unité étant (—g(1® 1),1).

Ensuite, si on a une suite exacte K-scindée comme dans I’énoncé, soit o une section de
p. On pose

g(a®Db) :=o(a)o(b) — o(ab).

Dans ce cas,on a g : A® A — M car p(g(a ® b)) = ab —ab = 0 et car o est K-linéaire.
De plus, on voit qu’alors B ~ M x, A. En notant & l'ensemble des classes d’équivalence
d’extensions, on a une application surjective :

keI‘(HOHlAe<83, M)) — &.

Par ailleurs, deux extensions M x4 A et M x4 A sont équivalentes si et seulement si on a
un diagramme commutatif

0O— M —Mxy A—A——0

| b

0—>M—>Mxgp A—sA—>0
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avec f un morphisme d’algébres. La commutativité du diagramme implique que
f(m,a) = (m+ h(a),a),
pour un certain h € Hom g (A, M). f est un morphisme d’algébres si et seulement si
g1(a®b) — g2(a ®b) = ah(b) — h(ab) + h(a)b, Ya,b € A

i.e. si et seulement si g; — g2 € im (Hom 4¢(0y, M)). En effet, pour m,n € M et a,b € A, on
calcule

f(m,a)- f(n,b) = (m+ h(a),a) - (n+ h(b),b) = (mb+ h(a)b+ an + ah(b) + ga(a ® b), ab)
et
f((m,a)-(n,b)) = f(mb+ an + g1(a ® b), ab) = (mb+ an + g1(a @ b) + h(ab), ab),
d’ou
Fm,a)- f(n,b) = f((m,a) - (n,5)) =0 & h(a)b-+ah(t)+ ga(a® b) — h(ab) — gy(a@b) = 0
& g(a®@b) — gi(a®b) = h(ab) — ah(b) — h(a)b.
On a donc une bijection

HH?*(A, M) = Ext?.(A, M) = ker(Hom 4¢ (05, M)) /im (Hom 4. (95, M)) ~ &.

(Voir [29], Proposition 8.7 pour cet argument).

Maintenant, la projection canonique 7 : M x, A — A sur la seconde composante admet
une section si et seulement si g est un 2-cobord. En effet, supposons qu’il existe h, reliée a g
par (13). Alors,

o A = Mx,A
a — (—h(a),a)
est une section de m. En effet, on a m o p(a) = w(—h(a),a) = a et p(a)p(b) = (—h(a),a) -
(—=h(b),b) = (—h(a)b — ah(b) + g(a ® b),ab) = (—h(ab),ab) = (ab) et ¢ est un morphisme
de A°-modules. Inversement, toute section de 7 est de la forme ¢ pour un certain h vérifiant
(13). Donc g est un 2-cobord si et seulement si la suite

0—sM—>MxyA—">A—>0

est scindée.
On observe enfin que le produit de deux éléments de M est nul dans M x, A, donc le
module engendré par de tels produits est trivial, i.e. M? = 0. O

La démonstration précédente montre en particulier le

Corollaire 21. Soient A une K-algebre et M un A-bimodule. Si 'on pose

Z2(A, M) := {g € Hom g (A®* M) ; ag(b®c)—g(ab®c)+g(a®bc)—g(a®b)c = 0, Va,b,c € A},

et

B*(A, M) := {g € Hom g (A%®*, M) ; 3h € Hom g (A, M) ; g(a®b) = ah(b)—h(ab)+h(a)b, Ya,b € A},

alors on a
HH*(A, M) ~ Z*(A, M) /32(,4’ M).-
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Lemme 46. Soit A une K-algébre telle que A° soit semi-simple. Alors, pour tout A-bimodule
M, on a
HH?*(A, M) = 0.

Démonstration. En effet, tout sous-bimodule d'un A-bimodule en est un facteur direct, donc
toute suite exacte courte de A-bimodules est scindée et donc tout A-bimodule est projectif.
C’est en particulier le cas du A-bimodule régulier 4 A 4. Il vient alors

HH*(A, M) = Ext%.(4Ax, M) ~ Ext 4. (Q, 4, M) =0,

AAA>

car 4 A, est projectif et on peut donc choisir 2,4, = 0. ]

Passons enfin & 'importante conséquence qu’est le théoréme de Wedderburn-Macev :

Théoréme 12. (Wedderburn-Malcev)
Soient K un corps algébriquement clos et A une K-algébre de dimension finie. Alors il existe
une sous-algeébre semi-simple S de A telle que

A~ S®rad(A),

ot la somme directe est une somme directe de K-espaces vectoriels. De plus, on a S ~

A /md(A) :

Démonstration. On prétend tout d’abord que ’algébre

(4 /rai) = (4 /raaca)) @ (4 /raaca) )"

est semi-simple. En effet, A est un K-module artinien et noethérien, donc d’aprés le Lemme
5, A / rad(A) est semi-simple et comme K est algébriquement clos, d’aprés le Corollaire 1
du Théoréme de Wedderburn, on a

A/rad(A) = HMM(K>

Ensuite, d’aprés le Lemme 7 de ’annexe, on a

(4 ) (4 )= (FL ) ({0 09)

= H MM(K) KK Mnj<K)op = H Mm(K) KK MHJ(K) = H Mninj(K)’
1<i,j<r 1<i,j<r 1<i,j<r
et donc (A /rad(A)>e est semi-simple en vertu de la Proposition 5.
Posons maintenant a

A= A/rad(A)-

D’apres le Lemme 46 on a B
HH?*(A, M) =0,

pour tout A-module M.

Ensuite, d’apreés le Lemme 4, rad(A) est un idéal nilpotent de A. Supposons que rad(A)" =
0, avec n minimal. On procéde par récurrence sur n :
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x Sin =1, alors A est semi-simple et il n’y a alors rien a démontrer.

x Supposons le résultat vrai au rang n — 1. On considére

A= A/Jrad(A)"*1

et on observe que
tad(4) /rad(ayt = rad(A),

En effet, 'algébre A/rad(A) est noethérienne et artinienne et A est un A/rad(A)-

module, donc en utilisant le Lemme 7, il vient
rad(A) = rad(A4) - A = rad(A) - (A /rad(A)”_l) ~ rad(A) /rad(A)”—l-
Ainsi, rad(A)" ! = 0 et on a

’Z/rad(g) = (A /rad(A)”_1> /(rad(A) /rad(A)”_1> = A/rad(A) = A

Par hypothése de récurrence, on a

12
o)

A~ S @rad(A),

avec S une algébre semi-simple vérifiant S ~ A/rad(ﬁ) ~ASiAD A désigne la
projection naturelle, alors la suite

~

0——=rad(A)" ! —=7171(8) —= 5 ——>0 (14)

est exacte (et K-scindée). De plus, le morphisme de droite est un morphisme d’algébres
et le noyau rad(A4)"~! est nilpotent d’ordre 2. Comme S ~ A, on peut utiliser le fait

que .
HH?*(A,rad(A)" 1) =0

pour conclure, par le Théoréme 11 que la suite (14) est scindée. Il existe donc un
morphisme d’algébres o : A — 771(S) tel que 7 o 0 = idy. Soit donc

S = o(A) ~A~S.
Alors, S est semi-simple et on a
7(8) ~ S @ rad(A)" .

Finalement,

A=nYA) =7 18) + 7 (rad(A)) ~ (S @ (rad(A)"") + 7 (rad(A))

~ S @ (rad(A)" ! +rad(A4)) ~ S @ rad(A).

Cecl termine la démonstration.
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Annexe

Produit tensoriel d’algébres

Nous allons ici donner quelques résultats techniques concernant le produit tensoriel de
modules, aussi bien que d’algébres (non supposées commutatives) dont nous avons besoin
dans notre exposé. Avant toute chose, rappelons une construction importante :

Définition 1. Soient A une K-algébre, avec K un anneau commutatif, M un A-module et
S un sous-ensemble de M. On dit que M est libre sur S si, pour tout module N, et toute
application (ensembliste) f : S — N, il existe un unique morphisme ¢ : M — N tel que

s =1

Proposition-Définition 1. Soient S un ensemble et

Fs={f:8—=A; |f7(A\{0})] < +oo}.

Alors, Fg est un A-module, libre sur S.

Démonstration. Tl est immeédiat de vérifier que F'g, muni des lois composante par composante,
est un A-module. Soit ensuite, pour t € .5,

ft S = A
s 1 si s=t
° 0 si st
et soit
S/ = {ft; te S}

Soit N un module et soit g : 8" — NN une application. On pose

@ FS — N
oo Yes f(s)g(fs)

¢ est bien définie car f(s) = 0 pour presque tout s € S. On a clairement p|g = g et ¢ est
unique car tout f € Fg est une combinaison linéaire unique finie d’éléments de S’. Et comme
S’ ~ S, on a le résultat. O

Corollaire 1. Tout A-module est quotient d’un module libre.

154



Démonstration. Soit en effet M un A-module. On peut considérer le A-module Fyy ~ &P, ., A
libre sur M, ainsi que I’épimorphisme
f . FM —» M
ZmEM Q> ZmEM Am - M
Alors, d’aprés le premier théoréme d’isomorphisme, on a
M ~ Fm [yer f.
O

Définition 2. Soient A un anneau, M un A-module a gauche et N un A-module & droite.
On rappelle que le groupe abélien libre Fiyyr sur N X M est défini par

Fywmi={f: NxM —7Z; f(n,m)=0 pour presque tout (n,m) € N x M},

muni de I'addition canonique. On considére le sous-groupe Ryxara de Fnyxys engendré par
les éléments de la forme

(n1+n27m)_(n17m)_(n27m>7 ni,ng € N7 m e M7
(n,my +msa) — (n,mq) — (n,msa), n € N, my,ms € M,
(na,m) — (n,am), a € A, n€ N, me M
et on pose
N®aM:= FNXM/RNxM,A.

Enfin, pour (n,m) € N x M, on note n ® m la classe de (n,m) dans N ®,4 M.
Remarque 1. En général, N ® 4 M est seulement un groupe abélien.

Définition 3. Soient A un anneau, M un A-module a gauche, N un A-module a droite,
B un groupe abélien et ¢ : N x M — B une application (ensembliste). On dit que ¢ est
A-balancée si

p(n1 +ng,m) = @(ni,m) + p(n2,m), ¥ni,ny € N, Vm € M.
o(n,my + mg) = p(n,my) + @(n,ms), ¥n € N, Ymy, my € M.
e(na,m) = p(n,am), Ya € A, Ym € M, ¥n € N.

Nous allons voir ici que le produit tensoriel est solution d’un probléme universel impor-
tant; on peut ramener 1’étude des applications bilinéaires a celle des applications linéaires,
ou plus généralement, celle des applications balancées a celle des morphismes de groupes
abéliens.

Proposition 1. Soient A un anneau, M un A-module a gauche, N un A-module & droite, B
un groupe abélien et ¢ : N x M — B une application A-balancée. Alors, il existe un unique
morphisme de groupes abéliens o : N @ 4 M — B tel que

V(n,m) € N x M, o(n,m) = p(n®m).
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Démonstration. Fyypr étant libre sur N x M, il existe un unique morphisme de groupes
abéliens
F‘P : FNXM — B

qui prolonge . Comme ¢ est A-balancée, on a F,(Ryxma) = 0 et F,, se factorise en @
comme voulu. L’unicité vient du fait que I'image de tout élément de N ® 4 M est entiérement
déterminée par celles de n ® m, éléments engendrant N ®4 M. O

Définition 4. Soient R et S deux anneaux. Un R-S-bimodule M est un R x S°P-module.
Plus précisément, on a une action de R & gauche, une action de S a droite et ces deux actions
commutent en ce sens que

(rm)s =r(ms), Vr € R, Vs € S, Ym € M.

Lemme 1. Soient R, S, T,V quatre anneauzr, M un R-V-bimodule, N un S-R-bimodule et
U un T-R-bimodule. Alors,

1. N®gr M est un S-V-bimodule vérifiant
s-(n®@m)-v=(sn)® (mv), Vs S, YoeV, VYne N, Ym e M.

2. Hom g(N,U) est un T-S-bimodule via ’opération définie par

(t-f-s)(n):=tf(sn), Vs€ S, Vne N, YVt e T, Vf € Hom r(N,U).

Démonstration. 1. Par symétrie, il suffit d’exhiber la structure de S-module. Pour s € S,

on définit 'application
Ae : NxM — N®pM
(n,m) +— (sn)®@m

qui est clairement R-balancée. Par la Proposition 1, il existe un unique morphisme
A : N®@®r M — N ®r M tel que

s+ (n®@m) = A(n®m) = An,m) = (sn) ®m.

Comme N est un bimodule, 1g-(n®m) = (1gn)®@m = n®m, l'opération est distributive
et
(s152) - (n®@m) =51+ (s2- (n®@m)), Vs1,50 € S, Vn e N, Vm € M.

2. Le fait que 'opération construite dans I’énoncé définisse bien une loi sur Hom g (U, N)
est clair puisque f est R-linéaire et car N est un bimodule. Le fait que cette loi donne
bien & Hom (N, U) une structure de 7-S-bimodule découle directement des définitions.

]

Lemme 2. Soient R, S, T,V quatre anneauzx, M un T-V -bimodule, N, N' deux S-T-bimodules,
U un R-S-bimodule et W un R-V -bimodule. Alors

1. U®s (N @7 M) ~ (U ®s N)@r M,
2. U®s (N®N') = (U®s N)® (Ues N'),
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3 (N®ON)YRIrM~(N®rM)®d (N @r M),
4. Hom r(U®gs N, W) ~ Hom s(N, Hom g(U, W)). De plus, ces deux derniers espaces sont
wsomorphes en tant que T-V -bimodules.

Démonstration. 1. Pour w € U, on définit

A ¢ NXxM — (U®sN)orM
(n,m) — (u®n)®@m

A, est clairement T-balancée et induit donc un morphisme
M N®@r M — (U®s N)@r M.
On définit ensuite une application

A Ux (N®rM) (U ®s N) @r M

N
(u, ) > Au()

Montrons que A est S-balancée. Soient uj,us € U et © = Zle n,®m; € N Qr M.
Alors

k k
Mt (2) = D (w1 +up) @mi) @my = Y (wr @my) ©my + (up @ ny) @ my

i=1 =1

k k

i=1 i=1
et les autres propriétés sont analogues. De la méme maniére on définit une application
dans I'autre sens, ce qui montre que I'application est un isomorphisme.

2. On a un morphisme

Us(NeN') - (URsN)d (U®sN')
(w@men)) = (u@n)®uen)

ainsi qu’'un morphisme

(U®sN)®d (U®sN') — U®s(Na&dN)
(uen)®Wen) — (uen)+ (uen)
qui sont clairement réciproques I'un de 'autre.
3. On raisonne de la méme maniére que pour I’étape précédente.

4. Posons
U : Homgr(U ®s N,W) — Hom g(N,Hom (U, W))

f = (ne (u— f(u®n)))

Tout d’abord, pour tout f € Hom (U ®g N, W), et tout n € N, 'application (u
f(u®n)) est R-linéaire. En effet, sir € R, on a (ru — f(ru®n) = rf(u®n)). De
plus, ¥(f) est S-linéaire puisque

(W(f)(sn))(u) = f(u®sn) = flus @n) = (Y(f)(n))(us) = (s - ¥ (f)(n))(u).
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Posons ensuite

® : Hom g(N,Hom (U, W)) — Hom zx(U ®s N,W)
f = (u®n (f(n))(u)

Nous devons montrer que ceci est bien défini, i.e. que ®(f) est S-balancée. Mais ceci
découle immeédiatement du fait que f est S-linéaire. De plus, on voit que & est la

réciproque de W.
m

Lemme 3. Soient K un anneau commutatif, A une K-algebre, M un A-module & droite et
N un A-module a gauche, alors M @4 N est un K-module.
Ensuite, pour s € N, on a un isomorphisme de A-modules a gauche

A*®q N ~ N°.

Enfin, si K est un corps et st M, N sont de dimension finie sur K, alors

Démonstration. Le Lemme 1 donne directement que M ®4 N est un K-module. De plus,
d’aprés le point 3 du Lemme 2, il suffit de montrer que A ®4 N ~ N. En effet, on aura alors

A*®@4 N = (@A) @aN~PA@sN)~ PN~ N*.

On remarque que 'application
AxN — N
(a,m) +— an

est A-balancée et définit donc un morphisme

On définit alors 'inverse N — A®4 N par n — 1 ® n. Comme a ® n = 1 ® an pour tout
a € Aetnée N, ces deux morphismes sont réciproques I'un de 'autre.
Enfin, si K est un corps, on vient de voir que

K'®g K™~ K", ¥Yn,m €N,

d’ou le résultat. ]

Lemme 4. Soient R un anneau commutatif et A, B deux R-algébres. Si l’on pose

(A@RB)X(A®RB) — A®RB
(a1®bl,a2®b2) —> a1a2®blb2

alors A ®gr B est une R-algébre.
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Démonstration. D’aprés le Lemme 3, on sait que A ®r B est un R-module. La structure
additive est alors claire. Il s’agit donc de définir la structure multiplicative. Pour a; € A, by €
B, on définit 'application

Ax B — A®rB
(ag,b2) +— (a1,b1) - (az,bs) := ajas @ byby

Ceci est R-balancé et définit donc un morphisme
A KRR B— A Xpr B.

De plus, il est clair que les morphismes induits par (a;r,b1) et (a;,7b1) sont les mémes. Le
morphisme induit par (a; +a), by) est la somme des morphismes induits par (a1, b1) et (af, by)
est le morphisme induit par (a1, b; 4 b)) est la somme des morphismes induits par (aq,b;) et
(a1,0)). Ainsi, (a1,b;) - (ag,by) = ajas ® biby est bien défini. Le fait que ceci donne & A ®g B
une structure de R-algébre consiste en une vérification immédiate. O

Nous en déduisons une application pour les anneaux de groupes :

Lemme 5. Soient R un anneau commutatif et G, H deux groupes. Alors, on a un isomor-
phisme de R-algébres
R(G x H) ~ RG ®gr RH.

Démonstration. Définissons I'application

a : GxH — RG®rRH
(g,h) =  g®h

Comme 1 ® 1y est clairement le neutre de RG®r RH, on a a(lg, 1y) = lreeru- De plus,
on a

a((g1,h1) - (g2, h2)) = (9192, hiha) = 9192 @ hiho
= (g1 @ h1) - (g2 ® h2) = (g1, 1) - (g, ha)
et donc « induit un morphisme

R(G x H) = RG ®g RH,

par définition de l'algébre de groupes. Inversement, les éléments g ® h pour g € G et h € H
engendrent RG ®xr RH, puisque G (resp. H) est une R-base de RG (resp. RH). Ainsi,

I’application
(Z T4, Z Thh) — Z Z rern(g, h)

geG heH g€G heH

est R-balancée et induit donc un morphisme §: RG ®r RH — R(G x H). 1l est clair que
est la réciproque de «, et ceci achéve la démonstration. O]

Lemme 6. Soient R un anneau commutatif et A, B deuxr R-algébres. Si M est un A-module
et si N est un B-module, alors M ®r N est un A ®r B-module.
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Démonstration. D’aprés le Lemme 1, M ®z N est un A-module. La structure de B-module
a gauche sur N est une structure de B°’-module a droite sur N. Ainsi, M ®g N est un
A ®pg B-module si et seulement si ¢’est un A-B°-bimodule, comme on le vérifie facilement.
Mais, d’aprés le Lemme 1, les seules propriétés a vérifier sont que I'action de A & gauche
commute avec I'action de B° & droite et que les actions de R sur A et B coincident. En effet,
un A ®g B-module a deux structures de R-module : une provenant de A et 'autre provenant
de B; mais comme on a
(ar ®b) -z = (a®71d) - x,

cette derniére assertion est donc claire. De plus, on a
a-(m®n)=(am)®@n

et
(m®n)-b=m® (bn),

et donc la premiére assertion est claire également. O]

Remarque 2. Cette derniére démonstration peut sembler un peu obscure ; ¢’est pourquoi on
peut aussi démontrer ce Lemme directement en considérant I'action

(a®b)-(m®n):=(am ® bn).
Nous terminons cette annexe par un lemme technique sur les espaces de matrices :

Lemme 7. Soient K un corps et n,m € N*. Alors, on a un isomorphisme d’algébres

My (K) @ M (K) = My (K).

Démonstration. On définit application bilinéaire

¢ My(K) x M, (K) — M (K)

(B, Exy) = E(niTl)m+k,(jfl)m+l
oit (E};)1<ij<n (resp. (EFY)1<ki<m) désigne la base dite canonique de M,,(K) (resp. M,,(K)).
En d’autres termes,
CLLlB s alynB
an,lB s CLnynB

(Voir [3], Définition 3 pour cette illustration). On voit alors que, pour A,C € M, (K) et
B,D e M, (K),ona
p(AC, BD) = ¢(A, B)p(C, D)

et  est un morphisme d’algébres. De plus, on voit que tout élément de la base dite canonique
de M, (K) s’écrit (BT, Eyy). Soit f : M, (K) x M,,,(K) — P une application bilinéaire,

1/7‘7’ —
avec P un K-espace vectoriel. Pour pouvoir obtenir une application linéaire f : M,,,,,(K) — P
telle que f = f oy, on voit que 'on doit poser

f o M (K) — P
Zi,j,k,l ai,j,k,lEgﬁ)m%,(j—l)mﬂ = Zi,j,k,l ai,j,k,lf(Efprlg?l)
Réciproquement, si I'on définit f comme ceci, on a clairement f o ¢ = f et la propriété
universelle du produit tensoriel (Proposition 1) permet de conclure. O
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Remarque 3. Une fagon plus élégante (mais peut-étre moins évidente) de démontrer le Lemme
précédent serait d’écrire

My (K) @ M (K) ~ My (K @x My (K)) =~ Mp(Mp(K)) ~ My (K).
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