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Introduction

Le but principal du présent travail est de donner une introduction à la cohomologie équi-
variante des espaces munis de l'action d'un groupe topologique G. Il s'agit d'une théorie
cohomologique permettant de rendre compte de la structure de l'espace X en question, mais
contenant aussi des informations sur la manière dont G agit sur X. Une série d'exemples
particulièrement importants est issue des groupes de Lie. Plus précisément, lorsque l'on a un
groupe de Lie compact connexe K, muni d'un tore maximal T , on dispose de la variété de
drapeaux K/T , sur laquelle T agit de façon naturelle et on peut étudier cette action via la
cohomologie T -équivariante de K/T . Ce mémoire se penche donc sur la construction et les
propriétés élémentaires générales de la cohomologie équivariante, ainsi que sur le cas parti-
culier des groupes de Lie et de leur variété de drapeaux.

Trois résultats remarquables rythmerons notre exposé. Le premier concerne la notion
d'équivariante formalité, dégagée par Goresky-Kottwitz-MacPherson en 1998 (voir [37]).
Celle-ci est intéressante car elle englobe beaucoup de cas d'actions topologiques et, en par-
ticulier, le cas de la variété de drapeaux. Le théorème que nous démontrerons est le suivant

Théorème 0.0.1. (2.4.18)
Soient G un groupe de Lie compact connexe et X un G-espace. On suppose que la cohomologie
rationnelle de X est de dimension �nie en tout degré et que X est connexe par arcs. On

considère également l'espace �bré ωG[X] = (X
ι
↪→ XG

π→ BG). Alors, les assertions suivantes
sont équivalentes :

i) La suite spectrale de Leray-Serre associée à ωG[X]

E2
p,q = Hp(BG, H

q(X)) =⇒ Hp+q
G (X)

dégénère en deuxième page.

ii) X est équivariamment formel, i.e. on a un isomorphisme de H∗(BG)-modules :

H∗G(X) ' H∗(BG)⊗H∗(X).

iii) Le H∗(BG)-module H∗G(X) est libre.

iv) Le morphisme ι∗ est un épimorphisme.

De plus, sous une de ces hypothèses, le morphisme π∗ est un monomorphisme.

Un deuxième outil fondamental de cohomologie équivariante est le principe de localisation.
Il s'agit de comparer la cohomologie équivariante d'un G-espace X avec celle de ses points
�xes. En fait, modulo localisation, elles sont isomorphes ; plus précisément, on prouvera le

Théorème 0.0.2. (Localisation de Borel-Atiyah-Segal-Hsiang, 2.5.8)
Soient G un groupe de Lie compact agissant sur un espace paracompact X, de dimension
cohomologique �nie, R := H∗(BG) et S ⊂ Z(R) un système multiplicatif et s ∈ S. Posons

XS := {x ∈ X ; S ∩ ker(R→ H∗(BGx)) = ∅}.

Alors, le localisé de la restriction est un isomorphisme de R-modules

S−1H∗G(X)
'−→ S−1H∗G(Xs).
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De plus, si X ne possède qu'un nombre �ni de types d'orbites, alors on a un isomorphisme

S−1H∗G(X)
'−→ S−1H∗G(XS).

Dans le cas où l'action est équivariamment formelle, ce théorème possède un corollaire
particulièrement intéressant, qui nous sera utile dans l'étude de la variété de drapeaux K/T ,
puisqu'il nous permettra de donner une description combinatoire explicite de la cohomologie
équivariante H∗T (K/T ), due à GKM. Il s'agit du résultat suivant

Corollaire 0.0.3. (2.5.12)
Soit M une variété lisse compacte connexe sur laquelle agit un tore compact T . Supposons
l'action équivariamment formelle et notons ιM : MT ↪→ M l'inclusion canonique. Alors, la
restriction

ι∗M : H∗T (M)→ H∗T (MT )

est injective.

En�n, dans le cas de la variété de drapeaux K/T , on a le groupe de Weyl W associé au
système de racines de T etK. Nous verrons que l'on peut, pour chaque w ∈ W , construire une
classe de cohomologie équivariante Xw ∈ H∗T (K/T ), appelée classe de Schubert. Ces classes
permettent de décomposer H∗T (K/T ) comme suit :

Théorème 0.0.4. (3.2.3)
En notant R := H∗(BT ), on a un isomorphisme de R-modules

H∗T (K/T,Q) '
⊕
w∈W

R 〈Xw〉 .

Ceci sera notre point de départ dans l'étude de H∗T (K/T ). Ce dernier espace étant ca-
noniquement muni d'une structure de R-algèbre, il est naturel de se demander quelle est
le comportement du cup-produit sur H∗T (K/T ), ce que nous étudierons. Signalons que nous
ne démontrerons complètement que le cas ordinaire de ce résultat ; le cas équivariant sera
seulement décrit succinctement.

Nous décomposons notre travail en plusieurs parties. En premier lieu, nous verrons que la
construction de la cohomologie équivariante présente déjà quelques subtilités. Par exemple,
pour obtenir une cohomologie de l'espace X tenant compte de l'action du groupe G, on se-
rait tenter de dé�nir la cohomologie équivariante H∗G(X,R) à coe�cients dans l'anneau R
comme la cohomologie ordinaire du quotient X/G. Cependant, nous verrons que ceci n'est
pas satisfaisant ; en prenant le quotient, on perd trop d'information sur la topologie de X.
Pour remédier à cela, nous emploierons la dé�nition de Borel, datant de 1959, utilisant une
construction (due à Milnor en 1956) d'espace �bré universel attaché à un groupe topologique
G donné. Dans la première partie, nous nous attardons donc sur quelques propriété élémen-
taires des espaces �bré, et sur cette construction.

Ensuite, nous construisons la cohomologie équivariante H∗G et en donnons quelques pre-
mières propriétés. Après avoir décrit la décomposition de Bruhat d'un groupe de Lie et de
sa variété de drapeaux, nous l'utilisons de manière cruciale dans l'étude du comportement
cohomologique des groupes de Lie. Ceci débouche en particulier sur la réduction aux tores et
sur la localisation. Nous terminons cette partie par une description sommaire de la cohomo-
logie d'un groupe de Lie H∗(G,Q), en analysant sa structure d'algèbre de Hopf.
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Nous en venons alors à l'étude de la cohomologie T -équivariante de la variété de drapeaux
K/T d'un groupe de Lie compact connexe K. Plus précisément, nous construisons les classes
de Schubert ordinaires Xw ∈ H∗(K/T,Q) indexées par le groupe de Weyl. Puis, nous nous
inspirons de ceci pour construire les classes de Schubert équivariantes Xw ∈ H∗T (K/T,Q). Par
la suite, nous donnons trois descriptions de H∗T (K/T ) : celle de Schubert, consistant à écrire
une classe de cohomologie dans la base formée des classes Xw, celle de Borel permettant de
voir H∗T (K/T ) comme le quotient d'une algèbre de polynômes et celle de GKM, plus combina-
toire et basée sur le graphe de GKM du groupe de Weyl. Chacune de ces descriptions possède
ses avantages et inconvénient : par exemple, celle de Borel permet de calculer facilement le
produit de deux classes dans H∗T (K/T ), quand celle de GKM le permet de façon encore plus
e�cace et rapide. Cependant, ces deux descriptions font perdre le lien avec la géométrie de
K/T et avec les classes de Schubert. C'est pourquoi nous décrirons quelques algorithmes de
conversions permettant de passer d'une description à une autre. Nous étudions alors le cas
des systèmes de racines irréductibles de rang 2. D'autre part, ces algorithmes permettront
également de résoudre le problème des constantes de structure, qui consiste à déterminer les
cwu,v ∈ R = H∗(BT ) pour lesquels on a

∀u, v ∈ W, Xu ∪ Xv =
∑
w∈W

cwu,vXw.

Trouver les cwu,v revient donc à déterminer totalement la structure de R-algèbre de H∗T (K/T ).
Par ailleurs, nous donnons en annexe les résultats importants de topologie algébrique

nécessaires et, plus particulièrement, la suite exacte longue d'homotopie d'une �bration de
Serre, ainsi que les constructions des suites spectrales de Leray-Serre et d'Eilenberg-Moore.
Nous terminons ceci par une comparaison entre la cohomologie singulière et la cohomologie
du faisceau constant sur un espace topologique. Plus précisément, nous démontrerons que
ces cohomologies coïncident naturellement au-moins dans le cas d'un espace héréditairement
paracompact et localement contractile ; ce qui est le cas des espaces que nous considérons
dans ce travail. Ce résultat nous permet de justi�er la convention suivante : dans ce travail,
sauf mention explicite du contraire, lorsque l'on parle de la cohomologie d'un

espace topologique, nous faisons référence à sa cohomologie singulière . Ainsi, si l'on
préfère travailler avec la cohomologie des faisceaux, plus universelle, on est libre d'appliquer
le résultat susdit, et les énoncés donnés ici restent donc inchangés.

En�n, je tiens à remercier chaleureusement David Chataur, Daniel Juteau et Karine Sorlin
pour leur gentillesse, leur disponibilité, leur patience et le secours qu'ils m'ont porté tout au
long de cette aventure. Je remercie également in�niment ma famille et ma compagne Delphine
pour leur soutien, leur écoute et leur amour...
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Première partie

Généralités sur les espaces �brés

Pour construire la cohomologie équivariante H∗G, on a besoin d'un peu de théorie géné-
rale des G-�brés (avec G un groupe topologique) et notamment de l'existence d'un G-�bré
principal universel EG → BG. On va suivre ici la construction de Milnor (voir [56]) donnée
dans [46]. On verra ensuite la construction de Borel.

Pour ce qui suit, on renvoie le lecteur au chapitre 4 de [46].

Dé�nition 1.0.1. On appelle ici �bré tout triplet topologique (E, p,B) avec p : E → B
continue. E est appelé espace total, B est la base et, pour b ∈ B, p−1(b) est une �bre.
On notera ξ = (E, p,B) un tel triplet. Un morphisme de �brés ϕ : ξ → ξ′ est un couple
ϕ = (fE, fB) rendant commutatif le diagramme

E
fE //

p

��

E ′

p′

��
B

fB // B′

De plus, si B = B′ est fB = idB, on dit qu'on a un B-morphisme. Les catégories ainsi
obtenues sont notées respectivement Bun et BunB.

1.1 Fibrés dé�nis par des groupes topologiques de trans-

formations

Dé�nition 1.1.1. Un groupe topologique est un groupe G muni d'une topologie rendant
l'application

G×G → G
(s, t) 7→ st−1

continue. Autrement dit, c'est un objet en groupes dans la catégorie des espaces topologiques,
i.e. c'est un espace topologique G muni d'applications continues m : G×G→ G, ι : G→ G
et e : pt→ G rendant commutatifs les diagrammes

G×G×G
m×id

��

id×m // G×G
m
��

G×G m
// G

G× pt

pr1
��

id×e // G×G
m
��

G G

G
∆ //

��

G×G
ι×id
��

id×ι // G×G
m

��
pt

e

22G×G m // G
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Ce dernier diagramme peut se réécrire plus symétriquement :

G×G
m

$$
G×G

id×ι 66

ι×id ((

G∆oo // pt e // G

G×G
m

::

Exemple 1.1.2. Les groupes suivants sont naturellement topologiques :

R, R×, GLn(R), GLn(C), O(n,R), SO(n,R), U(n), SU(n), Sp(2n,R), ...

Dé�nition 1.1.3. Si G est un groupe topologique, un G-espace (à droite) est un espace X,
muni d'une application continue µ : X ×G→ X telle que

X ×G×G
µ×id

��

id×m // X ×G
µ

��
X ×G µ

// X

X × pt
id×e // X ×G

µ

��
X X

i.e. (x · s) · t = x · (st) et x · 1 = x. et de même pour une action à gauche µ : G×X → X.

On a une correspondance naturelle entre les deux notions d'action ci-dessus.

Exemple 1.1.4. Rn est un GLn(R)-espace à gauche et un O(n)-espace à gauche.

Dé�nition 1.1.5. Une application h : X → Y entre G-espaces est un G-morphisme si
h(xs) = h(x)s pour tous x ∈ X et s ∈ G, i.e. le diagramme suivant commute

X ×G µX //

h×id
��

X

h
��

Y ×G µY // Y

On note MG(X, Y ) l'ensemble des G-morphismes et on obtient alors la catégorie SpG des
G-espaces.

On a une relation d'équivalence classique

x ∼ x′ ⇔ ∃s ∈ G ; x′ = xs

et on note xG l'orbite de x ∈ X, ainsi que X (mod G) := X /G := {xG, x ∈ X}. On dispose
de la projection canonique π = πX : X � X /G et on munit X /G de la topologie quotient.
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Proposition 1.1.6. Pour un G-espace X, l'application

X → X
x 7→ xs

est un homéomorphisme pour tout s ∈ G et la projection

π : X → X /G

est une application continue ouverte.

De ceci, on tire que tout G-espace X détermine un �bré

α(X) :=
(
X, π,X /G

)
.

Si h ∈MG(X, Y ), on a h(xG) ⊂ h(x)G pour tout x et on a donc une application quotient

h : X /G → Y /G
xG 7→ h(x)G

ainsi qu'un diagramme commutatif

X h //

π
��

Y

π
��

X /G
h // Y /G

et on note α(h) := (h, h) : α(X)→ α(Y ) le morphisme de �brés associé.

Proposition 1.1.7. La collection α : SpG → Bun est un foncteur pleinement �dèle.

Dé�nition 1.1.8. Un �bré ξ = (X, p,B) est un G-�bré s'il existe une structure de G-espace
surX et un homéomorphisme f : X /G → B tels que (id, f) : α(X)→ ξ soit un isomorphisme
de �brés. Autrement dit, on requiert l'existence d'un homéomorphisme f : X /G → B tel
que fπ = p :

X

p

��

π

""
B X /Gf

∼oo

1.2 Premières notions sur les �brés principaux

Dé�nition 1.2.1. Un G-espace X est dit libre si l'action est libre, c'est-à-dire si chaque
stabilisateur est trivial.
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Pour un G-espace libre X, on pose

X∗ := {(x, x′) ∈ X2 ; ∃s ∈ G ; x′ = xs}.

Autrement dit, X∗ est le produit �bré

X∗ //

��
A

X

��
X // X /G

Il existe alors une unique fonction τ : X∗ → G telle que

∀(x, x′) ∈ X∗, xτ(x, x′) = x′,

que l'on nomme fonction de translation. Elle véri�e de plus

∀x, x′, x′′ ∈ X,


τ(x, x) = 1
τ(x, x′)τ(x′, x′′) = τ(x, x′′)
τ(x′, x) = τ(x, x′)−1

Dé�nition 1.2.2. Un G-espace X est dit principal si c'est un G-espace libre et si la fonction
de translation τ : X∗ → G est continue.
Un G-�bré principal est un G-�bré (X, p,B) tel que le G-espace X est principal.

Exemple 1.2.3. • L'espace produit B × G est un G-espace, une fois muni de l'action
(b, t) · s := (b, ts). C'est un espace principal. En e�et, on a

((b, t), (b′, t′)) ∈ (B ×G)∗ ⇔ b = b′

et on a
τ((b, t), (b′, t′)) = t−1t′.

Le G-�bré principal associé (B ×G, pr1, B) est le �bré produit. On l'appelle le G-�bré
principal produit (ou trivial).

• Soit G un sous-groupe fermé d'un groupe topologique Γ. On a une action par multipli-
cation Γ× G → Γ et on a (x, x′) ∈ Γ∗ si et seulement si x−1x′ ∈ G, d'où la continuité
de τ(x, x′) = x−1x′. L'espace de base du G-�bré principal associé est l'ensemble des
classes à gauche, Γ /G .

• Soit G = {±1} = Z /2Z =: Z2 et soit Sn la sphère unité de Rn+1, munie de l'action
de G donnée par l'antipode. Alors, (Sn)∗ = {(x,±x), x ∈ Sn} et τ(x,−x) = −1, qui
est continue (de toute façon il ne peut en être autrement puisque G = Z2 est discret).
Ce Z2-espace principal dé�nit un Z2-�bré principal de base RPn. Nous rencontrerons à
nouveau cet exemple plus tard.

Proposition 1.2.4. Soit ξ = (X, p,B) un G-�bré principal. Alors, ξ est un �bré de �bre G.
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Dé�nition 1.2.5. Un morphisme (u, f) : (X, p,B) → (X ′, p′, B′) entre G-�bré principaux
tel que u : X → X ′ soit un G-morphisme est appelé un morphisme principal. Si B = B′ et
f = idB, u est appelé un B-morphisme principal.

Remarque 1.2.6. Dans ce cas, puisque p−1(p(x)) = xG et que f(xG) = u(x)G, la donnée de
u détermine f et donc su�t à dé�nir le morphisme de �brés.

Comme la composée de morphismes principaux (resp. de B-morphismes principaux) est
un morphisme principal (resp. un B-morphisme principal), on peut considérer la catégorie
Bun(G) des G-�brés principaux, ainsi que la sous-catégorieBunB(G) des G-�brés principaux
au-dessus de B. On a deux foncteurs d'oubli canoniques

BunB(G)→ Bun(G)→ Bun.

Théorème 1.2.7. La catégorie BunB(G) est un groupoïde. C'est-à-dire que tout morphisme
dans BunB(G) est un isomorphisme.

1.3 Changements de base et �brés principaux

On rappelle que si on a un �bré ξ = (X, p,B) et f : B′ → B, on en déduit un �bré
f ∗(ξ) = (X ′, p′, B′), où X ′ = B′ ×B X, via le produit �bré

B′ ×B X //

p′

��
A

X

p

��
B′

f // B

La propriété d'être un G-�bré (principal) est invariante par changement de base. Plus
précisément :

Proposition 1.3.1. Soit X un G-espace, de �bré associé ξ = (X, p,B). Pour chaque f :
B′ → B, l'espace total X ′ = B′ ×B X de f ∗(ξ) = (X ′, p′, B′) a une structure naturelle de
G-espace et on a un homéomorphisme g : X

′
/G → B′ tel que

X ′

π

||

p′

  

fξ // X

p

��
X ′ /G

g // B′
f // B

De plus, la structure de G-espace sur X ′ est unique si l'on impose à fξ d'être un G-morphisme.
En�n, si ξ est un G-�bré principal, alors f ∗(ξ) est aussi un G-�bré principal.

Dans la démonstration de ceci et du théorème qui suit, on a besoin des trois lemmes
suivants, pour lesquels on �xe un �bré quelconque ξ = (E, p,B), une application continue
f : B′ → B et f ∗(ξ) = (E ′, p′, B′) :

12



Lemme 1.3.2. L'application p′ est ouverte dès que p l'est.

Lemme 1.3.3. Considérons fξ : E ′ → E. Alors, pour tout morphisme de �brés de la forme
(v, f) : η → ξ, il existe un unique B′-morphisme w : η → f ∗(ξ) tel que fξ ◦ w = v.

Lemme 1.3.4. On a un foncteur

f ∗ : BunB → BunB′ .

De plus, pour un B′-morphisme u : ξ → η, on a un diagramme commutatif

E(f ∗(η))
fη //

��

E(η)

��

E(f ∗(ξ))

f∗(u)
88

&&

fξ // E(ξ)

u
;;

##
B′

f // B

Théorème 1.3.5. Soient (v, f) : η → ξ un morphisme de G-�brés principaux et

η
w // f ∗(ξ)

fξ // ξ

la factorisation du deuxième lemme ci-dessus. Alors w est un isomorphisme de �brés princi-
paux au-dessus de B(η) et donc η et f ∗(ξ) sont des G-�brés principaux isomorphes. Finale-
ment, la collection

f ∗ : BunB(G)→ BunB′(G)

est un foncteur.

1.4 Dé�nition des espaces �brés à groupe structural

Dé�nition 1.4.1. Soient ξ = (X, p,B) un G-�bré principal et F un G-espace à gauche. La
relation (x, y) · s := (xs, s−1y) dé�nit une structure de G-espace à droite sur X × F . On
considère le quotient

XF := (X × F ) /G

et pF : XF → B la factorisation de la composée X × F
pr1→ X

p→ B par la projection
X × F → XF :

X × F pr1 //

����

X

p

��
XF

pF // B

i.e. pF ((x, y)G) = p(x) pour tout (x, y) ∈ X × F . Le �bré (XF , pF , B) =: ξ[F ] est par
dé�nition le G-espace �bré sur B de �bre F (vu comme G-espace), de �bré principal associé
ξ. G est appelé le groupe structural de l'espace �bré ξ[F ].
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Exemple 1.4.2. Soit ξ le Z2-�bré principal

S1

��
RP1 = S1

et soit F := [−1, 1] le Z2-espace à gauche muni de l'action (±1)t := ±t. Alors, l'espace total
du Z2-espace �bré ξ[F ] est la bande de Möbius. Informellement, on part du �bré principal,
on attache le segment [−1, 1] aux deux points de S1 au-dessus d'un point de RP1 = S1 et on
fait tourner le segment autour de la base pour obtenir la bande de Möbius.

Remarque 1.4.3. Intuitivement, un G-�bré principal ξ = (X, p,B) consiste en copies de G,
une pour chaque point de B, recollées via la topologie de X. Le G-espace �bré associé ξ[F ]
consiste en copies de F , une pour chaque point de B, recollées via la topologie de X, l'action
de G sur X et l'action de G sur F . De manière générale, l'espace total de ξ[F ] re�ète la
"torsion" dans la topologie de X et celle de l'action G � F .

Proposition 1.4.4. Soit ξ[F ] = (XF , pF , B) le G-espace �bré associé au G-�bré principal
ξ = (X, p,B) et à la �bre F . Pour tout b ∈ B, la �bre p−1

F (b) est homéomorphe à F .

1.5 Propriétés fonctorielles des espaces �brés

Soient ξ = (X, p,B), ξ′ = (X ′, p′, B′) deux G-�brés principaux, (u, f) : ξ → ξ′ un
morphisme principal et F un G-espace à gauche. Le morphisme (u, f) dé�nit un G-morphisme
u× idF : X × F → X ′ × F et en passant au quotient, on obtient uF : XF → X ′F , induisant
un morphisme de �brés (uF , f) : ξ[F ]→ ξ′[F ].

Dé�nition 1.5.1. Un morphisme de G-espaces �brés ξ[F ] → ξ′[F ] est un morphisme de
�brés de la forme (uF , f) : ξ[F ] → ξ′[F ], où (u, f) : ξ → ξ′ est un morphisme de �brés
principaux. Si B = B′ et f = 1B, alors uF : ξ[F ] → ξ′[F ] est un morphisme d'espaces �brés
au-dessus de B.

Le but ici est d'étudier Bun(G) et la catégorie des espaces �brés de �bre F et de groupe
structural G.

Proposition 1.5.2. Les associations ξ 7→ ξ[F ] et (u, f) 7→ (uF , f) dé�nissent un foncteur
de Bun(G) dans la catégorie des espaces �brés admettant une structure d'espace �bré de �bre
F et de groupe structural G.

Remarque 1.5.3. Un morphisme de G-espaces �brés (uF , f) : ξ[F ] → ξ′[F ] est un isomor-
phisme si et seulement si (u, f) : ξ → ξ′ est un isomorphisme de �brés principaux.
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Proposition 1.5.4. Soient ξ = (X, p,B) un G-�bré principal et ξ[F ] un G-espace �bré
associé. Pour toute application f : B′ → B, il existe un isomorphisme canonique de �brés
au-dessus de B′, f ∗(ξ[F ])

g→ f ∗(ξ)[F ] tel que le morphisme naturel fξ[F ] : f ∗(ξ[F ])→ ξ[F ] se
factorise

f ∗(ξ[F ])

g

��

fξ[F ] // ξ[F ]

f ∗(ξ)[F ]
(fξ)F

::

Considérons un �bré ξ = (X, p,B) et A ⊂ B un sous-ensemble. Puisqu'on a ξ|A := ι∗(ξ)
où ι : A ↪→ B, de la proposition précédente, on tire le

Corollaire 1.5.5. Soient ξ[F ] un G-espace �bré au-dessus de B et A ⊂ B. Alors, on a un
A-isomorphisme canonique de �brés

ξ[F ]|A
' // (ξ|A)[F ] .

1.6 Espaces �brés triviaux et localement triviaux

Le lecteur aura remarqué que, contrairement à la terminologie usuelle, ce que nous avons
appelé jusqu'ici un espace �bré n'a aucune raison d'être localement trivial. C'est pourquoi,
dans la dé�nition 1.4.1, nous avons insisté sur le mot G-espace �bré, la dénomination espace
�bré étant alors simplement un raccourci. Aussi, dans la suite, ce que nous appellerons espace
�bré désignera un espace �bré de �bre F , au sens usuel ; c'est-à-dire un �bré localement
isomorphe au �bré produit.

Soient ξ = (B×G, pr1, B) le G-�bré principal produit et F un G-espace à gauche. Alors,
le G-espace �bré ξ[F ] = (Y, q, B) est B-isomorphe au �bré produit (B × F, pr1, B). En e�et,
le morphisme

g : Y → B × F
(b, s, y)G 7→ (b, sy)

Dé�nition 1.6.1. Deux G-�brés principaux ξ et η sur B sont localement isomorphes si tout
b ∈ B admet un voisinage ouvert U tel que ξ|U et η|U soient U -isomorphes comme �brés
principaux. Deux espaces �brés ξ[F ] et η[F ] sont localement isomorphes si ξ et η le sont.

Dé�nition 1.6.2. Un G-�bré principal ξ sur B est trivial (resp. localement trivial) si ξ est
un G-�bré principal isomorphe (resp. localement isomorphe) au G-�bré principal produit. Un
G-espace �bré ξ[F ] est trivial (resp. localement trivial) si ξ l'est.
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Remarque 1.6.3. La nature est bien faite : par le corollaire 1.5.5, un G-�bré principal ou un
G-espace �bré qui est trivial ou localement trivial est aussi trivial ou localement trivial en
tant que �bré. Ainsi, par le laïus introductif de cette section, un G-espace �bré localement
trivial est un exemple d'espace �bré. Par contre, la réciproque est fausse :

Contre-exemple 1.6.4. On prend ξ = (X, p,B) non trivial (par exemple Z2 � S1 → RP1).
Soit F 6= pt muni de l'action triviale de G. Alors, ξ[F ] est un G-espace �bré non trivial mais
est trivial de �bre F . En e�et, comme on a (x, y)s = (xs, y), il vient

XF = (X × F ) /G ' X /G × F ' B × F
et pF ((x, y)G) = p(x) donc pF = pr1 et donc ξ[F ] = (B × F, pr1, B) est trivial.

1.7 Description des sections d'un G-espace �bré

Théorème 1.7.1. Soient ξ = (X, p,B) un G-�bré principal, ξ[F ] = (XF , pF , B) un G-espace
�bré associé avec F un G-espace à gauche. En notant Γ(B, ξ[F ]) l'ensemble des sections du
�bré ξ[F ], on a une correspondance bijective

Γ(B, ξ[F ]) ←→ {φ : X → F ; φ(xt) = t−1φ(x), ∀x ∈ X, ∀t ∈ G},
la section associée à φ : X → F est

sφ(xG) = (x, φ(x))G ∈ XF , ∀xG ∈ B.

Si on fait agir G sur F par u · g := g−1u et si s ∈ Γ(B, ξ[F ]), alors on a φs ∈ MG(X,F )
et donc

MG(X,F ) ≈ Γ(B, ξ[F ]).

Cette observation mène aux corollaires suivants :

Corollaire 1.7.2. Soient ξ = (X, p,B), ξ′ = (X ′, p′, B′) deux G-�brés principaux. Tout
morphisme de G-�brés principaux ξ → ξ′ est de la forme (φs, f), pour s ∈ Γ(B, ξ[F ]). De
plus, en utilisant la relation XX′ = X ′X , on a f = (p′X)s. On a le diagramme

XX′

pX′

��

(X ×X ′) /G X ′X

p′X
��

B

s

II

f // B′

Remarque 1.7.3. Ce résultat réduit le problème de l'existence de morphismes principaux
ξ → ξ′ à celui, plus maniable, de l'existence de sections.

Corollaire 1.7.4. Pour un G-�bré principal ξ, les assertions suivantes s'équivalents

i) Le �bré ξ admet une section,

ii) Le �bré ξ est isomorphe à f ∗(η) où η est le �bré produit sur un point et f est l'unique
application constante,

iii) Le �bré ξ est trivial.
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1.8 G-espaces �brés nombrables sur B × [0, 1]

Dé�nition 1.8.1. Un recouvrement ouvert localement �ni (Ui)i∈S d'un espace B est nom-
brable s'il existe une partition de l'unité (localement �nie) (ui)i∈S telle que

∀i ∈ S, u−1
i (]0, 1]) ⊂ Ui.

Par dé�nition, il revient au même d'imposer l'existence de fonctions ui : X → [0, 1] telles
que

1. supp(ui) ⊂ Ui,

2. Pour tout x ∈ X, il existe un voisinage ouvert de x sur lequel seuls un nombre �ni des
ui sont non nulles,

3. ∀x ∈ X,
∑

i∈S ui(x) = 1.

Une telle partition (ui) est dite subordonnée au recouvrement (Ui). Dans ce cas, le recouvre-
ment ouvert (u−1

i (]0, 1])) est un ra�nement de (Ui).

Remarque 1.8.2. On a un résultat classique de topologie générale a�rmant qu'un espace
séparé est paracompact si et seulement si tout recouvrement ouvert est nombrable.

Dé�nition 1.8.3. Un G-�bré principal ξ sur un espace B est nombrable si B admet un
recouvrement nombrable (Ui) tel que ξ|Ui soit trivial pour tout i.

Remarque 1.8.4. Tout G-�bré principal nombrable est un espace �bré (i.e. est localement
trivial) et tout G-�bré principal localement trivial sur un espace paracompact est nombrable.

Proposition 1.8.5. Soient f : B′ → B une application continue et ξ un �bré nombrable sur
B. Alors f ∗(ξ) est un �bré nombrable sur B′.

Lemme 1.8.6. Soit ξ un G-�bré principal sur B = B1∪B2 où B1 = A×[a, c] et B2 = A×[c, b],
a < c < b. Si ξ|B1 et ξ|B2 sont triviaux, alors il en est de même de ξ.

Lemme 1.8.7. Posons I := [0, 1] ⊂ R et soit ξ un G-�bré nombrable sur B × I. Alors, il
existe un recouvrement nombrable (Ui)i∈S de B tel que, pour tout i ∈ S, ξ|Ui×I soit trivial.

Théorème 1.8.8. Dé�nissons

r : B × I → B × I
(b, t) 7→ (b, 1)

et soit ξ = (E, p,B × I) un G-�bré principal nombrable sur B × I. Il existe alors g : E → E
tel que (g, r) : ξ → ξ soit un morphisme principal.

17



Corollaire 1.8.9. Avec les notations du théorème 1.8.8, on a un (B×I)-isomorphisme entre
les G-�brés principaux ξ et r∗(ξ).

Remarque 1.8.10. Soient ξ = (X, p,B) un G-�bré principal et W un espace localement
compact. Alors la relation (x,w)s = (xs, w) confère à X × W une structure de G-espace
à droite. La translation τ1 pour X × W s'écrit τ1((x,w), (x′, w)) = τ(x, x′) où τ est la
translation pour X. La fonction

φ : (X ×W ) /G → X /G ×W
(x,w)G 7→ (xG,w)

est alors un homéomorphisme. Nous sommes ici intéressés par le cas W = I = [0, 1]

Théorème 1.8.11. Soit ξ un G-�bré principal nombrable sur B × I. Alors, les �brés ξ,
(ξ|B×1) × I et (ξ|B×0) × I sont G-isomorphes. De plus, si on note εi : B → B × I avec
εi(b) = (b, i), pour i = 0, 1, alors ε∗0(ξ) et ε∗1(ξ) sont des �brés B-isomorphes.

Théorème 1.8.12. Soient ξ un G-�bré principal nombrable sur B et ft : B′ → B une
homotopie. Alors, les G-�brés principaux f ∗0 (ξ) et f ∗1 (ξ) sont B′-isomorphes.

1.9 Le foncteur contravariant kG

Pour chaque espace B, soit kG(B) l'ensemble des classes d'équivalence de G-�brés princi-
paux nombrables sur B. On note {ξ} la classe de ξ dans kG(B). Pour une classe d'homotopie
[f ] : X → Y , on dé�nit une fonction

kG([f ]) : kG(Y ) → kG(X)
{ξ} 7→ {f ∗(ξ)}

Par le théorème 1.3.5, {f ∗(ξ)} ne dépend pas du représentant ξ de {ξ} choisi et par le
théorème 1.8.12, {f ∗(ξ)} ne dépend pas du représentant f de [f ] choisi. Par conséquent,
kG([f ]) : kG(Y ) → kG(X) est bien une fonction et [f ] 7→ kg([f ]) est bien dé�nie. Notons
HTop la catégorie homotopique des espaces topologiques.

Théorème 1.9.1. Les relations kG : HTop→ Set forment un foncteur contravariant.

Corollaire 1.9.2. Si f : X → Y est une équivalence d'homotopie, alors kG([f ]) : kG(Y ) →
kG(X) est une bijection.

Corollaire 1.9.3. Si X est contractile, tout G-�bré principal nombrable sur X est trivial.
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Soit ω = (E0, p0, B0) un G-�bré principal �xé, nombrable. Pour chaque espace X, on
dé�nit une fonction

φω(X) : [X,B0] → kG(X)
u 7→ {u∗(ω)}

où [X,B0] désigne l'ensemble des classes d'homotopie d'applications continues X → B0. Par
le théorème 1.8.12, φω(X) est bien une fonction.

Proposition 1.9.4. φω dé�nit une transformation naturelle

φω : [−, B0]→ kG

entre foncteurs HTop→ Set.

Dé�nition 1.9.5. Un G-�bré principal nombrable ω = (E0, p0, B0) est universel si φω :
[−, B0]→ kG est isomorphisme de foncteurs. B0 est alors appelé l'espace classi�ant de G.

Proposition 1.9.6. Un G-�bré principal nombrable ω = (E0, p0, B0) est universel si et
seulement si, pour tout espace X, on a les deux propriétés suivantes

1. Pour tout G-�bré principal nombrable ξ sur X, il existe f : X → B0 telle que ξ ' f ∗(ω)
sur X,

2. Si f, g : X → B0 sont telles que f ∗(ω) ' g∗(ω) sur X, alors f et g sont homotopes.

On a encore une dé�nition concernant l'universalité :

Dé�nition 1.9.7. Un �bré ω est dit n-universel, ou universel pour les dimensions ≤ n, dès
que φω(X) est bijective, pour tout CW-complexe X de dimension au plus n.

1.10 La construction de Milnor

On va maintenant pouvoir construire (et ainsi a�rmer l'existence) de G-�brés universels,
en vue de dé�nir la cohomologie équivariante. La construction est celle de John Milnor
(voir [56]), détaillée dans [46].

Dé�nition du G-espace EG : Construisons

EG := G ∗G ∗G ∗ · · · ∗G ∗ · · ·

(pour la dé�nition du joint X ∗ Y , voir [17]). Plus précisément, on prend

ẼG :=

{
(x, t) = (xi, ti)i≥0 ∈

∏
i∈N

G× I ; |{i ; ti 6= 0}| <∞,
∞∑
i=0

ti = 1

}
,
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et considérons la relation d'équivalence

(x, t) ∼ (x′, t′) ⇔ ∀i, ti = t′i et ∀j ; tj = t′j > 0, xj = x′j

et formons le quotient

EG := ẼG /∼ .

La classe de (x, t) dans EG sera notée (x, t) =: 〈x, t〉 = (t0x0, t1x1, . . . , tkxk, . . . ). On dé�nit
une action à droite de G sur EG :

〈x, t〉 y := 〈xy, t〉 , i.e. (t0x0, t1x1, . . . , )y = (t0(x0y), t1(x1y), . . . ).

On met sur EG une topologie qui en fait un G-espace. Pour ceci, on pose, pour tout i ≥ 0,

ti : EG → [0, 1]
〈x, t〉 7→ ti

et
xi : t−1

i (]0, 1]) → G
〈x, t〉 7→ xi

On a les relations

∀a ∈ EG, ∀y ∈ G, xi(ay) = xi(a)y, ti(ay) = ti(a),

et on munit EG de la topologie la moins �ne rendant continues les ti : EG → [0, 1] et les xi :
t−1
i (]0, 1])→ G, où t−1

i (]0, 1]) est muni de la topologie induite. Formellement, sur t−1
i (]0, 1]),

on prend la topologie initiale associée aux ti : t−1
i (]0, 1])→ [0, 1] et aux xi : t−1

i (]0, 1])→ G et
on décrète qu'un sous-ensemble U ⊂ EG est ouvert si U ∩ t−1

i (]0, 1]) est ouvert dans t−1
i (]0, 1])

pour tout i ≥ 0 (topologie faible). On dispose alors de la propriété universelle suivante :
Une application f : X → EG est continue si et seulement si tif est continue, ainsi que

xif : f−1(t−1
i (]0, 1]))→ G, pour tout i ≥ 0.

Chaque t−1
i (]0, 1])×G→ t−1

i (]0, 1]) est continue car ti(ay) = ti(a) et on a les diagrammes

t−1
i (]0, 1])×G
xi×id

��

// t−1
i (]0, 1])

xi

��
G×G m // G

(illustrant les relations xi(ay) = xi(a)y) et comme G est un groupe topologique, chaque

t−1
i (]0, 1])×G

''

// G

t−1
i (]0, 1])

xi

;;

est continue, ainsi que t−1
i (]0, 1])×G→ [0, 1], donc par propriété universelle, l'application

EG ×G→ EG

est continue et donc EG est un G-espace.
On note le quotient BG := EG /G et on a un G-�bré

ωG := (EG, p, BG).

C'est la construction de Milnor.
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Théorème 1.10.1. Le G-�bré ωG est un G-�bré principal nombrable.

Démonstration. Tout d'abord, ωG est un G-�bré principal. En e�et, l'action de G est libre
et, sur t−1

i (]0, 1])2 ∩ E∗G, on a
τ(a, a′) = xi(a)xi(a

′)−1.

Comme EG ⊂
⋃
i t
−1
i (]0, 1]), τ : E∗G → G est continue et le G-�bré ωG est donc principal.

Ensuite, puisque ti(ay) = ti(a), on peut dé�nir une unique application continue ui : BG →
[0, 1] telle que

EG

p

��

ti // [0, 1]

BG

ui

<<

On montre alors que ωG est trivial sur Vi := u−1
i (]0, 1]) = p(t−1

i (]0, 1])) en dé�nissant une
section continue si ∈ Γ(Vi, ωG) et en utilisant le corollaire 1.7.4. Posons

s′i : t−1
i (]0, 1]) → t−1

i (]0, 1])
a 7→ axi(a)−1

On a
s′i(ay) = ayxi(ay)−1 = ay(xi(a)y)−1 = axi(a)−1 = s′i(a).

En passant au quotient, on obtient si : Vi → t−1
i (]0, 1]) ↪→ EG telle que

t−1
i (]0, 1])

p
����

s′i // EG

Vi

si

::

Pour a ∈ t−1
i (]0, 1]), on a p(a) = p(s′i(a)), donc pour tout b ∈ Vi, en notant b = p(a), on a

psi(b) = p(si(p(a))) = p(s′i(a)) = p(a) = b, dons si ∈ Γ(Vi, ωG) 6= ∅. Ceci montre que ωG|Vi
est trivial.

En�n, pour prouver que ωG est nombrable, il nous reste à construire une partition de
l'unité localement �nie (vi)i≥0 sur BG telle que v−1

i (]0, 1]) ⊂ Vi = u−1
i (]0, 1]). Posons

wi : b 7→ max

(
0, ui(b)−

∑
j<i

uj(b)

)
.

Alors, wi : BG → [0, 1] est continue et w−1
i (]0, 1]) ⊂ Vi. Pour b ∈ BG, soient m :=

min{i ; ui(b) 6= 0} et n := max{i ; ui(b) 6= 0}. Alors, on a
∑

m≤i≤n ui(b) = 1. Aussi,
um(b) = wm(b) et BG =

⋃
iw
−1
i (]0, 1]). Puisque ui(b) = 0 pour tout i > n, on a ui(b′) < 1

2

pour b′ tel que
∑

0≤i≤n ui(b
′) > 1

2
. Notons

Nn(b) :=

{
b′ ∈ BG ;

n∑
i=0

ui(b
′) >

1

2

}
.

Alors, Nn(b) est un voisinage ouvert de b dans BG et pour tout b′ ∈ Nn(b), on a wi(b′) = 0
pour tout i > n. Ainsi, on a

∀i > n, Nn(b) ∩ w−1
i (]0, 1]) = ∅

et le recouvrement ouvert (w−1
i (]0, 1]))i de BG est localement �ni. On remplace alors wi par

vi := wi∑
j wj

pour achever la preuve.

21



Remarque 1.10.2. On a des �ltrations

· · · ⊂ EG(n) ⊂ EG(n+ 1) ⊂ · · · ⊂ EG = lim−→EG(n)

· · · ⊂ BG(n) ⊂ BG(n+ 1) ⊂ · · · ⊂ BG = lim−→BG(n)

où (t0x0, t1x1, . . . ) ∈ EG(n) si ti = 0 pour tout i > n et BG(n) = p(EG(n)).

Exemple 1.10.3. 1. G = Z2 : On a EZ2(n) ' Sn et l'action de Z2 sur Sn est l'antipode
et BZ2(n) = RPn, les injections EZ2(n) ↪→ EZ2(n+ 1) et BZ2(n) ↪→ BZ2(n+ 1) étant les
injections naturelles Sn ⊂ Sn+1 et RPn ⊂ RPn+1. On a

EZ2 = lim−→ S
n = S∞ et GZ2 = lim−→RP

n = RP∞.

Le �bré (Sn+1, p,RPn+1) est alors n-universel et EZ2 est asphérique.

2. G = S1 : On prend ES1(n) ' S2n+1 avec action donnée par

(z0, . . . , zn)eiθ := (eiθz0, . . . , e
iθzn).

Alors BS1(n) = CPn et les inclusions sont les naturelles S2n+1 ↪→ S2n+3 et CPn ↪→
CPn+1. On a

ES1 = lim−→ES1(n) = S∞ et BS1 = lim−→BS1(n) = CP∞.

Là aussi, le �bré (S2n+1, p,CPn) est 2n-universel et ES1 est également asphérique.

Remarque 1.10.4. Par un théorème de Dold (voir [25], theorem 7.5), un G-�bré principal
nombrable ξ = (E, p,B) est universel si et seulement si l'espace total E est contractile. Dans
l'exemple ci-dessus, les EG construits sont asphériques, donc ont de bonnes chances d'être
contractiles : on est sur la bonne voie...

Montrons maintenant que le �bré de Milnor ωG est universel.

Proposition 1.10.5. Soit ξ = (E, p,B) un G-�bré principal nombrable. Alors, il existe une
partition de l'unité dénombrable (un)n≥0 telle que ξ|u−1

n (]0,1]) soit trivial pour tout n ∈ N.

Démonstration. Soit (vi)i∈T une partition de l'unité sur B telle que ξ|v−1
i (]0,1]) soit trivial pour

tout i ∈ T . Pour une partie �nie S ⊂ T , on dé�nit l'ouvert

W (S) := {b ∈ B ; vi(b) > vj(b), ∀i ∈ S, ∀j ∈ T \ S} ⊂ v−1
k (]0, 1]), ∀k ∈ S

qui trivialise ξ. Soit uS : B → [0, 1] donnée par

uS : b 7→ max(0, min
i∈S, j /∈S

(vi(b)− vj(b))).

Alors, W (S) = u−1
S (]0, 1]). Si S 6= S ′ mais card(S) = card(S ′), alors W (S) ∩W (S ′) = ∅ car

si i ∈ S \ S ′ et j ∈ S ′ \ S, on a vi(b) > vj(b) pour b ∈ W (S) et vi(b) < vj(b) pour b ∈ W (S ′)
et ces relations sont incompatibles. En�n, posons

Wm :=
⋃

card(S)=m

W (S), wm : b 7→
∑

card(S)=m

uS(b).
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Alors,
∑

nwn(b) 6= 0,+∞, w−1
m (]0, 1]) =

⋃
S u
−1
S (]0, 1]) =

⋃
SW (S) = Wm et soit

um(b) :=
wm(b)∑
nwn(b)

.

Comme u−1
n (]0, 1]) = Wn et que Wn est une union disjointe, ξ|W (S) est trivial, donc ξ|Wn aussi

et (un)n≥0 est la partition de l'unité désirée.

Montrons maintenant la condition 1. de la proposition 1.9.6 pour ωG :

Théorème 1.10.6. Pour tout G-�bré principal nombrable ξ = (E, p,B), il existe f : B → BG

telle que ξ et f ∗(ωG) soient des G-�brés principaux B-isomorphes.

Démonstration. Par le théorème 1.3.5, pour montrer que f ∗(ωG) et ξ sont isomorphes, il su�t
de trouver un G-morphisme (g, f) : ξ → ωG :

ξ
(g,f) //

∼
""

ωG

f ∗(ωG)

fωG

;;

Par la Proposition 1.10.5, on peut supposer qu'il existe une partition de l'unité dénombrable
(un)n sur B telle que ξ|Un soit trivial pour tout n, où Un = u−1

n (]0, 1]) et soit hn : Un ×G→
E(ξ|Un) ⊂ E(ξ) = E un Un-isomorphisme. On dé�nit g : E → EG par

g(z) = (u0p(z)(q0h
−1
0 (z)), . . . , unp(z)(qnh

−1
n (z)), . . . , )

où qn = pr2 : Un×G→ G. Si, pour un z ∈ E, h−1
n (z) n'est pas dé�ni, alors unp(z) = 0, donc

g est bien dé�nie et continue. En e�et, par la propriété universelle de la topologie de EG, il
su�t de montrer que tig et xig sont continues sur leurs domaines respectifs. Or, tig = uip est
continue et g−1(t−1

i (]0, 1])) = p−1(Vi) donc xig = qih
−1
i sur p−1(Vi), donc est continue et donc

g est bien continue. Ensuite, pour z′ = hn(z), on a h−1
n (zs) = h−1

n (z)s donc g(zs) = g(z)s et
donc g : E → EG est un G-morphisme. g induit alors f : B → BG par factorisation :

E
g //

p

��

EG

pG
��

B
f // BG

et (g, f) : ξ → ωG est un G-morphisme ; d'où le résultat.

Posons 
Eod
G := {〈x, t〉 ∈ EG ; t2i+1 = 0, ∀i ≥ 0} =

⋂
i≥0 t

−1
2i+1(0)

Eev
G := {〈x, t〉 ∈ EG ; t2i = 0, ∀i ≥ 0} =

⋂
i≥0 t

−1
2i (0)

ainsi que 
Bod
G = pG(Eod

G )

Bev
G := pG(Eev

G )
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Soient ensuite In :=
[
1−

(
1
2

)n
, 1−

(
1
2

)n+1
]
ainsi que

αn : In → [0, 1]
t 7→ 2(2nt− 2n + 1)

On a αn
(
1−

(
1
2

)n)
= 0 et αn

(
1−

(
1
2

)n+1
)

= 1. On dé�nit ensuite une homotopie

hods : EG → EG
〈x, t〉 7→ 〈x′, t′〉

telle que hods (x, t)y = hods (xy, t), où, pour s ∈ In,

x′i :=


xi si 0 ≤ i ≤ n

xn+j si

{
i = n+ 2j − 1, 0 < j <∞
i = n+ 2j, 0 < j <∞

t′i :=


ti si 0 ≤ i ≤ n

αn(s)tn−j si i = n+ 2j − 1, 0 < j <∞
(1− αn(s))tn−j si i = n+ 2j, 0 < j <∞

et, pour s = 1, on prend 〈x′, t′〉 := 〈x, t〉. Si s = 1− 2−n ∈ In ∩ In−1, on a

x′i =


xi 0 ≤ i < n

xn−1+j

{
i = n+ 2(j − 1)
i = n+ 2j − 1

| x′′i =


xi 0 ≤ i ≤ n

xn+j

{
i = n+ 2j − 1
i = n+ 2j

t′i =


ti 0 ≤ i < n

tn−1+j i = n+ 2(j − 1)
0 i = n+ 2j − 1

| t′′i =


ti 0 ≤ i ≤ n
0 i = n+ 2j − 1
tn+j i = n+ 2j

n− 1 n

et alors 〈x′, t′〉 = 〈x′′, t′′〉 et donc hods est bien dé�nie et donne

hod : I × EG → EG
(s, 〈x, t〉) 7→ hods (〈x, t〉)

Remarque 1.10.7. Pour s ∈ In, on a plus explicitement

hods (t0x0, . . . , tkxk, . . . ) = (t0x0, . . . , tnxn, αn(s)tn+1xn+1, (1−αn(s))tn+1xn+1, αn(s)tn+2xn+2, . . . , ).

On voit alors aisément que tih
od : I × EG → [0, 1] est continue, ainsi que xih

od :

hod
−1

(t−1
i (]0, 1])) → G, pour tout i et donc hod est continue. Chaque hods : EG → EG in-

duit gods : BG → BG, d'où god : I×BG → BG et (hods , g
od
s ) : ωG → ωG, ainsi qu'un morphisme

principal (hod, god) : I × ωG → ωG. (hod, god) réalise une homotopie entre les G-morphismes
(hod0 , g

od
0 ) et 1ωG . De plus, on a

hod0 (〈x, t〉) = (t0x0, 0, t1x1, 0, t2x2, . . . ) ∈ Eod
G
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ainsi que hod0 (EG) = Eod
G et god0 (BG) = Bod

G .
En dé�nissant

hevs : EG → EG
〈x, t〉 7→ 〈x′′, t′′〉

par 

x′′i :=


xi si 0 ≤ i ≤ n

xn+j si

{
i = n+ 2j − 1, 0 < j <∞
i = n+ 2j, 0 < j <∞

t′′i :=


ti si 0 ≤ i ≤ n

(1− αn(s))tn+j si i = n+ 2j − 1, 0 < j <∞
αn(s)tn+j si i = n+ 2j, 0 < j <∞

et hev1 = 1ωG , on obtient de même une homotopie (hev, gev) entre (hev0 , g
ev
0 ) et 1ωG , avec

hev0 (EG) = Eev
G et gev0 (BG) = Bev

G . En�n, le fait que (hod1 , g
ev
1 ) = (hev1 , g

ev
1 ) = 1 permet

d'invoquer le théorème 1.8.12 pour avoir (god0 )∗ωG ' ωG ' (gev0 )∗ωG. Pour résumer, on a
prouvé la

Proposition 1.10.8. Il existe deux homotopies (hod, god) (resp. (hev, gev)) entre le morphisme
(hod0 , g

od
0 ) (resp. (hev0 , g

ev
0 )) et 1ωG : ωG → ωG telles que{

hod0 (EG) = Eod
G

god0 (BG) = Bod
G

{
hev0 (EG) = Eev

G

gev0 (BG) = Bev
G

De plus, les �brés ωG, (god0 )∗ωG et (gev0 )∗ωG sont isomorphes.

On peut maintenant montrer que la condition 2. de la proposition 1.9.6 est remplie :

Théorème 1.10.9. Soient f0, f1 : X → BG telles que f ∗0 (ωG) ' f ∗1 (ωG), alors f0 et f1 sont
homotopes.

Démonstration. Soit ξ = (E, p,B) un G-�bré principal nombrable isomorphe à f ∗0 (ωG) et
f ∗1 (ωG). Alors, par la Proposition 1.10.8, f0 est homotope à god0 f0 et f1 est homotope à
gev0 f1 Par conséquent, quitte à remplacer f0 par god0 f0 et f1 par gev0 f1, on peut supposer que
f0(X) ⊂ Bod

G et f1(X) ⊂ Gev
G . Dé�nissons un G-morphisme (k, f) : ξ × I → ωG tel que

f|X×0 = f0 et f|X×1 = f1. Posons f ∗j (ωG) := (Ej, pj, X) pour j = 0, 1 :

E0

p0
��

g0 // EG

p

��
X

f0 // BG

et E1

p1
��

g1 // EG

p

��
X

f1 // BG

et
(ϕj, 1X) : ξ

∼→ f ∗j (ωG).

Posons aussi, pour z ∈ E,
tn(z) =

{
tn(g1ϕ1(z)) si n impair
tn(g0ϕ0(z)) si n pair

xn(z) =

{
xn(g1ϕ1(z)) si n impair
xn(g0ϕ0(z)) si n pair
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de telle sorte que {
g0ϕ0(z) = (t0(z)x0(z), 0, t2(z)x2(z), 0, . . . ) =: k(z, 0)
g1ϕ1(z) = (0, t1(z)x1(z), 0, t3(z)x3(z), . . . ) =: k(z, 1)

On prolonge ceci à E × I :

k : E × I → EG
(z, s) 7→ ((1− s)t0(z)x0(z), st1(z)x1(z), (1− s)t2(z)x2(z), . . . )

Pour y ∈ G, on a k(zy, s) = k(z, s)y, donc k induit

f : X × I → BG

et un morphisme de �brés
(k, f) : ξ × I → ωG

véri�ant, pour p(z) = x,

f(x, 0) = pG(k(z, 0)) = pG(g0ϕ0(z)) = f0p0ϕ0(z) = f0(p(z)) = f0(x),

donc f(−, 0) = f0 et de même, f(−, 1) = f1. Ainsi, f : X × I → BG est une homotopie entre
f0 et f1, ce qui achève la démonstration.

Ainsi, par la proposition 1.9.6, le �bré de Milnor ωG est universel. En somme, on a prouvé :

Théorème 1.10.10. (Théorème de Milnor)
Tout groupe topologique G admet un G-�bré principal nombrable universel ωG = (EG, pG, BG).

Exemple 1.10.11. Si G = Z2 ou G = S1, on a EG = S∞. Rappelons que le théorème de
Dold ( [25], thm 7.5) a�rme qu'un G-�bré principal nombrable est universel si et seulement
si son espace total est contractile. Or, S∞ est contractile. En e�et, c'est un CW-complexe
(avec une n-cellule pour tout n ≥ 0), par le théorème de Whitehead (voir [29], théorème 7.21
ou [39], theorem 4.5), il su�t qu'il soit asphérique (i.e. que tous ses groupes d'homotopie
soient triviaux) et par le théorème de Hurewicz (voir [29], théorème 7.18 ou [39], theorem
4.32 et corollary 4.33), il su�t que son homologie singulière soit triviale. Or, si n ≥ 1, on a

∀k ∈ N, H̃k(Sn) =

{
Z si k = n
0 sinon

donc à la limite (voir [39], proposition 3.33 et section 3.F), on obtient

S∞ = lim−→ S
n ⇒ Hk(Sn) = lim−→Hk(Sn) = 0, ∀k > 0,

donc S∞ est bien contractile. Ainsi, les �brés

Z2

��
S∞

��
RP∞

et S1

��
S∞

��
CP∞

sont bien des �brés universels pour Z2 et S1, respectivement.
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Exemple 1.10.12. On peut donner plus explicitement l'espace EG dans le cas où G est un
groupe de Lie compact (voir [64], Proposition 3.1) ou un groupe algébrique.

Supposons que G soit un groupe de Lie compact. Par le corollaire 4.6.5 de [28], il existe une
représentation linéaire �dèle G ↪→ GL(V ) avec V un C-espace vectoriel de dimension �nie. Si
G est un groupe algébrique, par [60], Chapter 3, �6, Theorem 8, il existe une représentation
rationnelle �dèle G ↪→ GLn(C) et on peut remplacer Vn,k dans ce qui suit par l'espace des
familles libres à n vecteurs de Ck. Ainsi, il su�t de traiter le cas où G est un groupe de
Lie compact. Puisque G est compact, on peut supposer qu'on a un plongement G ↪→ U(n).
Par le théorème 4.3 de [10], si on a un �bré principal universel EU(n) → BU(n), le �bré
EU(n) → EU(n) /G en sera un pour G (il est universel en vertu du thèorème de Dold). Il reste
donc à trouver un espace contractile EU(n) sur lequel U(n) agit librement.
Soit

Fn(Ck) =: Vn,k(C) =: Vn,k

l'espace des familles orthonormales de n vecteurs de Ck (variété de Stiefel) et soit

Grn,k = Grn,k(C)

l'espace des sous-espaces vectoriels de dimension n de Ck (variété de Grassmann, ou grass-
mannienne). Le groupe U(n) agit librement sur Vn,k et on a

Vn,k
/
U(n) ' Grn,k.

On peut supposer n ≥ 2 et on a un espace �bré de �bre Vn−1,k−1 :

Vn,k → S2k−1

(e1, . . . , en) 7→ en

ainsi que la suite exacte longue d'homotopie

· · · // πp+1(S2k−1) // πp(Vn−1,k−1) // πp(Vn,k) // πp(S2k−1) // · · ·

et si p < 2k − 2, alors πp(S2k−1) = πp+1(S2k−1) = 0 et donc πp(Vn−1,k−1) = πp(Vn,k). Ensuite,
si k > 1

2
p+ n− 1, alors p < 2k − 2 et alors

πp(Vn,k) = πp(Vn−1,k−1) = · · · = πp(V1,k−n+1) = πp(Sk−n)

et ce dernier groupe est trivial dès que k > n+ p. Posons alors

Vn,∞ := lim−→
k

Vn,k.

Si on a une application continue γ : Sp → Vn,∞, comme Sp est compact, γ(Sp) ⊂ Vn,k pour
un certain k � 0 et si k est assez grand, alors πp(Vn,k) = 0, donc [γ] = 0 et on en déduit
que πp(Vn,∞) = 0 pour tout p ≥ 1, i.e. Vn,∞ est asphérique. Par ailleurs, l'action de U(n) sur
Vn,∞ est libre et les espaces Vn,k et Grn,k sont des CW -complexes. On peut en outre choisir
une décomposition cellulaire telle que celle de Vn,k+1 (resp. Grn,k+1) soit induite par celle de
Vn,k (resp. Grn,k), donc Vn,∞ est un CW -complexe et par le théorème de Whitehead, Vn,∞
est contractile, donc EU(n) := Vn,∞ convient et BU(n) = EU(n)

/
U(n) ' Grn,∞ := lim−→Grn,k.
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Deuxième partie

Introduction à la cohomologie

équivariante

2.1 Construction de la cohomologie équivariante

Nous allons introduire ici la cohomologie équivariante. Grossièrement parlant, il s'agit
d'une théorie cohomologique permettant de retranscrire le comportement de l'action d'un
groupe topologique sur un espace donné. Donnons d'abord une motivation pour l'introduction
d'une telle théorie, que l'on trouvera dans [71]. Pour ce qui concerne cette section et la
suivante, on pourra se référer à [54], [47] et [64].

Supposons que l'on ait une action topologique G � X. Un premier candidat pour la
cohomologie équivariante H∗G(X) serait de prendre H∗G(X) := H∗(X/G). Malheureusement,
ceci n'est pas une bonne idée car on perd trop d'information sur l'action. Par exemple, si
on fait agir G = S1 sur X = S2 par rotation autour de l'axe z, alors S2/S1 ' [−1, 1] est
contractile, donc n'a pas de cohomologie supérieure, mais l'action n'est pas triviale. Pour
que le quotient X/G se comporte bien, il faut que l'action soit libre, ce qui n'est pas le
cas ici. C'est là l'intérêt d'introduire l'espace EG, sur lequel l'action de G est libre. L'action
g · (e, x) := (eg−1, gx) est libre sur EG×X, quelle que soit l'action de G sur X et comme EG
est contractile, EG ×X a le même type d'homotopie que X et on peut donc poser

H∗G(X) := H∗
(

(EG ×X) /G

)
.

Nous allons formaliser ceci.

2.1.1 Construction de Borel

Soient G un groupe topologique et X un G-espace (disons à gauche). Considérons un
G-�bré universel ωG := (EG, pG, BG). On dé�nit une action G � EG × X par g · (e, x) :=
(eg−1, gx). Alors, XE := EG ×X est un G-espace libre et soit

XG := XE /G = (EG ×X) /G =: EG ×G X.

On obtient un G-�bré principal XE
π→ XG de �bre G, ainsi qu'un espace �bré ωG[X] =

(XG, pX , BG) dont la �bre est X (voir la proposition 1.4.4). Ce �bré est la construction de
Borel associée à G � X.

Dé�nition 2.1.1. Pour un anneau R et une action topologique G � X, on dé�nit la coho-
mologie équivariante de X à coe�cients dans R par

H∗G(X,R) := H∗(XG, R) = H∗(EG ×G X,R).

À première vue, il semble que cette dé�nition dépende du �bré universel ωG. En fait, il
n'en est rien :
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Proposition 2.1.2. La cohomologie H∗(XG) ne dépend pas du G-�bré principal universel
ωG choisi.

Démonstration. On a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1.3. Soit F = π−1(b)
i→ E

π→ B un espace �bré avec F contractile (où b = π(e)).
Alors, on a un isomorphisme linéaire

π∗ : H∗(B)→ H∗(E).

Démonstration. Comme F est contractile, il est asphérique et par la suite exacte longue
d'homotopie, on a que π∗ : πn(E, e) → πn(B, b) est un isomorphisme pour tout n ≥ 1 (et
une bijection pour n = 0), donc π est une équivalence faible d'homotopie et d'après [39],
Proposition 4.21), π préserve donc la cohomologie.

Maintenant, si ω′G = (E ′G, p
′
G, B

′
G) est un autre G-�bré principal universel, alors les pro-

jections

(E ′G × EG ×X) /G
π // EG ×G X et (E ′G × EG ×X) /G

π′ // E ′G ×G X

sont des espaces �brés de �bres respectives E ′G et EG, qui sont contractiles, donc le Lemme
donne

H∗(EG ×G X) ' H∗
(

(E ′G × EG ×X) /G

)
' H∗(E ′G ×G X),

d'où le résultat.

Remarque 2.1.4. On a la suite spectrale de Serre associée à l'espace �bré X → XG → BG

Ep,q
2 = Hp(BG, H

q(X,R)) =⇒ Hp+q
G (X,R).

Cette suite spectrale nous servira un peu plus tard. Nous l'appellerons occasionnellement la
suite spectrale de Borel. Remarquons que si G est connexe, alors BG est simplement connexe
et cette suite spectrale se réécrit alors

Ep,q
2 = Hp(BG, H

q(X,R)) =⇒ Hp+q
G (X,R).

2.2 Propriétés élémentaires de H∗G

Sauf mention explicite du contraire, toutes les cohomologies intervenant ici seront suppo-
sées à coe�cients dans un corps commutatif k.

Si f : X → Y est un morphisme de G-espaces, alors on obtient id×f : EG×X → EG×Y
qui passe au quotient f : EG×GX → EG×G Y et celui-ci induit f

∗
: H∗G(Y )→ H∗G(X), d'où

la

Proposition 2.2.1. H∗G est un foncteur contravariant SpG → kAlg.

29



Exemple 2.2.2. • Si X = pt est un point, alors on a

H∗G(pt) = H∗
(
EG × pt /G

)
= H∗

(
EG /G

)
= H∗(BG).

De plus, comme pt est �nal dans la catégorie SpG, pour tout G-espace X, on a un
morphisme de k-algèbres

H∗(BG) = H∗G(pt)→ H∗G(X),

qui confère à H∗G(X) une structure canonique de H∗(BG)-module, et même de H∗(BG)-
algèbre. En outre, le morphisme f

∗
: H∗G(Y )→ H∗G(X) est un morphisme de H∗(BG)-

algèbres et donc H∗G est en fait un foncteur contravariant

H∗G : SpG → H∗(BG)Alg.

• En fait, si X est un G-espace contractile, on a que EG × X est contractile et comme
l'action de G sur EG ×X est libre, on a encore

H∗G(X) = H∗(EG/G) = H∗(BG).

• Si G ' (S1)m est un tore compact, alors on a un �bré universel

(S∞)m → (CP∞)m,

donc, puisque H∗(CP∞) = k[α], avec |α| = 2 (où |α| = deg(α) désigne le degré de α,
voir [39], Theorem 3.12), il vient

H∗(BG, k) = H∗G(pt,k) = H∗((CP∞)m,k) = k[x1, . . . , xm],

où deg(xi) = 2 pour tout 1 ≤ i ≤ m ; et ce en vertu du théorème de Künneth (on
utilise ici le fait que k est un corps). Cet exemple montre en particulier qu'une variété
de dimension n peut avoir des Hk

G non nuls, même si k > n.

Proposition 2.2.3. Si l'action G � X est triviale, alors on a un isomorphisme d'anneaux

H∗G(X) ' H∗(BG)⊗k H∗(X) ' H∗G(pt)⊗H∗(X).

Démonstration. Ceci découle directement du théorème de Künneth appliqué au produit

EG ×G X = (EG ×X) /G ' EG /G ×X = BG ×X.

Remarque 2.2.4. Si G = 1 est trivial, alors pt→ pt est un �bré principal universel, donc

H∗G(X) = H∗
(

(pt×X) /G

)
= H∗(pt×X) = H∗(X),

et on retrouve la cohomologie usuelle de X.
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Proposition 2.2.5. Si on a une action libre G � X, alors

H∗G(X) ' H∗
(
X /G

)
.

Démonstration. Le quotient X /G nous donne une �bration de Serre à �bre contractile

EG ↪→ EG ×G X → X /G,

et on a déjà vu (voir Lemme 2.1.3) que ceci entraîne H∗(EG ×G X) ' H∗(X/G).

Un diagramme
Nous allons maintenant explorer rapidement les propriétés fonctorielles de H∗G par rapport

à l'espace mais aussi au groupe G considéré. On pourra consulter [44], Chapter III, �1.A.
Soient G,K deux groupes topologiques et h : G → K un morphisme (continu), ainsi

que ωG = (EG, pG, BG) et ωK = (EK , pK , BK) deux �brés universels. On a une action à
droite de G sur EG ×K donnée par (e, x) · g = (eg, h(g−1)x) et on fait agir K sur EG ×G K
via ((e, x)G) · k := (e, xk)G (on notera les orbites (e, x)G =: e ∗G x) et on obtient que
ωG[K] = (EG ×G K, p,BG) est un K-�bré principal et comme ωK est universel, on obtient
Bh : BG → BK telle que ωG[K] ' B∗h(ωK) et soit Eh la composée

Eh : EG ↪→ EG ×K � EG ×G K → EK .

On obtient un diagramme

EG
Eh //

pG
��

EK

pK
��

BG Bh
// BK

Pour obtenir ce carré, on peut aussi partir des constructions de Milnor et poser

EMilnor
G → EMilnor

K

(t0x0, . . . , tkxk, . . . , ) 7→ (t0h(x0), . . . , tkh(xk), . . . )

et utiliser l'universalité de ωK et ωG pour obtenir un morphisme (ou plutôt une application
h-équivariante i.e. véri�ant f(gx) = h(g)f(x))

Eh : EG → EMilnor
G → EMilnor

K → EK

et prendre Bh : BG → BK par factorisation.
De plus, pour tout G-espace X, on a clairement un diagramme commutatif

EG

pG

��

EG ×X //oo

��

X

p
��

BG XGπ1
oo

π2
// X /G
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Donc, si Y est un K-espace, si h : G → K et f : X → Y est h-équivariante, alors on a un
diagramme commutatif

EG

pG

��

Eh

!!

EG ×X

��

oo //

Eh×f

&&

X
f

##

��

EK

pK

��

EK × Y

��

oo // Y

��

BG

Bh !!

XG

fh

&&

oo // X/G
f

##
BK YKoo // Y/K

Tout ceci est donc fonctoriel et on a un foncteur de cohomologie équivariante :{
(G-espace X) 7→ (H∗G(X) = H∗(XG))

(X
f→ Y, h-equivariante) 7→ (f ∗h : H∗K(Y )→ H∗G(X))

Exemple 2.2.6. • Si H est un sous-groupe fermé d'un groupe de Lie G, alors on a un
isomorphisme

H∗G(G/H,k) ' H∗(BH , k).

En e�et, G/H est naturellement un G-espace et on a un homéomorphisme

(EG ×G/H) /G → EG/H
G(x, gH) 7→ Hg−1x

d'inverse Hx 7→ G(x,H). Comme G est un groupe de Lie, G → G/H est un H-
�bré principal (voir [10], Theorem 4.3). Ainsi, (EG, pG, EG/H) est un H-�bré principal
universel, on peut donc prendre pour classi�ant BH = EG/H, d'où

H∗(BH) = H∗(EG/H)
∼→ H∗(EG ×G G/H) = H∗G(G/H).

De plus, si on note q : EG/H → BG, Hx 7→ pG(x), alors q∗ : H∗(BG) → H∗G(G/H)
donne à H∗G(G/H) une structure de H∗G(pt)-algèbre.
Remarquons qu'en général, le fait que H soit un sous-groupe de G ne permet pas de dire
que EG/H est un classi�ant de H. Par exemple (voir [59]), on peut prendre G = (R,+)
est H = Q. Alors R→ R/Q n'est pas un Q-�bré principal car sinon, il serait localement
trivial et comme R/Q est muni de la topologie triviale, il le serait globalement, ce qui
est absurde.

• Si H est un sous-groupe fermé et Y un H-espace, alors G×H Y existe et on a

H∗G((G×H Y ) ' H∗(EG ×G (G×H Y )) ' H∗(EG ×H Y ) ' H∗H(Y ).

Proposition 2.2.7. Soit H un sous-groupe de G et supposons que G/H est contractile. Si
X est un G-espace, alors on a

H∗G(X) ' H∗H(X).
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Démonstration. Soit ωG = (EG, p, BG) un G-�bré principal universel. L'action restreinte
EG 	 H est libre et on a un espace �bré

EG ×H X → EG ×G X

dont la �bre en e ∗G x ∈ EG ×GX est donnée par p−1(e ∗G x) = {H(f, y), (f, y) ∈ e ∗G x} =
{H(eg−1, gx), g ∈ G} et ce dernier espace est homéomorphe, via H(eg−1, gx) 7→ gH, à G/H.
On a donc un espace �bré

G/H ↪→ EG ×H X � EG ×G X

et comme G/H est supposé contractile, par le Lemme 2.1.3, on en tire

H∗H(X) = H∗(EG ×H X) ' H∗(EG ×G X) = H∗G(X).

Remarque 2.2.8. • En particulier, si G est contractile, alors H∗G = H∗. On peut aussi le
voir directement car dans ce cas, G → pt est un �bré principal universel et on a que
g ∗G x 7→ g−1x est un homéomorphisme EG ×G X = G×G G→ X.

• Si Rn � X, alors H∗Rn(X) = H∗(X) : cet exemple n'est pas très intéressant...

• Soit le tore algébrique T := (C×)d et considérons le tore compact maximal K := (S1)d.
On a

T /K '
(
C× /S1

)d
= (R×+)d,

donc T/K est contractile et par la Proposition 2.2.7, si X est un T -espace, alors on a

H∗T (X) ' H∗K(X).

Dans ce cas, on peut rendre les choses plus explicites (pour ceci, voir [47], 1.6, p. 7-8).
Posons {

En
T = (Cn+1 \ {0})d

Bn
T = (CPn)d

et

{
En
K = (S2n+1)d

Bn
K = Bn

T = (CPn)d

ainsi que, pour U ∈ {T,K}, {
E∞U = lim−→En

U

B∞U = lim−→Bn
U

On a un T -�bré (resp. un K-�bré) principal En
T → Bn

T (resp. En
K → Bn

K) et un T -
�bré universel E∞T → B∞T (resp. E∞K → B∞K ). Soit X un T -espace. Alors, on a XT =
E∞T ×T X = lim−→(En

T ×T X) et XK = lim−→(En
K ×K X), donc ( [39], Theorem 3F.5), on a

∀i ∈ N, ∀U ∈ {T,K}, H i
U(X,C) = lim−→H i(En

U ×U X,C) = lim−→H i
(

(En
U ×X) /U ,C

)
.

En particulier,
H i(BT ,C) = lim−→H i((CPn)d,C).

Or, comme on a ( [39], Theorem 3.12)

H∗(CPn,C) ' C[x]
/

(xn+1) où deg(x) = 2,
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d'où un isomorphisme d'anneaux

C[x1, . . . , xd]
/

(xn+1
1 , . . . , xn+1

d )
∼→ H∗((CPn)d,C), |xi| = 2. (1)

Si n ≥ 1, l'isomorphisme de (1) envoie bijectivement
∑

iCxi sur H2((CPn)d,C) et l'in-
clusion ιn : (CPn)d ↪→ (CPn+1)d induit, pour n ≥ 1, un isomorphisme ι∗n : H2((CPn+1)d,C)

∼→
H2((CPn)d,C) (on peut le voir en utilisant la cohomologie cellulaire, en utilisant le fait
que CPn+1 = CPn ∪ e2(n+1)). Ainsi, on a

C[x1, . . . , xd] ' lim−→
C[x1, . . . , xd]

/
(xn+1

1 , . . . , xn+1
d ) = lim−→H∗((CPn)d,C) = H∗(BT ,C).

Ensuite, si X est un T -espace, l'inclusion En
K = (S2n+1)d ↪→ (Cn+1 \ {0})d = En

T induit

ψn : En
K ×K X → En

T ×T X.

On recouvre Bn
T par des ouverts V pour lesquels on a des homéomorphismes ϕV :

V ×T → p−1
n (V ) et ϕ′V = ϕV |V×K : V ×K → (p′n)−1(V ). L'image réciproque de V dans

En
K ×K X et En

T ×T X s'identi�e à V ×X et, sous cette identi�cation, ψn est l'identité.
ψn est donc un homéomorphisme et donc on a un isomorphisme lim−→H∗(ψn) qui donne

H∗K(X,C) ' lim−→H∗(En
K ×K X,C)

∼→ lim−→H∗(En
T ×T X,C) ' H∗T (X,C).

Avant de continuer, rappelons le

Théorème 2.2.9. (Leray-Hirsch, cf. [39], Theorem 4D.1)
Soit F

ι
↪→ E

p→ B un espace �bré et soit R un anneau commutatif. On suppose que

1. Pour tout n ∈ N, Hn(F,R) est un R-module libre de type �ni,

2. Il existe des classes cj ∈ Hkj(E,R) telles que ι∗(cj) forment une base de H∗(F,R) sur
chaque �bre F .

Alors, l'application

φ : H∗(B,R)⊗R H∗(F,R) → H∗(E,R)∑
i,j bi ⊗ ι∗(cj) 7→

∑
i,j p

∗(bi) ∪ cj

est un isomorphisme de H∗(B,R)-modules.

On en déduit (cf [64], Proposition 4.5) :

Proposition 2.2.10. Faisons agir S1 sur S2 ⊂ R3 par rotation autour de l'axe vertical.
Alors, on a un isomorphisme de H∗(BS1)-modules :

H∗S1(S
2) ' H∗(BS1)⊗H∗(S2).

Avant de regarder la preuve, énonçons le principe de Mayer-Vietoris, version équivariante :

Théorème 2.2.11. (Mayer-Vietoris)
Si le G-espace X s'écrit X = U ∪ V avec U et V deux ouverts G-invariants de X, alors on
a une suite exacte longue

· · · // Hn−1
G (U ∩ V ) // Hn

G(X) // Hn
G(U)⊕Hn

G(V ) // Hn
G(U ∩ V ) // Hn+1

G (X) // · · ·
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Démonstration. Puisque l'application EG ×X → EG ×G X est ouverte, on a une décompo-
sition en ouverts EG ×G X = (EG ×G U) ∪ (EG ×G V ) et on peut appliquer la suite exacte
longue de Mayer-Vietoris à cet espace pour obtenir le résultat.

Démonstration. (de la proposition 2.2.10). On a un espace �bré

S2 ↪→ ES1 ×S1 S2 → BS1

et comme H∗(S2) est de type �ni, par le théorème de Leray-Hirsch, il su�t de montrer que
H∗S1(S

2) ' H∗(BS1)⊗H∗(S2) comme C-espace vectoriel pour avoir le résultat. On a

H∗(BS1) = H∗(CP∞,C) = C[x], |x| = 2

donc {
dimH2k+1(BS1) = 0
dimH2k(BS1) = 1

Soient N :=
{
z ∈ S2 ; z2 > −1

2

}
et S :=

{
z ∈ S2 ; z3 <

1
2

}
. N est S sont contractiles et S1

invariants, donc par l'exemple 2.2.2, on a

H∗S1(N) ' H∗S1(S) = H∗(BS1).

Ensuite, S1 agit librement sur S ∩ N et le quotient est un segment ouvert, donc par la
Proposition 2.2.5, il vient

H∗S1(S ∩N) = H∗
(
S ∩N /S1

)
= H∗(pt).

Par le Théorème 2.2.11, on a une suite exacte longue

· · · // Hn−1
S1 (N ∩ S) // Hn

S1(S
2) // Hn

S1(N)⊕Hn
S1(S) // Hn

S1(N ∩ S) // · · ·

qui se réécrit

· · · // Hn−1(pt) // Hn
S1(S

2) // Hn(BS1)
2 // Hn(pt) // Hn+1

S1 (S2) // · · ·

Distinguons trois cas, dans lesquels on notera hnG(X) := dimHn
G(X) :

∗ n = 0 : On a H0
S1(S

2)→ C2 → C→ 0 donc h0
S1(S

2) = 1 = dim(H0(BS1)⊗H0(S2)).

∗ n = 1 : On a C2 → C→ H1
S1(S

2)→ 0 donc h1
S1(S

2) = 0 = dim
(⊕

p+q=1H
p(BS1)⊗Hq(S2)

)
.

∗ n ≥ 2 : Comme Hn(pt) = 0, on a Hn
S1(S

2) ' Hn(BS1)
2, donc

hnS1(S
2) = 2hn(BS1) =

{
0 si n impair
2 si n pair

et

dim

( ⊕
p+q=n

Hp(BS1)⊗Hq(S2)

)
=

{
0 si n impair
2 si n pair
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Ainsi, pour tout n ∈ N, on a

dimHn
S1(S

2) =
∑
p+q=n

dimHp(BS1) dimHq(S2)

=
∑
p+q=n

dim(Hp(BS1)⊗C Hq(S2)) = dim

( ⊕
p+q=n

Hp(BS1)⊗C Hq(S2)

)
d'où

∀n ∈ N, Hn
S1(S

2) '
⊕
p+q=n

Hp(BS1)⊗Hq(S2)
def
= (H∗(BS1)⊗H∗(S2))n

et donc, en tant qu'espaces vectoriels complexes, on a

H∗S1(S
2) ' H∗(BS1)⊗C H∗(S2),

comme souhaité.

Ce genre de résultat mène à la dé�nition suivante :

Dé�nition 2.2.12. ( [64], de�nition 4.4)
Un G-espace X est dit équivariamment formel (equivariantly formal) dès qu'on a un isomor-
phisme de H∗G(pt)-modules

H∗G(X) ' H∗(BG)⊗H∗(X).

On verra un peu plus loin d'autres dé�nitions essentiellement équivalentes à celle-ci.

Exemple 2.2.13. • Comme dans la preuve de la Proposition 2.2.10, par le théorème de
Leray-Hirsch, si H∗(X) est de dimension �nie, pour montrer que X est équivariamment
formel, il su�t de montrer que l'on a un isomorphisme d'espaces vectoriels H∗G(X) '
H∗(BG)⊗H∗(X).

• La Proposition 2.2.10 dit exactement que l'action par rotation horizontale fait de S2 un
S1-espace équivariamment formel.

• Par la Proposition 2.2.3, si l'action de G sur X est triviale, alors X est équivariamment
formel et l'exemple précédent S1 � S2 montre que la réciproque est fausse.

Remarque 2.2.14. Si K = (S1)d est un tore compact et X un K-espace, alors on peut prendre
EK = (S∞)d et BK = (CP∞)d. On a une �bration de Serre

K ↪→ (S∞)d → (CP∞)d

et par la suite exacte longue d'homotopie, on a π0(BK) = π1(BK) = 1, donc BK est simple-
ment connexe et comme on a l'espace �bré

ωK [X] = (X ↪→ XK → BK)

qui est une �bration de Serre, on obtient la suite spectrale de Serre

Ep,q
2 = Hp(BK , H

q(X,R)) =⇒ Hp+q
K (X,R).

Dans l'article [37] (section 1.2), l'équivariante formalité de X se dé�nit en termes de dégéné-
réscence de cette suite en deuxième page. Nous allons tout de suite comparer ces di�érentes
dé�nitions.
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Le lemme suivant concerne l'hypothèse de dimension �nie dans le corollaire D.6 de l'An-
nexe. On pourrait s'en passer mais dans notre cas, c'est vrai.

Lemme 2.2.15. Si F ↪→ E → B est un espace �bré à base simplement connexe et si les
cohomologies de F et B sont de dimension �nie en tout degré, alors il en est de même pour
E.

Démonstration. On utilise la suite spectrale de Leray-Serre associée à l'espace �bré :

Ep,q
2 = Hp(B,Hq(F )) =⇒ Hp+q(E).

Fixons n = p+ q ≥ 0. Par convergence, on a une �ltration �nie

0 = F n+1 ⊂ F n ⊂ · · · ⊂ F 1 ⊂ F 0 = Hn(E)

et par récurrence, pour montrer que dimkH
n(E) <∞, il su�t de montrer que les quotients

successifs sont tous de dimension �nie. Or on a

F p
/F p+1 ' Ep,q

∞

donc il su�t de montrer que dimEp,q
∞ <∞ pour tous p et q. Or, pour p, q �xés, il existe r tel

que Ep,q
r = Ep,q

∞ (en fait r > max(p, q+1) convient) et comme les Ep,q
r sont des sous-quotients

de Ep,q
2 , il su�t de montrer que dimEp,q

2 < ∞. Or, on a Ep,q
2 = Hp(B,Hq(F )). Comme on

est sur un corps, on peut utiliser le théorème des coe�cients universels pour obtenir

∀p, q ≥ 0, Hp(B,Hq(F )) ' Hp(B)⊗k Hq(F )

et ce dernier espace est de dimension �nie par hypothèse, comme souhaité.

Nous pouvons maintenant prouver le résultat principal, concernant l'action des tores
compacts sur des espaces raisonnables :

Théorème 2.2.16. Soient T := (S1)d un tore compact et X un T -espace. On suppose que
la cohomologie de X sur k est de dimension �nie en tout degré et que X est connexe par

arcs. On considère également la construction de Borel ωT [X] = (X
ι
↪→ XT

π→ BT ). Alors, les
assertions suivantes sont équivalentes :

i) La suite spectrale de Leray-Serre associée à la construction de Borel :

Ep,q
2 = Hp(BT , H

q(X)) =⇒ Hp+q
T (X)

dégénère en deuxième page.

ii) X est équivariamment formel, i.e. on a un isomorphisme de H∗(BT )-modules :

H∗T (X) ' H∗(BT )⊗H∗(X).

iii) H∗T (X) est un H∗(BT )-module libre.

iv) ι∗ est un épimorphisme.

De plus, sous une de ces hypothèses, le morphisme π∗ est un monomorphisme.
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Démonstration. On va montrer i) ⇒ ii) ⇒ iii) ⇒ iv) ⇒ i).
• Notons provisoirement Hn := Hn

T (X) = Hn(XT ). On a une �ltration en k-espaces vectoriels

0 = F n+1Hn ⊂ F nHn ⊂ · · · ⊂ F 1Hn ⊂ F 0Hn = Hn

avec des isomorphismes
F pHn

/F p+1Hn ' Ep,n−p
∞ ' Ep,n−p

2 ,

le dernier isomorphisme provenant de la dégénérescence de la suite de Serre. Comme on est
en présence d'espaces vectoriels, on a

Hn = F 0Hn ' F 1Hn ⊕
(
F 0Hn

/F 1Hn

)
' · · ·

'
⊕

0≤p≤n

F pHn
/F p+1Hn '

⊕
0≤p≤n

Ep,n−p
∞ '

⊕
p+q=n

Ep,q
2 .

Comme X est connexe par arcs, on a Ep,0
2 = Hp(BT ) et comme G est connexe, BT est

simplement connexe et E0,q
2 = Hq(X). Par ailleurs, on a le théorème des coe�cients universels,

qui donne
Hp(BT , H

q(X)) ' Hp(BT )⊗k Hq(X),

d'où Ep,q
2 = Hp(BT )⊗Hq(X) et donc, on a un isomorphisme d'espaces vectoriels

∀n ≥ 0, Hn
T (X) '

⊕
p+q=n

Ep,q
2 '

⊕
p+q=n

Hp(BT )⊗Hq(X) = (H∗(BT )⊗H∗(X))n

donc, en tant qu'espaces vectoriels, on a un isomorphisme

H∗T (X) ' H∗(BT )⊗H∗(X).

Maintenant, comme pour la Proposition 2.2.10, comme Hn(X) est de type �ni sur k pour
tout n, le théorème de Leray-Hirsch permet de conclure.

• Cette implication est triviale. En e�et, si on a H∗(X) = k(I) def
=
⊕

i∈I k avec I un ensemble,
alors on a

H∗T (X) ' H∗(BT )⊗H∗(X) ' (H∗(BT )⊗ k)(I) ' H∗(BT )(I).

• On a la suite spectrale d'Eilenberg-Moore

EMEp,q
2 = TorH

∗(BT )(k, H∗T (X)) =⇒ Hp+q(X)

et, comme H∗T (X) est libre sur H∗(BT ), les foncteurs Tor supérieurs s'annulent et cette suite
spectrale s'e�ondre en deuxième page et donc

H∗(X) ' k⊗H∗(BT ) H
∗
T (X).

On obtient alors que ι∗ : H∗T (X)→ H∗(X) est surjective, ce qu'il fallait montrer. Pour ceci,
consulter [32], Proposition 2.2.
• On a une décomposition (voir [58], 2.10.9)

Hn
T (X)

edge
����

ι∗ // Hn(X)

E0,n
∞ E0,n

n+2
� � // E0,n

n+1
� � // · · · � � // E0,n

3
� � // E0,n

2
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et, comme ι∗ est un épimorphisme, on obtient

∀r ≥ 2, E0,n
∞ = E0,n

r = E0,n
2 ,

donc d0,n
r = 0 pour tout r ≥ 2. De plus, par le théorème des coe�cients universels, on a un

carré commutatif
Ep,0

2 ⊗ E
0,q
2

' // Ep,q
2

Hp(BT )⊗Hq(X) ' // Hp(BT , H
q(X))

dans lequel l'isomorphisme horizontale du haut est donné par la structure multiplicative de la
suite spectrale de Leray-Serre (cf [58], Chapter III, Lemma 2.15). Par récurrence sur r ≥ 2,
si Ep,q

r = Ep,q
2 , alors on a Ep,q

r ' Ep,0
r ⊗ E0,q

r et comme dp,0r = 0 (la suite est de premier
quadrant), pour tout Ep,q

r 3 z = x⊗ y ∈ Ep,0
r ⊗ E0,q

r , on a

dp,qr z = dp,qr (x⊗ y) = dp,0r x⊗ y + (−1)p+qx⊗ d0,q
r y = 0 ⇒ dp,qr = 0 et Ep,q

r+1 = Ep,q
r

et ceci montre que pour tout r ≥ 2, on a dr = 0 et donc la suite spectrale de Serre dégénère
en deuxième page. Pour ces arguments, voir [58], Chapter III, Lemma 2.15, Theorem 4.2 et
Theorem 4.4.
∗ En�n, en supposant i), on a une décomposition (voir [58], 2.10.10)

Hn(BT ) π∗ // Hn(XT ) = Hn
T (X)

En,0
2

// // En,0
3

// // · · · // // En,0
n+1 En,0

∞
?�

edge

OO

et si la suite dégénère, alors tous les morphismes horizontaux du bas sont des isomorphismes
et donc π∗ est injective, d'où le résultat.

Remarque 2.2.17. On note que l'implication i) ⇒ iv) est toujours vraie et que les relations
i) ⇔ iv) et ii) ⇒ iv) restent vraies si X est juste supposé connexe par arcs.
Concernant cette question d'équivalences des dé�nitions d'équivariante formalité, on pourra
également consulter [33], [52] ou encore [23].

2.3 Décomposition de Bruhat des variétés de drapeaux

complètes

Avant d'aller plus loin dans la cohomologie équivariante, nous allons discuter ici de la
décomposition de Bruhat de la complexi�cation G d'un groupe de Lie compact connexe K
et celle de la variété de drapeaux associée K/T ' G/B. Plus précisément, nous emploie-
rons l'axiomatique des systèmes de Tits (appelés aussi (B,N)-paires) : nous allons dé�nir
les systèmes de Tits et leur associer une décomposition de Bruhat, puis nous construirons
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un système de Tits associé au groupe de Lie complexe GLn(C) et, plus généralement, au
complexi�é d'un groupe de Lie compact connexe, en utilisant la décomposition d'Iwasawa.
Nous verrons ensuite que cette décomposition induit une décomposition cellulaire de K/T en
cellules de dimension paire, dites de Schubert, ce qui nous donnera de précieuses informations
sur la cohomologie rationnelle de K/T , utilisées dans la preuve du théorème 2.4.9.

Notre référence principale pour cette section est le chapitre 27 de [12]. Aussi admettrons
nous les bases de la théorie structurale des groupes de Lie (tout voisinage de 1 engendre
le groupe, l'existence de l'exponentielle, le système de racines associé à un tore maximal,
etc) ; pour lesquelles on pourra consulter les chapitre 1 et 2 de [12], ou encore [10], [60], ainsi
que [28]. Il y a cependant là une mise en garde à faire : nous utiliserons ici une notion de
système de racines légèrement di�érente de celle généralement employée. Plus précisément,
on utilisera la dé�nition suivante :

Dé�nition 2.3.1. ( [12], De�nition 18.1)
Soit V un espace euclidien. Un ensemble Φ 6= ∅ de vecteurs de V est un système de racines
(réel) de V si

(RS1) l'ensemble Φ est �ni et ne contient pas 0,

(RS2) Pour tout α ∈ Φ, on a sα(Φ) = Φ, où sα est la ré�exion par rapport à l'hyperplan α⊥,
i.e.

sα : V → V , x 7→ x− 2
〈x, α〉
〈α, α〉

α,

(RS3) Pour tous α, β ∈ Φ, on a sα(β)− β ∈ Zα, i.e. 2 〈β,α〉〈α,α〉 ∈ Z,
(RS4) Pour tout α ∈ Φ et tout λ ∈ R, si λα ∈ Φ, alors λ = ±1.

La dimension de V est alors appelée le rang du système de racines.

On a aussi une autre dé�nition, valable dans le cas complexe :

Dé�nition 2.3.2. ( [70], De�nition 18.2.1)
Un sous-ensemble Ψ 6= ∅ d'un espace vectoriel complexe de dimension �nieW est un système
de racines complexe si

(CS1) l'ensemble Ψ est �ni et ne contient pas 0,

(CS2) Pour tout α ∈ Ψ, il existe α∨ ∈ W∗ tel que α∨(α) = 2 et sα(Ψ) = Ψ, où

sα :W →W , x 7→ x− α∨(x)α,

(CS3) Pour tous α, β ∈ Ψ, on a α∨(β) ∈ Z,
(CS4) Pour tout α ∈ Ψ et tout λ ∈ C, si λα ∈ Ψ, alors λ = ±1.

Là aussi, le rang de Ψ est la dimension de W .

On remarque que si (V ,Φ) est un système réel, alors on peut poserW := VC def
= V ⊗RC et

regarder Φ comme un sous-ensemble deW . Alors (W ,Φ) est un système de racines complexe.
En fait, la discussion faite dans le �17 du chapitre V de [67] assure que si (W ,Ψ) est un système
complexe et si l'on considère V le sous-R-espace vectoriel de W engendré par Ψ, alors on a
V ⊗R C = VectC(Ψ) et (V ,Ψ) est un système réel. On peut donc identi�er les systèmes réels
et complexes, via la complexi�cation. En particulier, nous pourrons identi�er le système de
racines réel Φ dé�ni sur V = R⊗Z T̂ ' t∗ par un tore maximal T d'un groupe de Lie compact
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connexe K (d'algèbres réelles t et k) et le système complexe dé�ni sur W = VC ' h∗ par la
sous-algèbre de Cartan h = tC associée au tore complexi�é, dans l'algèbre complexe g = kC.

Un système de racines au sens de Bourbaki (qui est un sens plus communément usité,
par exemple dans [45], �9.2 ou encore [10], V, De�nition 3.3) est alors un système de racines
au sens de la dé�nition 2.3.1, pour lequel on suppose en plus que Φ engendre linéairement V .
Dans la suite, le système Φ associé au tore maximal T que nous rencontrerons ne véri�era pas
cette propriété, à moins que K ne soit semi-simple. Dans ce cas en complexi�ant, on retrouve
la théorie classique du système de racines associé à une sous-algèbre de Cartan d'une algèbre
de Lie complexe semi-simple, pour laquelle nous renvoyons au troisième chapitre de [45].
Mentionnons par ailleurs que dans le chapitre 19 de [12], un groupe de Lie compact K est dit
semi-simple, si le système Φ engendre V . Nous verrons que ceci est cohérent avec la dé�nition
commune (à savoir que son algèbre de Lie k est semi-simple).

Signalons en�n que l'on pourra trouver dans [14], �3.1.7, une preuve géométrique de
la décomposition de Bruhat, utilisant une décomposition plus générale, dite de Bialynicki-
Birula.

Commençons par quelques rappels sur la complexi�cation d'un groupe de Lie réel.

Dé�nition 2.3.3. Soit K un groupe de Lie réel connexe. Une complexi�cation de K est un
groupe de Lie complexe G, muni d'un morphisme de groupes de Lie réels ι : K ↪→ G tels
que, pour tout groupe de Lie complexe H et tout morphisme de groupes réels f : K → H, il
existe un unique morphisme de groupes de Lie complexes f : G→ H tel que f ◦ ι = f .
En particulier, les représentations de dimension �nie de K sont en bijection avec les repré-
sentations holomorphes de G.

Exemple 2.3.4. GLn(C) (resp. SLn(C)) est une complexi�cation de U(n) (resp. de SU(n)
et SLn(R)). De plus, si T est un tore compact, T ' (R/Z)r, alors une complexi�cation de T
est donnée par TC := (C×)r. Le tore T possède cette propriété remarquable que tout caractère
linéaire de T (i.e un morphisme continu T → C×) s'étend de façon unique en un caractère
rationnel de TC (i.e un morphisme holomorphe TC → C×). Pour ceci, voir [12], Proposition
15.6.

Proposition 2.3.5. ( [12], Theorem 24.1)
Si K est un groupe de Lie compact connexe, alors K admet une complexi�cation ι : K → G
(K est alors appelé une forme réelle de G). De plus, le morphisme induit π1(ι) : π1(K) →
π1(G) est un isomorphisme et, si g := Lie(G) et k := Lie(K), alors on a g = k ⊗R C. Par
ailleurs, toute représentation complexe �dèle de K s'étend en une représentation holomorphe
(analytique) �dèle de G et toute représentation holomorphe de G est complètement réductible.

Indiquons rapidement comment l'on construitG. On veut que Lie(G) = kC = k⊗C. On sait
que K admet une représentation complexe �dèle (de dimension �nie), qui est unitarisable :
K ↪→ U(n), de di�érentielle k → u(n) ⊂ gln(C) et ceci s'étend (de façon unique) en un
morphisme d'algèbres de Lie complexes kC → gln(C). On pose alors P := {exp(iX), X ∈
k} = exp(ik) ⊂ GLn(C) et G = PK ⊂ GLn(C).

Remarque 2.3.6. En particulier, g est réductive et admet une décomposition en sous-espaces
de poids, associée au système de racines donné par un tore maximal T de K (voir [12],
Chapitre 18).
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Dé�nissons à présent les systèmes de Tits, qui nous donnent un cadre axiomatique à la
décomposition de Bruhat.

Dé�nition 2.3.7. Si G est un groupe (quelconque), B et N deux sous-groupes de G satis-
faisant :

(TS1) Le sous-groupe T := B ∩N est distingué dans N ,

(TS2) Il existe un système S de générateurs du groupe de Weyl W := N/T , formé d'éléments
d'ordre 2,

(TS3) Pour w ∈ W et s ∈ S, on a wBs ⊂ BwsB ∪BwB,
(TS4) Pour tout s ∈ S, sBs−1 6= B (i.e. S ∩NG(B) = ∅),
(TS5) Le groupe G est engendré par N et B ;

alors on dit que (B,N, S) est un système de Tits pour G.

En fait, on choisit un représentant ẇ ∈ N de w et on pose BwB := BẇB, ainsi que
Bw := Bẇ ; dé�nitions indépendantes du représentant choisi. En considérant C(w) := BwB,
on voit que l'axiome (TS3) est équivalent à l'une des inclusions équivalentes suivantes :

C(w)C(s) ⊂ C(w) ∪ C(ws), C(s)C(w) ⊂ C(w) ∪ C(sw).

Dans ce contexte, on a une décomposition de Bruhat axiomatique :

Théorème 2.3.8. (Décomposition de Bruhat d'un système de Tits, [12], Theorem 27.3)
Soient G un groupe et (B,N, S) un système de Tits pour G, de groupe de Weyl W := N/T =
N/(N ∩B). Alors, on a G = BWB et plus précisément, on a une partition

G =
⊔
w∈W

BwB =
⊔
w∈W

C(w).

Cette décomposition s'appelle la décomposition de Bruhat de G relativement à (B,N, S).

Démonstration. Montrons que
⋃
w∈W C(w) est un sous-groupe de G. Cet ensemble est claire-

ment stable par inversion et contient 1. Il reste à montrer qu'il est stable par multiplication.
Soient v, w ∈ W et considérons C(v)·C(w). On va montrer par récurrence sur la longueur l(w)
de w (relativement à (W,S)) que ceci est inclus dans une union de doubles classes. Rappelons
que la longueur de w est le nombre minimal de ré�exions simples nécessaires à l'écriture de
w en produit de telles ré�exions. Si l(w) = 0 alors w = 1, auquel cas l'assertion est claire. Si
l(w) > 0, on peut écrire w = sw′ pour s ∈ S et l(w′) < l(w). Par (TS3), on a

C(v)C(w) = BvBsw′B ⊂ BvsBw′B ∪BvBw′B = C(vs)C(w′) ∪ C(v)C(w′)

et ceci est contenu dans une union de doubles classes, par hypothèse de récurrence. Ainsi,⋃
w C(w) est un sous-groupe, qui contient clairement B et N , donc qui contient 〈B,N〉 qui

est égal à G par (TS5), d'où G =
⋃
w C(w).

Il reste à montrer que l'union est disjointe. Comme on a a�aire à des doubles classes , si
C(w) ∩ C(w′) 6= ∅, alors C(w) = C(w′) et montrons que, dans ce cas, on a w = w′. On peut
supposer que l(w) ≤ l(w′) et procédons par récurrence sur l(w). Si l(w) = 0, alors w = 1 et
alors C(w′) = B = C(1). Ainsi, dans N , on a un représentant de w′ qui est aussi dans B et
comme B ∩ N = T , ceci implique w′ = 1 = w. Supposons maintenant que l(w) > 0 et que,
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dès qu'on a l(w1) < l(w), alors l'égalité C(w1) = C(w′1), entraîne w1 = w′1. Écrivons w = w′′s
pour s ∈ S, de telle sorte que l(w′′) < l(w). Alors, w′′s ∈ C(w′) et, comme s est d'ordre 2, on
a par (TS3),

w′′ ∈ C(w′)s ⊂ C(w′s) ∪ C(w′).

Comme des doubles classes sont disjointes ou égales, on en tire

C(w′′) = C(w′) ou bien C(w′′) = C(w′s).

Par hypothèse de récurrence, ceci entraîne w′′ = w′ ou bien w′′ = w′s. Le premier cas est
exclu car l(w′′) < l(w) ≤ l(w′). Ainsi, on a w′′ = w′s et alors w = w′′s = w′s2 = w′, comme
annoncé.

2.3.1 Premier exemple : G = GLn(C)

On prend T le groupe des matrices diagonales de G = GLn(C), N = NG(T ) son normali-
sateur (qui est le groupe des matrices monômiales), et B le groupe des matrices triangulaires
supérieures inversibles. On a bien B ∩ N = T . Soit S := {s1, . . . , sn−1} l'ensemble des ré-
�exions simples, i.e. si est l'image dans W = N/T de la matrice

Ii−1

0 1
1 0

In−i−1

 ∈ N
Si l'on se rappelle que le groupe de Weyl est le groupe symétrique W ' Sn, qui est engendré
par les transpositions consécutives (i, i+ 1), on voit que si est l'image dans le quotient de la
matrice associée à la transposition (i, i+ 1).
Soit X∗(T ) = Hom GHol(T,C×) le groupe des caractères rationnels de T . Dans ce contexte, à
une racine α ∈ X∗(T ), on peut associer un isomorphisme xα : C→ Xα ≤ G, le sous-groupe
Xα étant formé des matrices unipotentes, tel que

∀t ∈ T, ∀λ ∈ C, txα(λ)t−1 = xα(α(t)λ).

Ici, on a n2 − n racines, données par

αi,j(t) := tit
−1
j , ∀1 ≤ i 6= j ≤ n.

Au niveau de l'algèbre de Lie g := gln(C), on a αi,j = ei − ej. De plus, la racine αi,j est
positive si i < j et les racines simples sont les αi,i+1, pour 1 ≤ i ≤ n−1. Notons Φ le système
de racines de G (qui est isomorphe à celui de g).

Remarque 2.3.9. Rappelons que si l'on a un groupe de Lie compact connexeK, muni d'un tore
maximal T et si on a une représentation complexe ρ : K → GL(V ), alors ρ se restreint en une
représentation de T , qui est alors complètement réductible et se décompose en représentations
de dimension 1. Les éléments de T̂ = Hom GTop(T,C×) qui apparaissent dans ρ|T sont appelés
les poids de ρ. De plus, les poids non nuls de la représentation adjointe sont appelés les
racines de G relativement à T . Leur ensemble est noté Φ : c'est un système de racines réduit
(coir [12], Theorem 18.2).
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Revenons à notre discussion. Pour xα, on peut poser

xα(λ) := In + λEi,j, où α = αi,j,

avec Ei,j la matrice élémentaire, d'entrées 1 en position (i, j) et 0 ailleurs. On remarque que
la relation de conjugaison désirée est véri�ée et que la di�érentielle dxα : C → g est donnée
par λ 7→ λEi,j ∈ gα, où gα = {X ∈ g ; ∀H ∈ t, [H,X] = dα(H)X} désigne le sous-espace
de poids de α. Soit α = αi,i+1 ∈ Π une racine simple et soit Tα := kerα E T . Soient aussi
Mα := CG(Tα) et Pα := 〈B,Mα〉. Le sous-groupe Pα est dit parabolique standard (i.e. il
contient B). On a Pα = MαUα = Mα n Uα où Uα := 〈xβ(λ), λ ∈ C, β ∈ Φ+ \ {α}〉.

Exemple 2.3.10. Si n = 4 et α = α2,3, alors on a

Tα =



t1

t2
t2

t3


 , Pα =



∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗




Mα =



∗
∗ ∗
∗ ∗

∗


 , Uα =




1 ∗ ∗ ∗
1 0 ∗

1 ∗
1




Lemme 2.3.11. ( [12], Lemma 27.1)
Avec les notations ci-dessus, si s est une ré�exion simple, alors B ∪ C(s) est un sous-groupe
de GLn(C).

Démonstration. On écrit s = sα = sαi,i+1
. On a C(sα) ⊂ Pα et B ⊂ Pα. Il su�t de montrer

que Pα ⊂ C(sα) ∪ B ; on aura alors égalité et l'union considérée sera un sous-groupe, car
égale à Pα. Comme Uα ⊂ B, ces deux doubles classes sont invariantes par multiplication à
droite par Uα, donc il su�t de montrer que Mα ⊂ C(sα) ∪ B. En passant au quotient dans
Pα/Uα 'Mα ' GL2(C)× (C×)n−2, on est ramené au cas n = 2. Dans ce cas, on a une seule
racine simple α = α1,2 et on a

C(sα) = BsαB =

{(
∗ ∗
0 ∗

)(
0 1
1 0

)(
∗ ∗
0 ∗

)}
=

{(
a b
c d

)
∈ GL2(C) ; c 6= 0

}
et donc C(sα) ∪B = GL2(C).

On a une action de W sur Φ (induite par l'action naturelle sur T̂ ) et si w = ẇ ∈ N/T ,
alors on a

w(α) ∈ Φ+ ⇒ ẇxα(λ)ẇ−1 ∈ xw(α)(C). (2)

Lemme 2.3.12. ( [12], Lemma 27.2)
Avec les notations ci-dessus, si α ∈ Π est une racine simple, s := sα ∈ S et w ∈ W tel que
w(α) ∈ Φ+, alors on a

C(w)C(s) = C(ws).
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Démonstration. Montrons que wBs ⊆ BwsB. Ceci su�t car en multipliant à droite et à
gauche par B, on obtient C(w)C(s) ⊂ BwsB = C(ws) et l'autre inclusion est claire. Soient
ẇ, ṡ ∈ N tels que ẇ = w et ṡ = s dans W et soit b ∈ B. On peut écrire b = txα(λ)u pour
t ∈ T , λ ∈ C et u ∈ Uα. Alors, il vient

ẇbṡ = (ẇtẇ−1)(ẇxα(λ)ẇ−1)ẇṡ(ṡ−1uṡ).

Or, ẇtẇ−1 ∈ T ⊂ B car ẇ ∈ N(T ), puis ẇxα(λ)ẇ−1 ∈ xw(α)(C) ⊂ B avec (2) et en�n,
ṡ−1uṡ ∈ Uα ⊂ B car Mα ⊂ NG(Uα) et ṡ ∈Mα. Donc ẇbṡ ∈ BẇṡB, comme voulu.

Théorème 2.3.13. ( [12], Theorem 27.1)
Si T est le groupe des matrices diagonales dans GLn(C), N := N(T ) son normalisateur, B le
sous-groupe de Borel formé des matrices triangulaires supérieures inversibles et S l'ensemble
des ré�exions simples associées, alors (B,N, S) est un système de Tits pour GLn(C). En
particulier, on a la décomposition de Bruhat de GLn(C) :

GLn(C) =
⋃
w∈W

BwB =
⋃
σ∈Sn

BσB.

Démonstration. Le normalisateur N(T ) est formé des matrices de permutations généralisées,
donc le fait que N et B engendrent G résulte du pivot de Gauÿ. Il reste donc à prouver que
(TS3) est satisfait. Soit s = sα ∈ S pour α ∈ Π et soit w ∈ W . Si w(α) ∈ Φ+, par le Lemme
2.3.12, on a

wBs ⊂ BwsB ⊂ BwsB ∪BwB.

Si w(α) ∈ Φ− alors wsα(α) = w(−α) = −w(α) ∈ Φ+ et toujours par le Lemme 2.3.12, on a

wsBs ⊂ Bws2B = BwB. (3)

Ensuite, par le Lemme 2.3.11, B∪BsB est un groupe contenant un représentant de s ∈ N/T ,
donc B ∪BsB = sB ∪ sBsB et donc Bs ⊂ sB ∪ sBsB et par (3), il vient alors

wBs ⊂ wsB ∪ wsBsB ⊂ BwsB ∪BwB.

2.3.2 Second exemple : G = KC avec K un groupe de Lie compact

connexe

Tout d'abord, rappelons l'important résultat suivant concernant les groupes de Lie sim-
plement connexes :

Théorème 2.3.14. ( [12], Theorem 14.2)
Si G, H sont deux groupes de Lie réels, d'algèbres de Lie respectives g et h et si G est
simplement connexe, alors tout morphisme d'algèbres de Lie g→ h est la di�érentielle d'un
morphisme de groupes de Lie G→ H.
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Soient K un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal, G := KC la complexi�-
cation de K, de tore TC. Posons k := Lie(K), t := Lie(T ), g := Lie(G) = kC. On considère la
sous-algèbre de Cartan h := tC de g et le système de racines associé Φ, dont l'ensemble des ra-
cines simples est noté Π (on confond ce système avec celui de K et T ). On a la décomposition
en sous-espaces de poids (voir [12], chapitre 18) :

g = h⊕
⊕
α∈Φ

gα.

Remarque 2.3.15. On peut à présent compléter la remarque sur la semi-simplicité faite au
début de cette section. Plus précisément, en identi�ant les systèmes de racines sur t∗ et h∗,
on a que K est semi-simple si et seulement si h∗ = Vect(Φ), c'est-à-dire si et seulement si Φ
est un système de racines au sens de Bourbaki. En e�et, par dé�nition, dire que K est semi-
simple c'est dire que k est semi-simple, ce qui revient à dire que g = k⊗C est semi-simple. On
sait déjà (cf [10], Theoreme 3.12 et Remark 3.14) que si g est semi-simple, alors h∗ = Vect(Φ).
Réciproquement, comme g est réductive, on a g = z(g)⊕ [g, g] et [g, g] est semi-simple ( [70],
Corollary 20.5.5). Il su�t donc de montrer que z(g) = 0 dès que Φ engendre h∗. Si x ∈ z(g),
alors x normalise toute sous-algèbre de Lie de g. En particulier, x ∈ ng(h) = h. Soit α ∈ Φ et
soit xα ∈ gα \ {0}. Comme x ∈ h est central, on a 0 = [x, xα] = α(x)xα donc α(x) = 0 et ceci
vaut pour tout α ∈ Φ. Comme h∗ = Vect(Φ), on a λ(x) = 0 pour tout λ ∈ h∗ et donc x = 0.

Soient encore les sous-algèbres de Lie de g dé�nies par n :=
⊕

α∈Φ+ gα et b := h⊕ n. On
admet le résultat suivant :

Théorème 2.3.16. ( [12], Theorem 26.2)

1. Soient U := exp(n) ≤ G et B := TCU . Alors U et B sont des sous-groupes fermés
connexes de G, d'algèbres de Lie respectives n et b.

2. On peut choisir un plongement G ↪→ GLn(C) de telle sorte que K consiste en matrices
unitaires, TC en matrices diagonales et B en matrices triangulaires supérieures.

3. Si v est une sous-algèbre de Lie complexe (resp. réelle) de n, alors V := exp(v) est un
sous-groupe de Lie complexe (resp. réel) connexe et 1-connexe de U , et v est son algèbre
de Lie.

4. Si v, w sont des sous-algèbres de Lie (complexes) de n telles que n = v ⊕ w, alors
V := exp(v) et W := exp(w) sont des sous-groupes complexes de U tels que V ∩W = 1
et U = VW .

Dé�nition 2.3.17. Le sous-groupe B du résultat précédent est appelé sous-groupe de Borel
standard. De plus, un sous-groupe conjugué à B est dit de Borel et un sous-groupe contenant
B (resp. un conjugué de B) est un sous-groupe parabolique standard (resp. un sous-groupe
parabolique).

Soient a := it et considérons le sous-groupe fermé connexe A := exp(a) de T . Notons
qu'on a a+n+ k = g puisque h = a+ t ⊂ a+ k et gα ⊂ n+ k. En fait, cette somme est directe.
Si on plonge K et G dans GLn(C) comme dans le théorème ci-dessus, alors T est formé de
matrices diagonales et A consiste en les matrices de T dont les valeurs propres sont réelles
positives. Dans ce contexte, on a le théorème suivant, qui découle du cas G = GLn(C) ( [12],
Proposition 26.1) et du plongement G ↪→ GLn(C) :
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Théorème 2.3.18. (Décomposition d'Iwasawa, [12], Theorem 26.3)
Avec les notations précédentes, on a un di�éomorphisme

A× U ×K → G
(a, u, k) 7→ auk

Démonstration. Supposons acquis le cas où G′ = GLn(C), K ′ = U(n). Notons A′ le sous-
groupe de T formé des matrices à valeurs propres réelles positives, U ′ le sous-groupe de G′

formé des matrices triangulaires supérieures unipotentes. Par le théorème 2.3.16, on peut
plonger G dans G′ pour un n convenable de telle sorte que K soit envoyé dans K ′ et alors A
est envoyé dans A′ et U dans U ′. On a un carré commutatif dans lequel les �èches horizontales
sont les inclusions

A× U ×K
mult.

��

� � // A′ × U ′ ×K ′

mult.
��

G �
� // G′

Par le cas de G′, la composée

A× U ×K ↪→ A′ × U ′ ×K ′ → G′

est un di�éomorphisme sur son image, donc la multiplication A × U ×K → G est aussi un
di�éomorphisme sur son image. Il reste à montrer qu'elle est surjective. Comme A, U et K
sont fermés respectivement dans A′, U ′ et K ′, l'image de la composée ci-dessus est fermée
dans G′, donc aussi celle de A× U ×K → G. Ensuite, on a

d(mult.)e : a + n + k → g
(x, y, z) 7→ x+ y + z

et cette application est surjective puisque a+n+k = g ; donc la multiplication A×U×K → G
est une submersion, donc est ouverte. Son image est donc ouverte et fermée dans G qui est
connexe, donc est égale à G et donc A× U ×K → G est un di�éomorphisme.

Il reste à considérer le cas de G = GLn(C), avec K = U(n). Posons B0 := AU . Le
sous-groupe U est distingué dans B et B0 donc les écritures B0 = AU = UA et B = TU
traduisent des produits semi-directs. Dans ce cas, montrons d'abord que la multiplication
U × A×K → G est un di�éomorphisme. Soit g ∈ G et soient v1, . . . , vn les lignes de g. Par
orthogonalisation de Gram-Schmidt, on trouve des constantes θi,j ∈ C, pour i < j, telles que
les vecteurs

ui := vi +
∑
j>i

θi,jvj, n ≥ i ≥ 1

(i.e. un = vn, un−1 := vn−1 + θn−1,nvn, . . . ) soient orthogonaux. Dé�nissons

u−1 :=


1 θ1,2 · · · θ1,n

1 θ2,n

. . .
...
1


de telle sorte que u1, . . . , un soient les lignes de u−1g. Soit a := diag(|u1|, . . . , |un|) ∈ A.
Alors k := a−1u−1g a des lignes orthonormales et donc g = uak = b0k est unitaire, où
b0 = ua ∈ UA =: B0. Ceci montre que la multiplication U × A × K → G est surjective.
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De plus, puisqu'on a B0 ∩ K = 1 et A ∩ U = 1, celle-ci est aussi injective. Par ailleurs, on
voit aisément que les matrices a, u et k dépendent continûment de g, donc U ×A×K → G
est un homéomorphisme lisse, donc est un di�éomorphisme puisque c'est une immersion et
une submersion, grâce au fait que n ⊕ a ⊕ k = g = gln(C). En�n, puisque AU = UA,
pour tout (a, u) ∈ A× U on peut trouver un unique u′ ∈ U tel que au = u′a et l'application
A×U×K → U×A×K dé�nie par (a, u, k) 7→ (u′, a, k) est un di�éomorphisme. Maintenant,
la multiplication A× U ×K → G étant la composée A× U ×K → U × A×K → G, c'est
un di�éomorphisme également, ce qui termine la preuve.

Remarque 2.3.19. On peut aussi utiliser l'orthogonalisation de Gram-Schmidt pour prouver
le même résultat dans le cas où G = GLn(R), K = O(n), A le sous-groupe des matrices dia-
gonales à valeurs propres positives et U le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures
unipotentes.

De ceci, on tire un première conséquence sur la variété de drapeaux :

Corollaire 2.3.20. ( [12], Theorem 26.4)
Si K est un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal, G le complexi�é de K et
B un sous-groupe de Borel associé, alors K/T est di�éomorphe à la variété de drapeaux
G/B. En particulier, K/T peut être muni d'une structure complexe telle que les translations
g : xT → gxT soient holomorphes.

Démonstration. Par la décomposition d'Iwasawa, on aG = AUK = BK et commeK∩B = T
(ceci est clair pour K = U(n) et le cas général découle alors du point 2. du théorème 2.3.16),
on a

G/B ' BK/B ' K/(B ∩K) = K/T

et ce di�éomorphisme est K-équivariant. De plus, comme B est un sous-groupe analytique du
groupe de Lie complexe G, le quotient G/B a une structure de variété analytique et l'action
de G, donc de K, consiste en applications holomorphes.

Soient maintenant B le sous-groupe de Borel standard du théorème 2.3.16, N := NG(TC),
S l'ensemble des ré�exions simples de W et montrons que le triplet (B,N, S) associé à
G = KC est un système de Tits pour G.

Rappelons que l'on a

W = N/TC ' NK(T )/T ' W (Φ),

où W (Φ) désigne le groupe de Weyl abstrait associé au système de racines Φ. Utilisons la
théorie des sl2-triplets pour dé�nir des sous-groupes Mα, Uα et Pα comme dans le cas de
GLn(C) : pour α ∈ Φ+ �xons 0 6= eα ∈ gα. On a g = k ⊗ C = k + ik et soit c : g → g
la conjugaison X + iY 7→ X − iY . Par la proposition 18.4 de [12], on a c(gα) = g−α et
[eα, c(eα)] ∈ it \ {0}, ainsi que

[gα, gβ] ⊂
{

h si α + β = 0
gα+β si α + β ∈ Φ

Posons ici fα := c(eα) ∈ g−α et hα := [eα, fα] ∈ h. Alors, le tripleton {eα, fα, hα} engendre
une sous-algèbre slα de g isomorphe à sl2(C) et on a un isomorphisme

diα : sl2
∼→ slα
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tel que

diα

(
0 1
0 0

)
= eα, diα

(
0 0
1 0

)
= fα, diα

(
1 0
0 −1

)
= hα.

On a donc les relations

[eα, fα] = hα, [hα, eα] = 2eα, [hα, fα] = −2fα

Posons kα := k ∩ slα. Remarquons que, pour h ∈ t, on a [h, eα] = dα(h)eα, donc si h ∈ tα :=
ker(dα), alors [h, eα] = [h, fα] = 0 et donc, pour tout x ∈ kα, on a [h, x] = 0 ; autrement dit, tα
centralise kα. On a donc aussi un isomorphisme diα : su2 → kα et comme SU(2) est simplement
connexe, le théorème 2.3.14 a�rme que diα : su2 → k est la di�érentielle d'un morphisme
que l'on note encore iα : SU(2) → K et puisque kα centralise tα, la connexité de SU(2)
entraîne que iα(SU(2)) ⊂ CK(Tα)0, où Tα = kerα ≤ T . Par complexi�cation, on obtient
iα : SL2(C) = SU(2)C → CK(Tα)C ⊂ CG(TCα ) d'où un morphisme iα : SL2(C)→ CG(TCα )0.

Soit donc α ∈ Π une racine simple et soit iα : SL2(C)→ CG(TCα )0 le morphisme construit
ci-dessus. Considérons le sous-groupe parabolique standard

Pα := 〈iα(SL2(C)), B〉 .

Considérons aussi
Mα :=

〈
iα(SL2(C)), TC

〉
,

ainsi que
uα :=

⊕
β∈Φ+, β 6=α

gβ.

Comme α ∈ Π, uα est une sous-algèbre de Lie de n et par le théorème 2.3.16, 3), il existe un
sous-groupe de Lie complexe Uα de U , d'algèbre de Lie uα.

Proposition 2.3.21. ( [12], Proposition 27.2)
Avec les notations ci-dessus, Mα normalise Uα et on a un produit semi-direct Pα = MαUα.

Démonstration. Clairement, B normalise Uα (car B et Uα sont connexes et b normalise uα). Il
reste à montrer que iα(SL2) ⊂ NG(Uα). Si γ ∈ Φ+\{α} et δ = ±α, alors γ+δ 6= 0 et si γ+δ ∈
Φ, alors γ+ δ ∈ Φ+ et γ+ δ 6= α. Ainsi, on a [g±α, gγ] ⊆ uα et l'algèbre de Lie de iα(SL2(C))
étant engendré par gα et g−α, il s'ensuit que l'algèbre de Lie de iα(SL2(C)) normalise celle
de Uα et comme ces groupes sont connexes, on obtient que iα(SL2(C)) normalise Uα et donc
Mα ⊂ NG(Uα), on peut donc dé�nir MαUα = Mα n Uα et on a alors Pα = MαUα.

Lemme 2.3.22. ( [12], Lemma 27.3)
Toujours avec les mêmes notations, si s ∈ S est une ré�exion simple, alors C(s) ∪ B est un
sous-groupe de G.

Démonstration. Si s = sα pour α ∈ Π, montrons que C(sα) ∪B = Pα.
Tout d'abord, Mα contient un représentant de sα ∈ N/TC. En e�et, reprenons iα :

SU(2)→ CK(Tα)0 et diα : su2 → k et soit

ẇα := iα

(
0 −1
1 0

)
∈ K.
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Alors, ẇα ∈ NK(T ) et son image wα ∈ W induit sα pour l'action sur X∗(T ). Ici, on note
X∗(T ) = T̂ le groupe des caractères continus T → C× qui, par la proposition 15.6 de [12], est
isomorphe au groupe X∗(TC) des caractères holomorphes TC → C× de TC. Par la proposition
18.4 de [12], on a −ihα /∈ tα, donc t est engendrée par tα et diα(su2)∩ t. Comme Lie(Tα) = tα,
T est engendré par Tα et T ∩ iα(SU(2)). Par construction, wα normalise

T ∩ iα(SU(2)) = iα

{(
y 0
0 y−1

)
, y ∈ S1

}
et comme iα(SU(2)) ⊂ CK(Tα)0, on a ẇα ∈ NK(Tα) et donc ẇα ∈ NK(T ). Par ailleurs,
W agit par conjugaison sur X∗(T ) et si on munit V := R ⊗Z X∗(T ) de l'action canonique
de W qui est �ni, on peut choisir un produit scalaire W -invariant sur V et on retrouve
alors le système de racines (V ,Φ) associé à T (voir [12], Theorem 18.2). Remarquons que si

T ' (R/Z)r, alors X∗(T ) ' Zr et V lin.' Rr lin.' t∗ et en complexi�ant, on voit que le système
Φ est isomorphe à celui de h∗ associé à la sous-algèbre de Cartan h de g. Ici, tout élément
de W agit donc de façon orthogonale et comme wα centralise Tα, il agit trivialement sur tα,
donc �xe ponctuellement un hyperplan de V . Comme wα(α) = −α, wα agit de la même façon
que la ré�exion sα ; donc le représentant ẇα ∈ iα(SL2) ⊂ Mα de sα convient et l'assertion
est prouvée.

De ceci, on tire que B ∪ C(sα) ⊂ Pα. Réciproquement, B et C(sα) sont invariants par
multiplication à droite par Uα, donc par la Proposition 2.3.21, comme Pα = MαUα, il reste
à montrer que Mα ⊂ B ∪ C(sα). De plus, B et C(sα) étant invariants par multiplication à
droite par TC, il est su�sant de montrer que iα(SL2) ⊂ B ∪ C(sα). On a

diα

(
C
(

1 0
0 −1

)
⊕ C

(
0 1
0 0

))
⊂ Chα ⊕ Ceα ⊂ h⊕ gα ⊂ b,

donc, B étant connexe, on a

iα

(
a b
0 d

)
∈ B.

Ensuite, si c 6= 0, alors(
a b
c d

)
∈
(
∗ ∗
0 ∗

)(
0 −1
1 0

)(
∗ ∗
0 ∗

)
= C

(
0 −1
1 0

)
⊂ SL2(C)

et donc

iα

(
a b
c d

)
∈ iα

(
∗ ∗
0 ∗

)
· wα · iα

(
∗ ∗
0 ∗

)
⊂ BsαB = C(sα),

d'où

iα

(
a b
c d

)
∈
{

B si c = 0
C(sα) si c 6= 0

et donc iα(SL2) ⊂ B ∪ C(sα), comme annoncé.

Lemme 2.3.23. Si α ∈ Π est une racine simple, s := sα ∈ S la ré�exion simple associée et
w ∈ W est tel que w(α) ∈ Φ+, alors on a

C(w)C(s) = C(ws).
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Démonstration. Choisissons des représentants ẇ, ṡ ∈ N respectifs de w et s. Par la preuve
du Lemme 2.3.22, on peut supposer que ṡ ∈ Mα. Comme pour le Lemme 2.3.12, il su�t de
montrer que

wBs ⊆ BwsB.

Construisons les xβ comme pour GLn(C). Si β ∈ Φ+ \ {α}, soit

x̃β : C → gβ ↪→ uα
λ 7→ λeβ

et considérons xβ : C→ Uα tel que dxβ = x̃β. Alors, Uα est engendré par les xβ(λ), pour λ ∈ C
et β ∈ Φ+ \ {α}. De plus, comme w(α) ∈ Φ+, en considérant le plongement G ↪→ Gln(C)
donné par le point 2) du théorème 2.3.16, on a la relation analogue à (2) :

ẇxα(λ)ẇ−1 ∈ xw(α)(C) ⊂ B.

En�n, si b ∈ B, on peut écrire b = txα(λ)u avec t ∈ TC et u ∈ Uα. On a alors

ẇbṡ = (ẇtẇ−1)(ẇxα(λ)ẇ−1)ẇṡ(ṡ−1uṡ)

et ẇtẇ−1 ∈ TC ⊂ B, ẇxα(λ)ẇ−1 ∈ B et ṡ−1uṡ ∈ Uα ⊂ B car Mα normalise Uα et ṡ ∈ Mα.
Ainsi, ẇbṡ ∈ BẇṡB, d'où le résultat.

Lemme 2.3.24. Avec les mêmes notations, le triplet (B,N, S) satisfait l'axiome (TS3) des
sysèmes de Tits.

Démonstration. On peut reproduire la preuve du Théorème 2.3.13 en utilisant les Lemmes
2.3.22 et 2.3.23 au lieu des Lemmes 2.3.11 et 2.3.12.

De plus, en considérant le plongement G ↪→ GLn(C), comme GLn(C) véri�e (TS5), G le
véri�e aussi et on a TC = B ∩N EN , d'où (TS1). Ensuite, (TS2) et (TS3) ont déjà été vus
et si s ∈ S, alors s(Φ+) 6= Φ+ et donc s ∈ G ne normalise pas b, donc ne normalise pas non
plus B et ceci montre (TS4). En résumé, on a obtenu le

Théorème 2.3.25. ( [12], Theorem 27.2)
Soient K un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal de K et G := KC le
complexi�é de K, de tore TC. Si B est le sous-groupe de Borel standard de G, N := NG(TC)
et S l'ensemble des ré�exions simples du groupe de WeylW = N/TC, alors le triplet (B,N, S)
est un système de Tits pour G.
En particulier, on a la décomposition de Bruhat :

G = BWB =
⊔
w∈W

BwB.

Remarque 2.3.26. On peut montrer (cf [5], Chapter IV, �14.15) que si G est un groupe
algébrique (a�ne) connexe réductif, avec T un tore maximal dans G, B un sous-groupe de
Borel de G, N := NG(T ) et W = N/T le groupe de Weyl, alors (B,N, S) est un système de
Tits et on a donc une décomposition de Bruhat similaire à celle du Théorème 2.3.25.
En fait, si K est un groupe de Lie compact connexe, alors le complexi�é KC possède une
unique structure de groupe réductif connexe (voir [60], V, �5) et la décomposition de Bruhat
donnée par 2.3.25 découle alors de celle du groupe algébrique réductif KC.
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2.3.3 Cas de la variété de drapeaux G/B

Reprenons les notations précédentes : K groupe de Lie compact connexe, de tore maximal
T , G := KC son complexi�é, etc. La décomposition de Bruhat

G =
⊔
w∈W

BwB

induit une décomposition de la variété de drapeaux

G /B =
⊔
w∈W

(BwB) /B

et posons
Y o
w := (BwB) /B, ∀w ∈ W.

Nous allons analyser la structure topologique des orbites Yw, appelées cellules de Schubert.
Fixons w ∈ W . On a le sous-groupe unipotent U , d'algèbre de Lie nilpotente n =

⊕
α∈Φ+ gα

et de même, à la sous-algèbre nilpotente n− :=
⊕

α∈Φ− gα =
⊕

α∈Φ+ g−α correspond un
sous-groupe fermé connexe U− de G. Dé�nissons

Uw
+ := U ∩ wUw−1, et Uw

− := U ∩ wU−w−1.

Alors on a
uw+ := Lie(Uw

+ ) = n ∩ Lie(wUw−1) =
⊕

α∈Φ+∩wΦ+

gα,

ainsi que
uw− := Lie(Uw

− ) = n ∩ Lie(wU−w
−1) =

⊕
α∈Φ+∩wΦ−

gα.

Ensuite, on a un homéomorphisme

Uw
− → Y o

w

u 7→ uwB

En e�et, il su�t de montrer que c'est une bijection, car Yw := Y o
w ⊂ G/B ' K/T est compact

et u 7→ uwB est continue. on a clairement BwB/B = UwB/B et si u, u′ ∈ U sont tels que
uwB = u′wB, alors u−1u′wB = wB et donc u−1u′ ∈ U ∩ wUw−1 = Uw

+ . Il reste donc à
montrer que toute classe dans U/Uw

+ possède un unique représentant dans Uw
− ; ce qui résulte

du point 4) du théorème 2.3.16, puisque n = uw− ⊕ uw+. Considérons maintenant

exp : uw− → Uw
− .

On a un plongement G ↪→ GLn(C) et si X ∈ uw−, Y := exp(X) ∈ Uw
− , alors

Y = In +X +
X2

2!
+ · · ·+ Xn

n!
,

cette série est �nie car X est nilpotent. Pour le voir, on note le plongement G ↪→ GLn(C)
(on identi�e la matrice X ∈ b avec son image) et par le théorème de Lie ( [12], Theorem
26.1), on peut choisir une base de Cn telle que tous les X ∈ b, soient triangulaires supérieurs.
Il nous faut donc montrer que si X ∈ n, alors les entrées diagonales de X sont nulles et il
su�t de le faire pour X ∈ gα, pour α ∈ Φ+. Par dé�nition d'une racine, le caractère α de T
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n'est pas trivial, donc dα 6= 0. Choisissons donc H ∈ t tel que dα(H) 6= 0 et le commutateur
[H,X] = dα(H)X est un multiple non nul de X et, en tant que multiple non nul d'un
commutateur de matrices triangulaires supérieures, la matrice X est triangulaire supérieure
à diagonale nulle, donc est nilpotente.

De plus, Y −In est une somme �nie de matrices triangulaires supérieures nilpotentes, donc
est elle-même nilpotente et alors la série �nie suivante est bien dé�nie pour toute matrice
triangulaire supérieure unipotente Y :

(Y − In)− 1

2
(Y − In)2 +

1

3
(Y − In)3 + · · ·+ (−1)n−1

n
(Y − In)n =: log(Y )

et on a X = log(Y ) dès que Y = exp(X). Ainsi, la série

log(Y ) :=
∞∑
n=1

(−1)n−1 (Y − I)n

n

dé�nit une application continue
log : Uw

− → uw−

qui constitue une réciproque à exp : uw− → Uw
− . Ainsi, les espaces topologiques Uw

− et uw−
sont homéomorphes, via l'exponentielle et le logarithme. Remarquons que le même argument
fonctionne en remplaçant Uw

− par un sous-groupe connexe fermé de U et montre en particulier
qu'un tel sous-groupe est simplement connexe (puisque homéomorphe à un espace euclidien).

On obtient donc une suite d'homéomorphismes

Y o
w

def
= (BwB) /B ≈ Uw

− ≈ uw− ≈ Cdim uw−

et, puisque
dim uw− =

∑
α∈Φ+∩wΦ−

dim gα = |Φ+ ∩ wΦ−| = l(w)

et �nalement, Y o
w est homéomorphe à Cl(w), donc est une cellule (réelle) de dimension 2l(w),

ce qui justi�e la terminologie de cellule de Schubert.

Remarque 2.3.27. Un premier intérêt de la variété de drapeaux concernant la théorie des
représentations est le thèorème de Borel-Weil ( [12], Theorem 27.5), qui permet de réaliser
une représentation irréductible d'un groupe de Lie compact connexe (ou de son complexi�é)
comme une action sur l'espace des sections globales d'un �bré en droites holomorphe sur la
variété de drapeaux. Cependant, nous n'irons pas plus loin dans cette direction.

De la discussion précédente, on tire alors le

Théorème 2.3.28. Soient K un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal dans
K, G := KC le complexi�é de K, N := NG(TC), B le sous-groupe de Borel standard de G
associé à TC et W := N/TC ' NK(T )/T le groupe de Weyl. La décomposition de Bruhat de
G :

G =
⊔
w∈W

BwB

induit une décomposition de la variété de drapeaux G/B (également appelée décomposition
de Bruhat) :

K/T ' G/B =
⊔
w∈W

Y o
w , où Y o

w := BwB/B.

De plus, celle-ci constitue une décomposition cellulaire de G/B en |W | cellules (homéo-
morphes à Cl(w)), de dimension réelle paire 2l(w), appelées cellules de Schubert.
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On en tire en�n le corollaire suivant, qui est utilisé dans la preuve du Théorème 2.4.9 :

Corollaire 2.3.29. Si K est un groupe de Lie (réel) compact connexe et si T en est un tore
maximal, alors on a

∀k ≥ 0, H2k+1(K/T,Q) = 0

et
χ(K/T ) = dimH∗(K/T,Q) = |W |.

Démonstration. La première égalité résulte du calcul de la cohomologie cellulaire de K/T '
G/B, qui est bien nulle en degrés impairs puisque les cellules Y o

w sont de dimension paire
2l(w). On a donc aussi

χ(K/T ) = χ(G/B) =
∑
n≥0

dimH2n(G/B,Q) = dimH∗(G/B,Q) = dimH∗(K/T,Q)

et ceci vaut |W |, le nombre de cellules de Schubert de G/B.

On peut même donner une borne explicite optimale pour la cohomologie de K/T , en
utilisant l'élément de plus grande longueur du groupe de Weyl :

Corollaire 2.3.30. Soient K un groupe de Lie compact connexe et T un tore maximal.
Posons ` := dimK − rgK = codimG(T ). Alors on a

H`(K/T,Q) = Q et Hk(K/T,Q) = 0, ∀k > `.

Démonstration. Soient G := KC, N := NG(TC) le normalisateur de TC, B le Borel standard
de G, Φ le système de racines associé et W := N/TC ' NK(T )/T ' W (Φ) le groupe de
Weyl. On a la décomposition de Bruhat de G/B en cellules de Schubert :

G/B =
⋃
w∈W

BwB/B =
⋃
w∈W

Y o
w .

Soit w0 ∈ W l'élément de plus grande longueur de W . La cellule de Schubert Y o
w0
' Cl(w0) est

de dimension réelle maximale 2l(w0) ; et c'est la seule cellule de cette dimension. Donc on a

H2l(w0)(K/T,Q) = H2l(w0)(G/B,Q) = H2l(w0)(Yw0 ,Q) = Q

et
Hk(K/T,Q) = Hk(G/B,Q) = 0, ∀k > 2l(w0).

Il reste donc à montrer que 2l(w0) = `
def
= dimK− rgK. Rappelons que le rang rgK de K est

par dé�nition la dimension de T , qui est indépendante du tore maximal choisi. Puisque w0

est caractérisé par w0(Φ+) = Φ−, on a l(w0) = |Φ+|, donc 2l(w0) = |Φ|. Soient g := Lie(G) =
Lie(K)C =: kC et h := Lie(TC) = Lie(T )C =: tC. On a la décomposition

g = h⊕
⊕
α∈Φ

gα
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et, pour tout α ∈ Φ, on a dimC gα = 1 ( [12], Proposition 18.6). Il vient alors

dimC g = dimC h +
∑
α∈Φ

dimC gα = dimC h + |Φ|

et donc
2l(w0) = |Φ| = dimC g− dimC h.

Or, on a

dimK := dimRK = dimR k =
1

2
dimR(k⊗R C) =

1

2
dimR(kC) =

1

2
dimR g = dimC g

et de même rgK := dimR T = dimC h, d'où

2l(w0) = |Φ| = dim g− dim h = dimK − rgK = `.

Dans le cas particulier où K = U(n), on peut interpréter la variété G/B en termes de
drapeaux (fait qui donne son nom à G/B) et ceci nous permet de donner une borne sur le
degré maximal de cohomologie non nulle de G/B, sans utiliser la décomposition de Bruhat.
Nous utiliserons plutôt les grassmanniennes.

Soient donc K := U(n), G = KC = GLn(C), T ' (S1)n le sous-groupe de K formé des
matrices diagonales, de complexi�é TC ' (C×)n le groupe des matrices diagonales de G et
N = NG(TC) le groupe des matrices monômiales. On a alors W = N/TC ' Sn. Soit encore
B le sous-groupe de Borel standard de G, constitué des matrices triangulaires supérieures
inversibles. On va décrire la variété G/B en termes de drapeaux.

Commençons par quelques rappels sur les variétés de Grassmann. De façon ensembliste, la
grassmannienne complexe Gr(k,m) est l'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension
k de Cm. On peut munir ceci d'une structure de variété complexe de dimension k(n − k)
(donc aussi une variété réelle lisse de dimension 2k(n − k)). De plus, Gr(k, n) peut se voir
comme une sous-variété analytique d'un espace projectif comme suit. Si W ∈ Gr(k,m), on
choisit une base (w1, . . . , wk) de W , on considére l'élément w1∧ · · · ∧wk de

∧k Cm et on pose
ι(W ) := [w1 ∧ · · · ∧wk] ∈ P(

∧r Cm). On voit alors que ι(W ) ne dépend pas de la base choisie
et ceci dé�nit une injection

ι : Gr(k,m) ↪→ P

(
k∧
Cm
)
.

De plus, on a dim
∨k Cm =

(
m
k

)
et P(

∧k Cm) ' P(C(mk)) ' CP(mk)−1, donc

ι : Gr(k,m) ↪→ CP(mk)−1 (4)

Ce plongement est appelé plongement de Plücker.
Ensuite, soit l'ensemble des drapeaux de Cn

Fn := {(V0, . . . , Vn) ; Vi ≤ Cn, Vi ⊆ Vi+1, dimVi = i}

= {0 = V0 ≤ V1 ≤ · · · ≤ Vn = Cn, dim(Vi+1/Vi) = 1}.
Considérons la base canonique (e1, . . . , en) de Cn et soit

F0 := (0, 〈e1〉 , 〈e1, e2〉 , . . . , 〈e1, . . . , en〉 = Cn) ∈ Fn
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le drapeau de référence. On a une action naturelle G � Fn et posons

ϕ : G → Fn

g 7→ gF0

Comme l'action de G est transitive, l'application ϕ est surjective et g ∈ G véri�e gF0 = F0

si et seulement si g ∈ B. On obtient donc une bijection

φ : G/B
≈→ Fn.

Ceci permet de donner à Fn une structure de variété analytique, induite par celle de G/B.
Cette variété Fn s'appelle la variété de drapeaux de Cn. C'est ce phénomène qui donne son
nom à la variété G/B dans le cas général. De plus, on a un plongement canonique

Fn ↪→ Gr(1, n)×Gr(2, n)× · · · ×Gr(n, n), (5)

qui fait de la variété de drapeaux une sous-variété complexe d'un produit de grassmanniennes
(donc aussi d'un espace projectif, via les plongement de Plücker et de Segre).

Par ailleurs, G/B ' K/T est aussi une variété réelle lisse compacte, ce qui permet d'uti-
liser la théorie de de Rham pour calculer la cohomologie de K/T . Pour une variété lisse
compacte M , on pose provisoirement

cd (M) := max{k ≥ 0 ; Hk(M,R) 6= 0} = max{k ; Hk(M,Q) 6= 0}.

Comme M est localement contractile et compacte, la cohomologie H∗(M,R) est celle du
faisceau constant R (au sens foncteur dérivé des sections globales) et de plus, le théorème de
de Rham assure que

∀k ∈ N, Hk(M,R) = Hk(M,R) ' Hk
dR(M).

Donc, si k > dimM , alors Hk(M,R) = Hk
dR(M) = 0 et donc cdM ≤ dimM . Ici, on veut

une majoration de cd (K/T ). On a

cd (K/T ) ≤ dimRK/T = 2 dimCK/T = 2 dimCG/B = 2 dimCFn

et en utilisant le plongement (5), on a

dimCFn ≤ dimC

( ∏
1≤k≤n

Gr(k, n)

)
=
∑

1≤k≤n

dimCGr(k, n) =
∑

1≤k≤n

k(n− k)

=
n2(n+ 1)

2
− n(n+ 1)(2n+ 1)

6
=
n(n+ 1)(n− 1)

6
,

et donc

cd (K/T ) ≤ 2 dimCFn ≤
n+ 1

3
(n2 − n).

On obtient �nalement

∀k > n+ 1

3
(n2 − n), Hk(K/T,Q) = 0,

ce qui est une estimation moins précise que celle donnée par le Corollaire 2.3.30. En e�et, on
a dimK = n2, rgK = n et 2.3.30 donne alors

Hn2−n(K/T,Q) = Q et Hk(K/T,Q) = 0, ∀k > n2 − n.
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2.3.4 Décomposition cellulaire des variétés de Schubert

Reprenons les notations usuelles : K désigne un groupe de Lie compact connexe (réel), T
un tore maximal, G = KC le complexi�é de K, Φ le système de racines, B le Borel standard,
W le groupe de Weyl, etc.
Rappelons que, sur W , on a l'ordre de Bruhat dé�ni comme suit : si on a u,w ∈ W , avec une
écriture réduite de w en produit de ré�exions simples w = si1 · · · sik , alors on dit que u ≤ w
s'il existe une sous-suite (j1, . . . , jl) ⊂ (i1, . . . , ik) telle que u = sj1 · · · sjl (dans ce cas, on doit
avoir l(u) ≤ l(w)). La proposition 25.4 de [12] assure que ceci est bien dé�ni et munitW d'un
ordre partiel. En notant Y o

w := BwB/B ' Cl(w) la cellule de Schubert de w, et Yw := Y o
w

son adhérence (au sens de Zariski), appelée variété de Schubert, on peut se demander quelles
cellules contient la variété de Schubert Yw. La réponse est donnée par l'ordre de Bruhat :

Yw =
⋃
u≤w

Y o
u .

Nous nous proposons ici de prouver cette formule. Elle nous sera grandement utile dans
l'étude des classes de Schubert, dans la partie suivante.

Reprenons les notations des systèmes de Tits, introduite en début de section. On a

Lemme 2.3.31. ( [12], Proposition 27.1)
Si w ∈ W s'écrit w = s1 · · · sr avec l(w) = r (i.e. on a une décomposition réduite), alors on
a la relation

C(w) = C(s1) · · · C(sk).

En particulier, si on a un w′ = s′1 · · · s′r′, alors ww′ = s1 · · · srs′1 · · · s′r′ et si l(ww′) = r + r′,
alors C(ww′) = C(s1) · · · C(sr)C(s′1) · · · C(s′r′), d'où

∀w,w′ ∈ W, l(ww′) = l(w) + l(w′) ⇒ C(ww′) = C(w)C(w′).

Démonstration. Posons sr = sα, pour α ∈ Π une racine simple et w′ := s1 · · · sr−1. Alors
l(w) = l(w′) + 1 et d'après la Proposition 20.2 de [12], ceci entraîne w′(α) ∈ Φ+. On peut
donc appliquer le Lemme 2.3.23 pour obtenir C(w) = C(w′)C(sr) et une récurrence sur r
permet alors de conclure.

Soient ensuite r := |Π| le nombre de racines simples et {si = sαi , 1 ≤ i ≤ r} l'ensemble
des ré�exions simples. En prenant ṡi ∈ NG(TC) un représentant de si ∈ W = NG(TC)/TC,
on considére le sous-groupe parabolique minimal

Pi := 〈ṡi, B〉 .

Alors, on a

Lemme 2.3.32. ( [12], Proposition 27.4)
On a

Pi = C(1) ∪ C(si) = B ∪ C(si).

De plus, le quotient Pi/B est di�éomorphe à CP1. En fait, la variété algébrique Pi/B est
isomorphe à la droite projective complexe.
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Démonstration. Par le Lemme 2.3.22, C(1) ∪ C(si) est un sous-groupe de G, on a donc im-
médiatement Pi = C(1)∪ C(si). Ensuite, puisque SL2(C) est simplement connexe, l'injection
sl2 ↪→ g, correspondant au sl2-triplet associé à la racine simple αi telle que sαi = si, provient
d'un morphisme ιi : SL2(C)→ G (on a déjà vu ceci dans la preuve de 2.3.20). L'image de ce
morphisme est contenue dans Pi. Comme si ∈ ιi(SL2) (preuve de 2.3.22), on a Pi = ιi(SL2)B.
Ainsi, on a

Pi/B ' ιi(SL2)
/
ιi(SL2) ∩B ' SL2(C)

/
BS
' CP1,

où BS =

{(
λ µ
0 λ−1

)
, λ ∈ C×, µ ∈ C

}
est le Borel de SL2. Le dernier di�éomorphisme est

donné par (
a b
c d

)
7→ [a : c].

Pour un mot réduit w := (i1, . . . , ik) représentant w ∈ W , on dé�nit une action à droite
de Bk sur Pi1 × · · · × Pik par

(p1, . . . , pk) · (b1, . . . , bk) := (p1b1, b
−1
1 p2b2, . . . , b

−1
k−1pkbk).

Le quotient Zw := (Pi1 × · · · × Pik) /Bk est appelé la variété de Bott-Samelson de w. On a
aussi, pour w′ := (i1, . . . , ik−1), un morphisme

Zw → Zw′

(p1, . . . , pk)B
k 7→ (p1, . . . , pk−1)Bk−1

Ceci dé�nit un espace �bré, de �bre typique Pik/B ' CP1, par 2.3.32. Ainsi, Zw est obtenue
par �brations successives de CP1 et c'est en particulier une variété réelle compacte (on le savait
déjà, puisque c'est une variété projective lisse). La variété de Bott-Samelson Zw présente le
désavantage d'être moins canonique que celle de Schubert Yw, puisqu'elle dépend du choix
d'un mot réduit w représentant l'élément w ∈ W . Cependant, elle est plus facile à étudier,
car elle est lisse, contrairement à Yw qui présente des singularités. On a en�n un morphisme
canonique

τ : Zw → G/B
(p1, . . . , pk)B

k 7→ p1 · · · pkB
Le résultat voulu est alors le suivant :

Théorème 2.3.33. ( [12], Theorem 27.4)
L'image de τ est Yw et on a

Yw =
⋃
u≤w

Y o
u . (6)

Démonstration. Comme C(si) est dense (pour la topologie usuelle) dans Pi, le produit C(si1)×
· · · × C(sik) est dense dans Pi1 × · · · × Pik . Son image dans G/B est C(si1) · · · C(sik), qui est
égal à C(w) d'après le Lemme 2.3.31. Donc, l'image de C(si1) × · · · × C(sik) est Y o

w et est
dense dans τ(Zw). D'autre part, τ(Zw) est fermée car Zw est compacte, et Yw = Y o

w est aussi
l'adhérence pour la topologie usuelle, donc τ(Zw) = Y o

w = Yw.
Maintenant, τ(Zw) est l'union des C(sj1) · · · C(sjl)/B quand (j1, . . . , jl) parcourt l'ensemble
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des sous-mots de (i1, . . . , ik) = w. Posons, pour un tel sous-mot, u := sj1 · · · sjl . Si c'est une
décomposition réduite, par 2.3.31, on a

(C(sj1) · · · C(sjl)) /B = C(u) /B

et donc chaque Y o
u , pour u ≤ w, est dans Yw par dé�nition de l'ordre de Bruhat. Si la

décomposition n'est pas réduite, c'est encore une union de C(v)/B pour v ≤ u et ceci provient
de la remarque faite juste après la dé�nition 2.3.7 des systèmes de Tits.

2.4 Cas des groupes de Lie et des groupes algébriques :

tores maximaux

Nous allons ici inspecter quelques résultats supplémentaires de cohomologie équivariante
dans le cas des groupes algébriques et surtout des groupes de Lie compact. Nous allons
notamment voir comment l'on peut relier la cohomologie équivariante de l'action de G avec
celle de l'action restreinte d'un tore maximal T , via le groupe de Weyl W = N(T )/T .
Grossièrement parlant, les résultats que nous allons voir disent que H∗G peut se calculer à
partir de H∗T et de W . Nous verrons aussi que l'on peut se restreindre aux groupes connexes,
en se ramenant au calcul de H∗G0 , avec G0 la composante connexe de l'identité. On peut
traduire ceci par de l'irréductibilité dans le cas des groupes algébriques, en prenant pour G0

la composante irréductible contenant l'identité.
Avant tout, rappelons quelques faits sur le groupe de Weyl. Dans la suite, un groupe de

Lie sera supposé réel et un groupe algébrique sera supposé complexe, a�ne. Sauf mention du
contraire, on notera simplement H∗ la cohomologie à coe�cients rationnels.

Lemme 2.4.1. ( [28], Theorem 3.7.2 ou [10], IV, Theorem 1.5)
Si G est un groupe de Lie compact connexe et T un tore maximal (i.e. un sous-groupe fermé
connexe compact abélien maximal), alors le groupe de Weyl W := NG(T )/T est �ni.

Remarque 2.4.2. 1. Comme tous les tores maximaux sont conjugués (cf [28], 3.7.1 et [10],
IV, 1.6), le groupe de Weyl ne dépend que de G.

2. Le résultat ci-dessus et l'unicité du groupe de Weyl demeurent vrais pour un groupe
algébrique (cf [70], 22.5.11), où un tore est par dé�nition un sous-groupe algébrique
connexe diagonalisable.

3. Le groupe de WeylW agit sur le tore T par adjonction et si g (resp. h) désigne l'algèbre
de Lie de G (resp. de T ), alors h est une sous-algèbre de Cartan de g estW agit sur h de
la même façon que le groupe de Weyl du système de racines associé à h (en particulier,
W agit comme un groupe de ré�exion). Pour ceci, voir [44], Theorem II.3.

Lemme 2.4.3. ( [28], 1.9.1 et [70], 22.1.6)
Soit G un groupe de Lie compact (resp. un groupe algébrique) et soit G0 la composante
connexe de G contenant e (resp. l'unique composante irréductible contenant e, qui est aussi
la composante connexe de e ; puisqu'un groupe algébrique est connexe si et seulement s'il est
irréductible, voir [70], 21.1.7). Alors G0 EG et le quotient Γ := G/G0 est �ni.
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Démonstration. Dans les deux cas, on note µ : G × G → G la multiplication et ι : G → G
l'inverse. Alors µ(G0×G0) est connexe (resp. irréductible) et contient e, donc µ(G0×G0) ⊂ G0

et de même pour ι ; donc G0 est un sous-groupe de G. De plus, si g ∈ G, alors gG0g−1 = gG0

est un connexe (resp. un fermé irréductible) contenant e, donc gG0 ⊂ G0 et G0 est bien un
sous-groupe distingué de G. Si G est un groupe de Lie compact, alors Γ ≈ π0(G) est �ni et si
G est un groupe algébrique, alors gG0 est l'unique composante irréductible de G contenant
g ∈ G et dans tous les cas, on a bien |Γ| <∞.

Avant de passer aux résultats de réduction, commençons par faire quelques remarques
sur les actions de groupes �nis, le lien avec leur cohomologie (au sens de la cohomologie des
groupes, que l'on notera H∗G = Ext ∗ZG(Z,−)) et en particulier, la suite spectrale de Cartan-
Leray.

Lemme 2.4.4. ( [2], Remark 2.3)
Si G est un groupe �ni et M un ZG-module, alors par la HLP , M dé�nit un système local
de coe�cients M sur le classi�ant BG et on a un isomorphisme d'algèbres

H∗(BG,M) ' H∗G(G,M).

De plus, cet isomorphisme demeure en remplaçant Z par Q.

Démonstration. G agit librement sur EG qui est contractile, donc le complexe singulier
S∗(EG) → Z est une résolution ZG-libre du G-module trivial Z. De plus, par des calculs
élémentaires, on voit que l'on a un isomorphisme C∗(BG,M) ' Hom ZG(S∗(EG),M), et donc

H∗(BG,M) ' H∗(Hom ZG(S∗(EG),M)) ' Ext ∗ZG(Z,M)
def
= H∗G(G,M).

Proposition 2.4.5. (Suite spectrale de Cartan-Leray, [13], XVI, �8)
Soit G un groupe �ni agissant librement sur un espace séparé X. Alors, on a une suite
spectrale d'algèbres de premier quadrant convergente

Ep,q
2 = Hp

G(G,Hq(X,Q)) =⇒ Hp+q(X/G,Q).

Démonstration. On a la construction de Borel ωG[X] = (X → XG → BG) et la suite spectrale
de Leray-Serre associée s'écrit

Ep,q
2 = Hp(BG, H

q(X,Q)) =⇒ Hp+q(XG,Q).

Comme l'action est libre, la Proposition 2.2.5 donne H∗(XG,Q) = H∗(X/G,Q). De plus,
l'action de G sur X induit une action de G sur la cohomologie Hq(X,Q) qui fait de ce dernier
espace un QG-module et par le Lemme 2.4.4, on a H∗(BG, H

q(X,Q)) ' H∗G(G,Hq(X,Q)),
d'où le résultat.

Corollaire 2.4.6. Si un groupe �ni G agit librement sur un espace séparé X, alors on a un
isomorphisme d'algèbres

H∗(X/G,Q) ' H∗(X,Q)G.
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Démonstration. Par [73], Theorem 6.5.8, si M est un QG-module et si m = |G|, alors pour
tout p > 0, on amHp(G,M) = 0 et comme Q est de caractéristique nulle, on a Hp(G,M) = 0
pour tout p > 0 et en particulier, la suite spectrale de Cartan-Leray s'e�ondre en deuxième
page et donne donc

Hq(X,Q)G = H0
G(G,Hq(X,Q)) = E0,q

2 ' Hq(X/G,Q).

Remarque 2.4.7. Par le théorème 4.3.13 de [26], si X est séparé et si G est un groupe �ni
agissant librement sur X, alors la projection X → X/G est un revêtement �ni de �bre G.

Proposition 2.4.8. ( [44], Reduction 1, p. 35)
Soient G un groupe de Lie compact et Γ = G/G0. Alors on a

H∗(BG,Q) ' H∗(BG0 ,Q)Γ.

Démonstration. Par 2.4.3, Γ est �ni et si ωG = (G → EG → BG), alors EG/G ' BG et on
peut prendre EG/G0 ' BG0 et on a donc une action libre de Γ sur BG0 , de quotient BG et
un revêtement �ni Γ→ BG0 → BG et le résultat découle alors du Corollaire 2.4.6.

Théorème 2.4.9. ( [44], III, Lemma 1.1)
Soient G un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal et W = N(T )/T le groupe
de Weyl de G. Alors G/N(T ) ∼Q pt, i.e. on a

H∗(G/N(T ),Q) ' H∗(G/T,Q)W ' H∗(pt,Q).

Démonstration. W agit librement sur G/T et est �ni, donc par 2.4.6, on a

H∗(G/N(T ),Q) ' H∗(G/T,Q)W

et W → G/T → G/N est un revêtement �ni et la suite spectrale de Serre associée donne

χ(G/N(T )) =
1

|W |
χ(G/T ),

où χ désigne la caractéristique d'Euler. Du corollaire 2.3.29, qui découle de la décomposition
de Bruhat de G/T , on tire

H2k+1(G/T,Q) = 0 et dimQH
∗(G/T,Q) =

∑
k≥0

dimQH
k(G/T,Q) = χ(G/T ) = |W |

et donc

H2k+1(G/N(T ),Q) = H2k+1(G/T,Q)W = 0 et dimQH
∗(G/N,Q) = χ(G/N) =

χ(G/T )

|W |
= 1,

d'où le résultat.
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Proposition 2.4.10. ( [44], Reduction 2, p. 35)
Si G est un groupe de Lie compact, T un tore maximal et W = N(T )/T le groupe de Weyl,
vu comme agissant par automorphismes sur T , alors

H∗(BG,Q) ' H∗(BN(T ),Q) ' H∗(BT ,Q)W .

Démonstration. Par 2.4.9, G/N est Q-acyclique et G/N → BN(T )
π→ BG est un espace

�bré pour lequel la suite spectrale de Serre s'e�ondre en deuxième page et donc π∗ est un
isomorphisme

π∗ : H∗(BG,Q)
'→ H∗(BN(T ),Q).

Maintenant, on a EN(T )/T = BT et on a

H∗(BG,Q)
π∗→
∼
H∗(BN(T ),Q) ' H∗(BT ,Q)N(T )/T = H∗(BT ,Q)W .

Proposition 2.4.11. Si G est un groupe de Lie compact, G0 la composante connexe de
l'identité, Γ = G/G0 et X un G-espace, alors on a

H∗G(X) ' H∗G0(X)Γ.

Démonstration. G agissant librement sur XG, on a une action libre de Γ sur XG0 , de quotient
XG et on obtient un revêtement Γ→ XG0 → XG et par 2.4.6, on obtient le résultat.

Remarque 2.4.12. Tout ceci reste vrai si G est un groupe algébrique réductif (i.e. Ru(G) = 1
où Ru(G) = 〈U(G)〉 et le radical unipotent de G, avec U(G) l'ensemble des sous-groupes
algébriques unipotents de G). On peut montrer (cf [70], 27.2.1 et 27.2.2) que G est réductif
si et seulement si g est réductive et si tout élément de z(g) est semi-simple.

Exemple 2.4.13. ( [44], III, Examples 1, 2)

1. Prenons le groupe de Lie réel compact G = U(n). L'algèbre de Lie de G est g = u(n)
et on a un tore maximal

T =


e

2iπθ1 (0)
. . .

(0) e2iπθn

 , θi ∈ R

 ' (S1)n.

Ensuite, on a
W = N(T )/T = W (Φu(n)) ' Sn

et W agit sur T en permutant les θi. On a vu en 2.2.2 que

H∗(BT ,Q) ' H∗(B(S1)n ,Q) ' H∗((CP∞)n,Q) = Q[x1, . . . , xn],

où les xi sont de degré 2. Donc, W agit sur H∗(BT ,Q) en permutant les xi et on a

H∗(BG,Q) = H∗(BT ,Q)Sn = Q[σ1, . . . , σn],

où les σi sont les polynômes symétriques élémentaires en les xi.
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2. Prenons G = SO(2n + 1) et l'algèbre de Lie g = so(2n + 1) est simple de type Bn.
Alors X ' Sn n (Z/2Z)n et on a un tore maximal

T =





(
cos θ1 − sin θ1

sin θ1 cos θ1

)
(0)

. . .

(0)

(
cos θn − sin θn
sin θn cos θn

)
0 · · · 1


, θi ∈ R


' (S1)n.

Ici, W agit en permutant les θi et en changeant les signes, donc

H∗(BSO(2n+1),Q) = Q[x1, . . . , xn]W ' Q[p1, . . . , pn],

où les pi sont les polynômes symétriques élémentaires en les x2
i .

3. Soit G = SO(2n), d'algèbre de Lie g = so(2n), simple de type Dn. Alors, en notant
(Z/2Z)n0 = {(α1, . . . , αn) ∈ (Z2)n ;

∑
i αi = 0}, on a W ' Sn n (Z/2Z)n0 et un tore

maximal est donné par

T =





(
cos θ1 − sin θ1

sin θ1 cos θ1

)
(0)

. . .

(0)

(
cos θn − sin θn
sin θn cos θn

)
 , θi ∈ R


' (S1)n.

et donc
H∗(BSO(2n),Q) ' Q[p1, . . . , pn−1, e],

avec e = x1 · · ·xn (on a alors e2 = pn).

4. Choisissons en�n G = SU(2), de tore maximal

T =

{(
λ 0

0 λ

)
, λ ∈ S1

Calculons NG(T ). Par calculs directs, on a(
a b

−b a

)
∈ NSU(2)(S1) ⇔ a = 0 ou b = 0,

et alors

NSU(2)(S1) =

〈(
0 µ
−µ 0

)
, µ ∈ S1

〉
.

On obtient le groupe de Weyl :

W = NSU(2)(S1)/S1 ' S2 = {1, σ}

et l'action de W sur T est donnée par

σ ·
(
λ 0

0 λ

)
=

(
λ 0
0 λ

)
.
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Considérons l'algèbre de cohomologie H∗(BT ) = H∗(BS1) = Q[x] avec |x| = 2.W = S2

agit sur H∗(BT ) en multipliant x par −1 : σ · x = −x. Ainsi, si on pose c := x2, on a
Q[x]S2 ' Q[c] et |c| = 4. Par la Proposition 2.4.10, on a alors

H∗(BSU(2),Q) = H∗(BS1)
W = Q[x]S2 = Q[c], |c| = 4.

Plus généralement, on peut montrer que

H∗(BSU(n),Q) = Q[c2, . . . , cn], |ci| = 2i.

Des considérations précédentes, on peut tirer les résultats importants suivants, dont cer-
tains seront précisés en �n de partie (voir section 2.6).

Proposition 2.4.14. La cohomologie (rationnelle) de l'espace classi�ant d'un groupe de Lie
compact est nulle en degrés impairs.

Démonstration. Par 2.4.8, puisqu'on a H∗(BG,Q) = H∗(BG0 ,Q)Γ (où Γ = G/G0 est �ni), il
su�t de montrer le résultat pour un groupe connexe. Ensuite, d'après 2.4.10, pour un groupe
connexe G, on a H∗(BG) = H∗(BT )W et il su�t donc de regarder le cas où G est un tore
compact. Or dans ce cas, on a G ' (S1)n et alors,

H∗(BG,Q) = H∗((CP∞)n,Q) = Q[t1, . . . , tn],

avec les ti de degré pair et ceci permet de conclure.

Corollaire 2.4.15. Si G est un groupe de Lie compact connexe, de tore maximal T , alors
on a un isomorphisme de H∗(BG)-modules

H∗(BT ) ' H∗(BG)⊗Q H∗(G/T ).

Démonstration. On a une �bration de Serre G/T ↪→ BT → BG et la suite spectrale associée

Ep,q
2 = Hp(BG, H

q(G/T,Q)) =⇒ Hp+q(BT ,Q).

Par compacité, on peut appliquer la formule de Künneth et obtenir Ep,q
2 = Hp(BG) ⊗Q

Hq(G/T ). Or, par la preuve de 2.4.9 et 2.4.14, on a

∀k, H2k+1(BG) = H2k+1(G/T ) = 0,

donc la suite dégénère et on obtient alors

∀n ≥ 0, (H∗(BG)⊗H∗(G/T ))n =
⊕
p+q=n

Hp(BG)⊗Hq(G/T ) =
⊕
p+q=n

Ep,q
2

=
⊕
p+q=n

Ep,q
∞ =

⊕
p+q=n

(
F pHn(BT )

/
F p+1Hn(BT )

)
= Hn(BT ),

d'où le résultat.
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Remarque 2.4.16. Si G est un groupe de Lie compact connexe et H ≤ G un sous-groupe
fermé, alors G agit par translation sur G/H et on a

(G/H)G = G/H ×G EG = (G×G EG)/H = EG/H ' BH ,

donc
H∗G(G/H,Q) ' H∗H(pt,Q).

Or, en général on a
H∗H(pt) 6= H∗G(pt)⊗H∗(G/H),

donc l'action G � G/H n'est pas équivariamment formelle. Cependant, le Corollaire 2.4.15
ci-dessus a�rme que c'est le cas quand H = T est un tore maximal de G.

Proposition 2.4.17. ( [44], III, Proposition 1)
Soient G un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal, W = N(T )/T le groupe de
Weyl et X un G-espace. Alors, on a

1.
H∗G(X) ' H∗N(T )(X) ' H∗T (X)W .

2.
H∗T (X) ' H∗G(X)⊗H∗G(pt) H

∗
T (pt)

= H∗G(X)⊗H∗(BG) H
∗(BT ).

Démonstration. 1. On a G/N ∼Q pt, donc la suite de Serre de l'espace �bré G/N →
XN(T ) → XG donne

H∗(XG,Q) ' H∗(XN(T ),Q)

et W → XT → XN(T ) étant un revêtement, on obtient

H∗(XN(T ),Q) ' H∗(XT ,Q)W .

2. Par 2.4.15, on a un isomorphisme de H∗(BG)-modules

H∗(BT ) ' H∗(BG)⊗Q H∗(G/T )

donc H∗(BT ) est un H∗(BG)-module libre. Ceci permet d'a�rmer que la suite spectrale
d'Eilenberg-Moore

Ep,q
2 = TorH

∗(BG)
p,q (H∗(BT ), H∗G(X)) =⇒ Hp+q

T (X)

s'e�ondre en deuxième page :

∀p 6= 0, Ep,•
2 = TorH

∗(BG)
p,• (H∗(BT ), H∗G(X)) = 0

et on a

H∗T (X) = E0,∗
2 = Tor

H∗(BG)
0,∗ (H∗(BT ), H∗G(X)) = H∗(BT )⊗H∗(BG) H

∗
G(X).
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Regardons maintenant quelques applications à la notion d'équivariant formalité. En ins-
pectant la preuve du Théorème 2.2.16, on constate que la seule information sur H∗(BG)
utilisée est qu'elle s'annule en degré impair. On peut donc recopier mot pour mot cette
preuve pour généraliser ce résultat au cas des groupes compact connexes :

Théorème 2.4.18. Soient G un groupe de Lie compact connexe et X un G-espace. On
suppose que la cohomologie de X est de dimension �nie en tout degré et que X est connexe par

arcs. On considère également l'espace �bré X
ι
↪→ XG

π→ BG. Alors, les assertions suivantes
sont équivalentes :

i) La suite spectrale de Borel :

Ep,q
2 = Hp(BG, H

q(X)) =⇒ Hp+q
G (X)

dégénère en deuxème page.

ii) X est équivariamment formel, i.e. on a un isomorphisme de H∗(BG)-modules :

H∗G(X) ' H∗(BG)⊗H∗(X).

iii) H∗G(X) est un H∗(BG)-module libre.

iv) ι∗ est un épimorphisme.

De plus, sous une de ces hypothèses, le morphisme π∗ est un monomorphisme.

On en vient au résultat assez surprenant suivant, donnant une condition su�sante d'équi-
variante formalité pour les actions de groupes de Lie compacts connexes.

Corollaire 2.4.19. Soit G un groupe de Lie compact connexe agissant sur un espace X. Si
X ne possède pas de cohomologie en degré impair, alors il est équivariamment formel.

Démonstration. Dans la suite spectrale de Borel (Leray-Serre)

Ep,q
2 = Hp(BG, H

q(X,Q)) =⇒ Hp+q
G (X),

on a Ep,q
2 = 0 dès que p ou q est impair, donc cette suite dégénère et par le théorème 2.4.18,

on obtient le résultat.

Remarque 2.4.20. On retrouve le fait que l'action par rotation de S1 sur S2 est équivariamment
formelle, puisque Hk(S2,Q) = Q si k = 0, 2 et 0 sinon.

Soit maintenant G un groupe compact connexe (de sorte que BG est simplement connexe).
Si G � X et H ≤ G un sous-groupe fermé de G, alors on a un diagramme de �brations de
Serre

X //

��

X

��
G/H

��

// XH

��

// XG

��
G/H // BH

// BG

et par le cas générale de la suite d'Eilenberg-Moore D.3, on obtient le
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Théorème 2.4.21. Dans ce contexte un a une suite spectrale

Ep,q
2 = TorH

∗(BG)
p,q (H∗(BH), H∗G(X)) =⇒ Hp+q

H (X).

Exemple 2.4.22. 1. Si H = 1, cette suite se réécrit

Ep,q
2 = TorH

∗(BG)
p,q (Q, H∗G(X)) =⇒ H∗(X),

ce qui donne une première information sur la façon de retrouver la cohomologie usuelle
à partir de la cohomologie équivariante.

2. Si G agit sur X et sur Y , alors G×G agit sur X × Y et la diagonale ∆ : G→ G×G
muni ainsi X × Y d'une action de G et, sous cette G-action, on adonne

Ep,q
2 = TorH

∗(BG×BG)
p,q (H∗(BG), H∗(XG × YG)) =⇒ Hp+q

G (X × Y ),

ce qui peut s'interpréter comme une formule de Künneth en cohomologie équivariante.
Nous allons en donner ci-après une version plus simple dans le cas où l'un des deux
espaces au-moins est équivariamment formel.

Un des intérêts de l'équivariante formalité est qu'on peut retrouver la cohomologie usuelle
d'un espace équivariamment formel à partir de sa cohomologie équivariante (voir [37], équa-
tion (1.2.4)). Plus précisément, on a

Corollaire 2.4.23. Soit G un groupe de Lie compact connexe agissant sur une variété lisse
compacte connexe M . Supposons que l'action soit équivariamment formelle. Alors, si S+

G

désigne l' idéal d'augmentation de l'algèbre H∗G(pt,Q) (i.e. l'idéal engendré par les éléments
homogènes de degré > 0), alors on a un isomorphisme d'algèbres graduées

H∗(M) ' H∗G(M)
/
S+
GH

∗
G(M) .

Démonstration. Par le Théorème 2.4.18, le H∗G(pt)-module H∗G(M) est libre, donc la suite
spectrale d'Eilenberg-Moore de l'exemple 2.4.22 s'e�ondre en deuxième page et on obtient
un isomorphisme d'algèbres graduées

H∗(M) ' E0,∗
2 = Tor

H∗G(pt)
0,∗ (Q, H∗G(M)) ' Q⊗H∗G(pt) H

∗
G(M).

Considérons ensuite le morphisme d'algèbres

H∗G(M) → Q⊗H∗G(pt) H
∗
G(M)

α 7→ 1⊗ α

Celui-ci se factorise par S+
GH

∗
G(M) puisque, si u ∈ S+

G et α ∈ H∗G(M), la trivialité de l'action
de l'algèbre de cohomologie sur H∗(pt,Q) = Q donne

1⊗ (uα) = u⊗ α = 0⊗ α = 0.

De plus, l'application u ⊗ v 7→ [uv] dé�nit un morphisme d'algèbres Q ⊗H∗G(pt) H
∗
G(M) →

H∗G(M)
/
S+
GH

∗
G(M) , qui constitue clairement un inverse au morphisme ci-dessus, d'où le

résultat.
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L'équivariant formalité permet aussi de donner une version équivariante de la formule de
Künneth :

Proposition 2.4.24. (Théorème de Künneth, [64], Proposition 4.25)
Soient X, Y deux G-espaces, avec G un groupe de Lie compact connexe. Supposons que Y
soit équivariamment formel, connexe par arcs et que sa cohomologie H∗(Y ) soit de dimension
�nie sur Q. Alors, on a un isomorphisme d'algèbres graduées

H∗G(X × Y ) ' H∗G(X)⊗H∗G(pt) H
∗
G(Y ).

Démonstration. Par le théorème 2.4.18, dire que Y est équivariamment formel entraîne que la
restriction ι∗Y : H∗G(Y )→ H∗(Y ) est une surjection et aussi que H∗G(Y ) ' H∗(Y )⊗QH∗G(pt).

Ensuite, l'inclusion Y
ιY
↪→ Y ×GEG se factorise par (X × Y )×GEG, donc un a une surjection

H∗G(X × Y )� H∗(Y ). On peut donc appliquer le théorème de Leray-Hirsch 2.2.9 à l'espace
�bré

Y ↪→ (X × Y )×G EG → X ×G EG
pour obtenir des isomorphismes d'algèbres

H∗G(X×Y ) ' H∗G(X)⊗QH∗(Y ) = H∗G(X)⊗H∗G(pt)(H
∗
G(pt)⊗QH∗(Y )) ' H∗G(X)⊗H∗G(pt)H

∗
G(Y ).

2.5 Théorèmes de localisation et conséquences

Nous allons terminer cette initiation à la cohomologie équivariante en nous penchant sur
un résultat classique très puissant : le théorème de localisation. Celui-ci permet de relier la
cohomologie équivariante d'un espace à celle de ses points �xes. Plus précisément, il permet
de coder l'information géométrique sur les points �xes dans de la torsion au niveau de la
cohomologie. Historiquement, une première version de ce résultat apparaît dans [6]. Nous
allons le présenter, puis nous nous intéresserons à une version plus générale exposée dans
[44] et [21]. Comme conséquences de ceci, nous retrouverons le théorème de point �xe de
Borel pour les actions de tores compacts, puis nous reviendrons rapidement sur l'équivariante
formalité. Pour cet exposé, nous aurons besoin de résultats techniques (provenant de [6]
et [63]) que nous ne prouverons pas.

Proposition 2.5.1. ( [44], III, �2, Proposition 2 ou [6], IV, �5, Lemma 5.2)
Soit X un S1-espace de dimension �nie (ici, cela signi�e que Hk(U,Q) est de dimension �nie
pour tout k et il existe n tel que Hk(U) = 0 pour k > n) et soit F := F (S1, X) = XS1

l'ensemble des points �xes sous action. Alors

1. On a un isomorphisme H∗S1(X − F ) = H∗((X − F )/S1) et ce H∗(BS1)-module est de
torsion,

2. Si r∗ : H∗S1(X,Q) → H∗S1(F,Q) ' H∗(F )⊗H∗(BS1) est induit par l'inclusion r : F ↪→
X, alors ker r∗ et coker r∗ sont de torsion.
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Démonstration. En utilisant la suite exacte longue en cohomologie équivariante de la paire
(X,F ), 2. se déduit immédiatement de 1.. Ensuite, X − F est ouvert dans X et le fait que
H∗((X − F )/S1) soit de dimension �nie (au sens de l'énoncé) (et donc de H∗(BS1)-torsion)
résulte du lemme 5.2 de [6], IV. Il reste donc à prouver que H∗S1(X −F ) ' H∗((X −F )/S1).
Si x ∈ X − F , alors le stabilisateur S1

x est un sous-groupe fermé propre de S1, donc est �ni
(même cyclique) et par 2.4.6, il vient H∗(BS1x ,Q) = H∗(ES1/S1

x,Q) = H∗(ES1 ,Q)S
1
x = Q.

Donc, si on note π : (X − F )S1 → (X − F )/S1, alors

∀x ∈ X − F, H∗(π−1(x)) = H∗(ES1 ×S1 (S1/S1
x))

= H∗((ES1 × S1)/S1
x) = H∗(ES1/S1

x) = H∗(BS1x) = Q,

donc la suite spectrale de Leray de l'application continue π s'e�ondre en E2 et il vient

H∗((X − F )/S1) = E∗,02 = H∗((X − F )/S1) = H∗S1(X − F ).

Pour le résultat suivant (qui n'est pas encore tout-à-fait le plus général que nous pré-
senterons), nous aurons besoin de l'existence de slices, ou tranches, associées à l'action d'un
groupe de Lie compact.

Dé�nition 2.5.2. ( [6], VIII, De�nition 3.2)
Soit G un groupe topologique agissant sur un espace X et soit x ∈ X. Une partie S ⊂ X est
appelée slice, ou tranche en x si :

1. S est Gx-stable,

2. G(S) :=
⊔
s∈S G(s) est un voisinage ouvert de l'orbite G(x) dans X,

3. G(S) ' G×Gx S.
Dans ce cas, G(S) est un voisinage ouvert G-invariant de x qui se rétracte équivariamment
sur G(x).

Proposition 2.5.3. ( [6], VIII, 3.9)
Si X est un G-espace complètement régulier, avec G un groupe de Lie compact, alors tout
x ∈ X admet un slice.
En particulier, ceci est vrai si X est compact ; puisque dans ce cas X est complètement
régulier.

Avant de passer à la suite, énonçons deux résultats utiles dûs à Quillen :

Lemme 2.5.4. ( [63], 1.9, p. 552)
Si A est un fermé G-invariant d'un G-espace X (avec G un groupe de Lie compact) et si X
est paracompact (ou bien si A est compact dans X séparé), alors on a

H∗G(A) = lim−→
U⊃A

H∗G(U)

où U parcourt un système fondamental de voisinages (ouverts ou fermé) invariant de A dans
X.
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Lemme 2.5.5. ( [63], Proposition A.11, p. 572)
Si G est un groupe de Lie compact agissant sur un espace paracompact X, alors la dimension
cohomologique (au sens des faisceaux) de X/G est au-plus égale à celle de X.

Remarque 2.5.6. Par le corollaire A.10 de [63], tout CW-complexe �ni est de dimension
cohomologique �nie, donc le résultat ci-dessus est vrai si X est un CW-complexe.

Soient maintenant un groupe de Lie compact G, R := H∗(BG) = H∗G(pt), S ⊂ R un
système multiplicatif (supposé inclus dans le centre de R) et X un G-espace. Considérons
XS l'ensemble des points de x pour lesquels aucun élément de S n'est envoyé sur zéro par le
morphisme naturel R→ H∗(BGx) = H∗Gx(pt). Autrement dit

XS := {x ∈ X ; S ∩ ker(R→ H∗Gx(pt)) = ∅}.

Théorème 2.5.7. ( [44], Theorem III.1)
Soit G un groupe de Lie compact agissant sur un espace compact X et soit S ⊂ R = H∗G(pt)
un système multiplicatif. Alors, on a un isomorphisme canonique de R-modules

S−1H∗G(X) '
S−1ι∗G// S−1H∗G(XS) ,

induit par l'inclusion équivariante ι : XS ↪→ X.

Démonstration. • On suppose d'abord que XS = ∅ et montrons que S−1H∗G(X) = 0. Il su�t
pour cela de montrer qu'il existe s ∈ S tel que π∗1(s) = 0 ∈ H∗G(X), où π1 : XG → BG provient
de la construction de Borel ωG[X]. Par la proposition précédente, pour tout x ∈ X, il existe un
voisinage ouvert G-invariant Ux de G(x) dans X, dont G(x) et un rétract équivariant. Comme
X est compact, on peut choisir un nombre �ni Ux1 , . . . , Uxq de tels voisinages recouvrant X.
Comme XS = ∅, pour 1 ≤ i ≤ q, on a xi /∈ XS, i.e.

∀1 ≤ i ≤ q, ∃si ∈ S ; si ∈ ker(R→ H∗(BGxi
)) = ker(R→ H∗G(G(xi))),

cette dernière égalité provenant du fait que

H∗(BGxi
) = H∗(EG/Gxi) = H∗((EG × (G/Gxi))/G) = H∗G(G/Gxi) = H∗G(G(xi)).

On a donc si ∈ ker(R→ H∗G(Uxi)), car Uxi se rétracte équivariamment sur G(xi) et donc, si
s := s1 · · · sq ∈ S, alors π∗1(s) = 0 dans H∗G(X) = H∗G(Ux1 ∪ · · · ∪ Uxq).
• Dans le cas général, par la suite exacte longue de la paire (X,XS), comme la localisation
est un foncteur exact, il su�t de montrer que

S−1H∗G(X,XS) = 0.

Pour cela, il su�t de montrer que si x ∈ Hn
G(X,XS), il existe s ∈ S tel que s · x = 0. On

rappelle que l'on peut prendre pour BG un CW-complexe et posons Xk
G := π−1

1 (Bk
G), avec

Bk
G le k-squelette de BG. Alors, si k > n, on a (cohomologie cellulaire) Hn(XG) = Hn(Xk

G)
et on peut alors supposer que

x ∈ Hn
G(X,XS)

def
= Hn(XG, X

S
G) = Hn(Xk

G, X
S
G ∩Xk

G).
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L'application π1 étant propre et Bk
G compact, Xk

G est compact. De plus, l'ensemble

V := {VG ∩Xk
G, V voisinage fermé invariant de XS}

est un système fondamental de voisinages de XS
G ∩ Xk

G dans Xk
G et par le lemme 2.5.4, on

obtient

Hn
G(X,XS) = Hn(Xk

G, X
S
G ∩Xk

G) = lim−→
V ∈V

Hn(Xk
G, VG ∩Xk

G) = lim−→
V ∈V

Hn
G(X, V ).

Ainsi, il existe un voisinage V ∈ V tel que

x ∈ im (Hn
G(X, V )→ Hn

G(X,XS)).

D'autre part, on peut choisir un sous-espace compact invariant Y ⊂ X−XS tel queX = V ∪Y̊
(prendre par exemple Y = X − V̊ = X − V . Comme on a Y S = ∅, par le premier point, il
existe s ∈ S tel que π∗1(s) = 0 dans H∗G(Y ). Par la suite exacte longue de la paire (X, Y ) :

· · · // H`−1
G (Y ) δ // H`

G(X, Y ) // H`
G(X) // H`

G(Y ) // · · ·

on obtient π∗1(s) ∈ im (H∗G(X, Y )→ H∗G(X)) et donc, comme on a un triangle commutatif

Hn
G(X, Y ) //

&&

H∗G(X)

H∗G(X, Y̊ )
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on a aussi π∗1(s) ∈ im (H∗G(X, Y̊ )→ H∗G(X)) et donc

s · x ∈ im (H∗G(X, V ∪ Y̊ )→ H∗G(X,XS)),

i.e. s · x = 0.

Nous pouvons maintenant passer au résultat principal, tel que l'on le trouve dans [44],
Theorem III.1' et dans [21], Theorem 2.2. Rappelons d'abord que deux orbites sont dites de
même type si leurs stabilisateurs le sont, c'est-à-dire s'ils sont conjugués.

Théorème 2.5.8. (Localisation de Borel-Atiyah-Segal-Hsiang)
Soient G un groupe de Lie compact agissant sur un espace paracompact X, de dimension
cohomologique �nie, R := H∗G(pt) et S ⊂ Z(R) un système multiplicatif et s ∈ S. Alors, le
localisé de la restriction est un isomorphisme de R-modules

S−1H∗G(X) ' // S−1H∗G(Xs) .

De plus, si X possède un nombre �ni de types d'orbites, alors on a un isomorphisme

S−1H∗G(X) ' // S−1H∗G(XS) .
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Démonstration. • Tout d'abord, la première assertion entraîne la seconde. Pour ceci, il su�t
de montrer que si X consiste en un nombre �ni de types d'orbites, alors il existe s ∈ S
tel que XS = Xs. Soient donc G1, . . . , Gm des représentants des types de stabilisateurs de
points de X − XS. Si on note Gi = Gxi , alors xi /∈ XS et on peut choisir si ∈ S tel que
si ∈ ker(R → H∗(BGi)) et posons s := s1 · · · sm ∈ S. Alors on a clairement XS ⊂ Xs et
comme s ∈

⋂
i ker(R→ H∗Gi(pt)), on a aussi Xs ⊂ XS comme voulu.

• Supposons que, si Xs = ∅, alors il existe N � 0 tel que π∗1(sN+1) = 0 dans H∗G(X). On
procède comme pour le Théorème précendent en montrant que

S−1H∗G(X,Xs) = 0.

Soit donc α ∈ Hn
G(X,Xs) et montrons qu'il existe t ∈ S tel que t · α = 0. Prenons Bk

G le
k-squelette de BG et posons Xk

G := π−1
1 (Bk

G), où π1 : XG → BG. Si k > n, on a

α ∈ Hn
G(X,Xs) = Hn(Xk

G, X
s
G ∩Xk

G).

Là encore, V := {VG∩Xk
G, V voisinage fermé invariant de Xs} est un système fondamentale

de voisinages de Xs
G ∩Xk

G dans Xk
G et comme X est paracompact, par le lemme 2.5.4, on a

Hn
G(X,Xs) = lim−→

V ∈V
Hn
G(X, V )

et on peut donc choisir un voisinage fermé invariant V de Xs tel que

α ∈ im (H∗G(X, V )→ H∗G(X,Xs)).

Soit Y ⊂ X − Xs un sous-espace paracompact invariant tel que V ∪ Y̊ = X. Comme on a
Y s = ∅, par hypothèse, il existe N ≥ 0 tel que π∗1(sN+1) = 0 ∈ H∗G(Y ) et, toujours par la suite
exacte longue de la paire (X, Y ), on obtient π∗1(s)N+1 = π∗1(sN+1) ∈ im (H∗G(X, Y )→ H∗G(X))
et donc

π∗1(s)N+1 ∈ im (H∗G(X, Y̊ )→ H∗G(X)).

Ainsi, on a
π1(s)N+1α ∈ im (H∗G(X, V ∪ Y̊ )→ H∗G(X,Xs))

d'où sN+1 · α = 0 et donc t = sN+1 ∈ S convient.
• Il reste donc à prouver que, si Xs = ∅, alors

∃N ≥ 0 ; π∗1(sN+1) = 0.

Par le lemme 2.5.5, il existe N ∈ N, tel que Hk(X/G,F) = 0 pour tout k > N et tout
faisceau abélien F sur X/G. Notons π2 : XG → X/G et Hq le faisceau sur X/G associé au
préfaisceau U 7→ Hq(π−1

2 (U)), de �bre

Hq
x = Hq(π−1

2 (x)) = Hq(EG ×G (G/Gx)) = Hq(EG/Gx) = Hq(BGx)

en x ∈ X/G. Alors, on a la suite spectrale de Leray de π2 :

Ep,q
2 = Hp(X/G,Hq) =⇒ Hp+q

G (X)

et ici, on a Ep,q
2 = 0 pour p > N . Par convergence, il existe une �ltration multiplicative

F pH∗G(X) telle que FN+1H∗G(X) = 0 et

Ep,∗
∞ = F pH∗G(X)

/
F p+1H∗G(X) .
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Comme Xs = ∅, on a

s ∈
⋂
x∈X

ker(R→ H∗(BGx)) ⇒ s ∈
⋂

x∈X/G

ker(R→ H∗x)

donc s est envoyé sur 0 dans E0,∗
2 = H0(X/G,H∗) et donc aussi dans E0,∗

∞ . Comme on a une
suite exacte courte

0 // F 1 // F 0 // E0,∗
∞

// 0 ,

il vient π∗1(s) ∈ F 1H∗G(X) et, la �ltraton étant multiplicative, on en tire

π∗1(sN+1) = π∗1(s)N+1 ∈ FN+1H∗G(X) = 0 ⇒ π∗1(sN+1) = 0,

et ceci achève la démonstration.

Nous allons en�n tirer quelques conséquences de ce Théorème, en étudiant les points �xes
des actions de tores compacts sur des espaces raisonnables, et plus précisément le théorème
de point �xe de Borel.

Fixons T = Tk := (S1)k un tore compact. On a son algèbre de cohomologie équivariante
(rationnelle)

R = H∗(BT ,Q) = H∗((CP∞)k,Q) =
⊗

1≤i≤k

H∗(CP∞,Q) =
⊗

1≤i≤k

Q[ti] = Q[t1, . . . , tk],

avec les ti de degré 2. Soit aussi X un T -espace que l'on supposera au choix compact, ou
bien paracompact, de dimension cohomologique et avec un nombre �ni de types d'orbites.
Nous allons voir que XS est l'ensemble des points �xes de X sous action de T , pour le
système multiplicatif S = R \ {0}. Pour un groupe topologique abélien G, on note Ĝ :=
Hom GTop(G,C×) le groupe des caractères multiplicatifs de G (son dual topologique). On
rappelle que

Ŝ1 = End GTop(S1) ' Z

et on a donc un isomorphisme canonique

T̂ ' (Ŝ1)k ' Zk ' Z[t1]⊕ · · · ⊕ Z[tk] = H2(BT ,Z),

et il en est de même pour tout sous-groupe fermé K ≤ T . Ensuite, pour un tel sous-groupe,
on a un morphisme T̂ → K̂ induit par l'inclusion, qui est injectif si et seulement si K = T .
Ainsi, pour K un sous-groupe fermé de T , on a

ker(H2(BT ,Z)→ H2(BK ,Z)) = 0 ⇔ K = T

et, en tensorisant par Q, on obtient la même a�rmation pour les coe�cients rationnels, et,
vue que tous les générateurs de R = H∗(BT ) sont homogènes de degré 2, il vient

ker(R→ H∗K(pt)) = 0 ⇔ K = T.

Ainsi, si x ∈ X, on a

x ∈ XT ⇔ Tx = T ⇔ ker(R→ H∗Tx(pt)) = 0 ⇔ S ∩ ker(R→ H∗Tx(pt)) = ∅ ⇔ x ∈ XS

et on a donc XT = XS, comme annoncé.
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Théorème 2.5.9. (Borel, [44], IV, Proposition 1)
Soient T = Tk un tore compact et X un T -espace paracompact, de dimension cohomologique
�nie et admettant un nombre �ni de types d'orbites (resp. un T -espace compact). En notant
S = R \ {0}, avec R l'algèbre de cohomologie équivariante rationnelle de T , alors on a un
isomorphisme de R-modules

S−1H∗T (X) ' // S−1H∗T (XT ) ,

ce dernier module étant isomorphe canoniquement à H∗(XT )⊗QS−1R
def
= H∗(XT )⊗QFrac(R).

Démonstration. Il su�t de combiner le fait que XT = XS avec le Théorème 2.5.8 (resp. avec
2.5.7.

Corollaire 2.5.10. (Point �xe de Borel, [44], IV, Corollary 1, p. 45)
Soient T = Tk un tore compact et X un T -espace paracompact, de dimension cohomologique
�nie et admettant un nombre �ni de types d'orbites (resp. un T -espace compact). Alors, X
possède au-moins un point �xe si et seulement si le morphisme H∗T (pt)→ H∗T (X) est injectif.

Démonstration. Si x0 ∈ XT est un point �xe, alors on a une section BT → {x0}T ↪→ XT de
l'espace �bré XT → BT et donc H∗(BT )→ H∗(XT ) admet une rétraction, donc est injectif.
Réciproquement, si H∗(BT ) → H∗(XT ) est un monomorphisme, alors 1 ∈ H∗T (X) est sans
torsion sur H∗T (pt) et donc S−1H∗T (X) 6= 0 et par 2.5.9, ceci entraîne que S−1H∗T (XT ) '
S−1H∗T (X) 6= 0 ce qui implique évidemment que XT 6= ∅.

Remarque 2.5.11. 1. En notant R0 := Frac(R) = S−1R, le Théorème 2.5.9 peut se refor-
muler par

H∗T (X)⊗H∗T (pt) R0 ' H∗T (XT )⊗H∗T (pt) R0,

ce dernier module étant isomorphe à H∗(XT )⊗Q R0.

2. On peut également en déduire (cf [44], IV, Corollary 2, p. 46) que

dimQH
∗(XT ) ≤ dimQH

∗(X),

avec égalité équivalente à la dégénérescence de la suite spectrale de Serre de XT → BT .

3. On peut généraliser ces deux derniers résultats au cas où G est un groupe compact
connexe abélien de dimension (de recouvrement) �nie, avec X un G-espace compact.
Pour ceci, on pourra consulter [61], 3.9 à 3.12.

Donnons une dernière application du théorème de localisation, on a le résultat surprenant
suivant, concernant les actions équivariamment formelles :

Théorème 2.5.12. (Borel-Hsiang, [64], Theorem 4.17 et [8], �2, Theorem 6)
Soit M une variété lisse compacte connexe sur laquelle agit un tore compact T . Supposons
l'action équivariamment formelle et notons ιM : MT ↪→M l'inclusion. Alors, la restriction

ι∗M : H∗T (M)→ H∗T (MT )

est injective.
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Démonstration. Posons R := H∗T (pt) = H∗(BT ) et S := R \ {0}. Alors, par le Théorème
2.5.9, la restriction localisée

S−1ι∗M : S−1H∗T (M)→ S−1H∗T (MT )

est un isomorphisme. Comme M est équivariamment formelle par 2.2.16, on a un isomor-
phisme

H∗T (M) ' H∗(M)⊗Q H∗(BG) = H∗(M)⊗Q R

et le R-module H∗T (M) est libre. Ceci entraîne que ι∗M est injective.

2.6 Appendice : Cohomologie d'un groupe de Lie compact

connexe et de son espace classi�ant

Nous allons donner ici quelques idées permettant de calculer la cohomologie (rationnelle)
d'un groupe de Lie compact connexe et d'en déduire la cohomologie de son classi�ant. Le
calcul de H∗(BG) à partir de H∗(G) s'e�ectue en suivant une idée dûe à Borel (voir [6]) qui
consiste en une analyse minutieuse de la suite spectrale de Serre d'un G-�bré principal ωG.
En ce qui concerne la détermination de H∗(G), l'idée est simple (et jolie !) : puisque G est
un groupe, la multiplication G × G → G et l'inversion G → G donnent des morphismes
d'algèbres graduées commutatives H∗(G) → H∗(G) ⊗ H∗(G) et H∗(G) → H∗(G), qui en
font une algèbre de Hopf particulière. Il ne reste plus qu'à inspecter quelles peuvent être les
structures de telles algèbres de Hopf, puis éliminer les cas trivialement exclus, pour déterminer
la structure de H∗(G). Pour cette section, nous suivront les preuves données dans [30] et [31].
Commençons par rappeler ce qu'est une algèbre de Hopf :

Dé�nition 2.6.1. Soit k un anneau commutatif.

• Une k-bialgèbre est un quintuplet (A,∇, η,∆, ε) consistant en un k-module A, muni
d'applications k-linéaires ∇ : A⊗A→ A, ∆ : A→ A⊗A, η : k → A et ε : iA→ k telles
que (A,∇, η) soit une k-algèbre, (A,∆, ε) soit une k-coalèbre et que les diagrammes
suivants commutent (on a noté τ : x⊗ y 7→ y ⊗ x)

A⊗ A
∆⊗∆

��

∇ // A
∆ // A⊗ A

A⊗4
id⊗τ⊗id

// A⊗4

∇⊗∇

OO A⊗ A

ε⊗ε &&

∇ // A

εzz
k ⊗ k ⊗ k

k ⊗ k ⊗ k

η⊗ηxx

η

$$
A⊗ A A∆oo

k k

η��
A

ε

__

• Une k-algèbre de Hopf est un sixtuplet (A,∇, η,∆, ε, σ) où (A,∇, η,∆, ε) est un bial-
gèbre sur k et où σ ∈ End k(A), appelée antipode, rend commutatif le diagramme
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suivant
A⊗ A σ⊗id // A⊗ A

∇

##
A ε //

∆
;;

∆ ##

k
η // A

A⊗ A
id⊗σ

// A⊗ A
∇

;;

Exemple 2.6.2. Si g est une algèbre de Lie et si U(g) désigne son algèbre enveloppante,
alors en posant

∀X ∈ g, ∆(X) := X ⊗ 1 + 1⊗X, ε(X) := 0, σ(X) := −X

on dé�nit sur U(g) une structure d'algèbre de Hopf.
De même, si G est un groupe quelconque et kG son algèbre de groupe (disons sur un anneau
commutatif k), alors en posant

∀g ∈ G, ∆(g) := g ⊗ g, ε(g) := 1, σ(g) := g−1,

on dé�nit sur kG une structure d'algèbre de Hopf.

Dans la suite de cette section, nous ne considérerons qu'un type particulier d'algèbre de
Hopf, dans lesquelles la comultiplication ∆ a une forme particulière. Aussi travaillerons-nous
avec la dé�nition plus restreinte suivante :

Dé�nition 2.6.3. ( [31], De�nition 3.1)
Ici, ce que nous appellerons algèbre de Hopf sur un corps k sera une k-algèbre graduée
commutative A =

⊕
n≥0An, munie d'un morphisme d'algèbres graduées commutatives ∆ :

A→ A⊗k A telles que

1. A0 = k
2. Pour α ∈ An, il existe k ≥ 0 et α′0, . . . , α

′
k, α

′′
0, . . . α

′′
k ∈ A avec |α′i|, |α′′i | < n pour tout

i et

∆(α) = α⊗ 1 + 1⊗ α +
k∑
i=0

α′i ⊗ α′′i .

De plus, si α ∈ An véri�e ∆(α) = α⊗ 1 + 1⊗ α, on dira que α est primitif.

Exemple 2.6.4. Si G est un groupe de Lie compact connexe, alors H∗(G,Q) est une algèbre
graduée commutative et la multiplication µ : G→ G→ G induit, via le théorème de Künneth

∆ : H∗(G)
µ∗→ H∗(G×G)→ H∗(G)⊗H∗(G)

qui fait de H∗(G) une algèbre de Hopf.
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Exemple 2.6.5. 1. Prenons A := k[α] avec α de degré pair. Alors il existe une unique
structure d'algèbre de Hopf sur A prolongeant celle d'algèbre. En e�et, si ∆ est une
comultiplication sur A, alors pour des raisons de degré, on a ∆(α) = α⊗ 1 + 1⊗α, i.e.
α est primitif. On a alors

∆(αn) = (α⊗ 1 + 1⊗ α)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
αk ⊗ αn−k

ainsi, ∆ est déterminée par sa valeur en α, la seule possible étant celle rendant α primitif
et ∆ ainsi dé�nie convient. Remarquons que l'antipode est donnée par α 7→ −α.

2. Prenons maintenant A :=
∧
Q(β) l'algèbre extérieure sur un générateur β de degré

impair. Là aussi, on doit avoir ∆(β) = β ⊗ 1 + 1⊗ β et

∆(β)2 = (β ⊗ 1 + 1⊗ β)2 = (β ⊗ 1)2 + (β ⊗ 1)(1⊗ β) + (1⊗ β)(β ⊗ 1) + (1⊗ β)2

= (β2 ⊗ 1) + β ⊗ β + β ⊗ β + (1⊗ β2) = β ⊗ β − β ⊗ β = 0 = ∆(β2)

car |β| est impair et A est commutative graduée. Ainsi, ∆ donnée par ∆(β) = β ⊗ 1 +
1⊗ β est bien dé�nie et on a bien une algèbre de Hopf.

3. Si A et B sont deux algèbres de Hopf, alors A⊗k B est également une algèbre de Hopf,
si on la munit de la comultiplication

∆A⊗B := ∆A ⊗∆B.

En particulier,Q[α1, . . . , αn], (|αi| pair),
∧
Q(β1, . . . , βm), (|βi| impair) etQ[α1, . . . , αn]⊗Q∧

Q(β1, . . . , βm) sont des algèbres de Hopf.

Théorème 2.6.6. ( [31], Theorem 3.5)
Soit A =

⊕
n≥0An une Q-algèbre de Hopf telle que An soit de dimension �nie pour tout n.

Alors, A est isomorphe au produit tensoriel d'une algèbre de polynômes sur des générateurs
de degré pair et d'une algèbre extérieure sur des générateurs de degré impair.

Démonstration. Comme chaque composante homogène estA` est de dimension �nie surQ, on
peut choisir des éléments x1, . . . , xk, . . . qui engendrent A en tant qu'algèbre, avec |xj| < |xi|
si j < i. Soit An la sous-algèbre de A engendrée par x1, . . . , xn. On peut supposer que
xn /∈ An−1. Alors, An est une sous-algèbre de Hopf de A car ∆(xi) ∈ An ⊗ An, pour tout
1 ≤ i ≤ n. Considérons la multiplication canonique{

f : An−1 ⊗Q Q[xn]→ An, si |xn| est pair
f : An−1 ⊗Q

∧
Q(xn)→ An, si |xn| est impair

Par dé�nition de An, f est surjective. Il reste donc à montrer que f est injective et e�ectuer
une récurrence pour conclure.
Nous traitons seulement le cas où xn est de degré pair, l'autre cas étant analogue. Supposons
f non injective, de telle sorte qu'il existe une relation

k∑
i=0

αix
i
n = 0, αi ∈ An−1,
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et supposons que k soit le degré minimal de telles relations. Soit I l'idéal de An engendré
par les éléments de degré > 0 de An−1 et x2

n et soit q : An → An /I la projection canonique.
Notons que xn /∈ I. Considérons la composée

An ∆ // An ⊗An
id⊗q // An ⊗An /I .

On a (id⊗ q) ◦∆(αi) = αi ⊗ 1 et (id⊗ q) ◦∆(xn) = 1⊗ q(xn) + xn ⊗ 1. On calcule alors

0 = (id⊗ q) ◦∆

(
k∑
i=0

αix
i
n

)
=

k∑
i=0

((id⊗ q) ◦∆(αi))((id⊗ q) ◦∆(xn))

=
k∑
i=0

(αi ⊗ 1)(1⊗ q(xn) + xn ⊗ 1)i =
k∑
i=0

i∑
j=0

(
i

j

)
αix

j
n ⊗ q(xn)i−j

=
k∑
i=0

(αix
i
n ⊗ 1 + iαix

i−1
n ⊗ q(xn)) =

(
k∑
i=1

iαi ⊗ xi−1
n

)
⊗ q(xn),

l'avant-dernière égalité provenant du fait que q(xin) = 0 si i > 1. Puisque q(xn) 6= 0, on doit
alors avoir

k∑
i=1

iαix
i−1
n = 0

et, puisque xn 6= 0 et iαi 6= 0 pour i 6= 0, ceci est une relation non triviale, de degré ≤ k − 1
et ceci contredit la minimalité de k. Ainsi, f est injective.

Théorème 2.6.7. ( [31], Theorem 3.6)
Si G est un groupe de Lie compact connexe, alors sa cohomologie est une algèbre extérieure
sur des générateurs de degré impair :

H∗(G,Q) '
∧
Q

(x1, . . . , x`).

Démonstration. Comme G est compact connexe, H∗(G,Q) est une algèbre de Hopf de di-
mension �nie telle que H0(G,Q) = Q et le Théorème 2.6.6 nous dit que H∗(G,Q) est une
algèbre de la forme

H∗(G,Q) = Q[z1, . . . , zk]⊗
∧

(x1, . . . , x`),

avec |zj| = 2mj pair et |xi| impair. Supposons que H∗(G,Q) admette au-moins un générateur
zj de degré pair 2mj > 0. Comme l'algèbre de polynômes Q[z1, . . . , zk] est intègre, on aurait
alors, pour tout n ≥ 0, 0 6= znj ⊗ 1 ∈ H2nmj(G,Q) et alors H2nmj(G,Q) 6= 0 et donc G serait
de dimension cohomologique (singulière, rationnelle) in�nie. Par extension des scalaires, la
même propriété serait vraie sur R. Or, comme G est compact et localement contractile, le
corollaire E.8 assure que la cohomologie singulière réelle Hp(G,R) coïncide (en tant que
groupe abélien) avec la cohomologie du faisceau constant Hp(G,R) et, G étant une variété
C∞, par le théorème de de Rham, cette cohomologie est la même (toujours au sens des
groupes) que la cohomologie de de Rham Hp

dR(G,R) de G. Le groupe G aurait donc des
groupes de cohomologie de de Rham non nuls en dimension arbitrairement grande et ceci est
une contradiction puisque, G étant compact, il admet une représentation linéaire �dèle de
dimension �nie (cf [44], Corollary I.4.1). Ainsi, aucun générateur de degré pair n'apparaît et
on a le résultat.
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Remarque 2.6.8. On peut montrer (cf [31], Theorem 3.6) que l'on peut choisir ` = rg(G)
dans le théorème ci-dessus, i.e. on a autant de générateurs que le rang de G. On peut aussi
montrer (cf [30], Proposition 1.36), que si G est compact, on a un isomorphisme

H1(G,R) ' z(g)∨
def
= Hom R(z(g),R),

où g est l'agèbre de Lie de G.

En�n, avant de calculer la cohomologie du classi�ant, rappelons un résultat important de
comparaison de suites spectrales :

Théorème 2.6.9. (Zeeman-Moore, voir [30], Theorem B.15) Si (fr) : (Er, dr) → (E ′r, d
′
r)

est un morphisme de suites spectrales de premier quadrant tels que Ep,q
2 ' Ep,0

2 ⊗ E0,q
2 ,

E ′p,q2 ' E ′p,02 ⊗E ′0,q2 et fp,q2 = fp,02 ⊗ f
0,q
2 , alors deux des trois assertions suivantes entraîne la

troisième :

1. Pour tout p ≥ 0, fp,02 est un isomorphisme,

2. Pour tout q ≥ 0, f 0,q
2 est un isomorphisme,

3. Pour tous p, q ≥ 0, fp,q∞ est un isomorphisme.

On en vient au résultat principal, dont on ne fera que donner une idée de preuve :

Théorème 2.6.10. ( [30], Theorem 1.81)
Si G est un groupe de Lie compact connexe, d'algèbre de cohomologie

H∗(G,Q) =
∧
Q

(x1, . . . , xr), xi ∈ H2ni−1(G,Q),

alors, l'algèbre de cohomologie de l'espace classi�ant BG est une algèbre polynômiale

H∗(BG,Q) = Q[y1, . . . , yr], yi ∈ H2ni(BG,Q).

Démonstration. On considère le G-�bré principal universel ωG = (G→ EG → BG) et la suite
spectrale de Serre associée

Ep,q
2 = Hp(BG, H

q(G,Q)) =⇒ Hp+q(EG,Q).

Alors, la page E∞ est réduite à Q en degré zéro car EG est contractile. De plus, on a un
isomorphisme

Ep,q
2 ' Ep,0

2 ⊗ E
0,q
2 = Hp(BG)⊗Hq(G) = Hp(BG)⊗

(∧
(x1, . . . , xr)

)q
.

On admet alors que les xi sont transgressifs, i.e. qu'ils véri�ent

djxi = 0, ∀j ≤ 2ni − 1 et d2nixi =: yi 6= 0,

avec dj les di�érentielles de la suite spectrale. Concernant ceci, on pourra consulter [58], VII,
Theorem 2.9 ou [6]. On dé�nit maintenant une algèbre de cochaînes

Q[y1, . . . , yr]⊗Q
∧
Q

(x1, . . . , xr),
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avec dxi = yi et |xi| = 2ni−1, |yi| = 2ni. Les sous-algèbres (Q[yi]⊗
∧
Q(xi, d) sont acycliques,

donc on a

Hn

(
Q[y1, . . . , yr]⊗Q

∧
Q

(x1, . . . , xr)

)
=

{
Q si n = 0
0 sinon

Ensuite, on �ltre l'algèbre des cochaînes par les degrés des xi et on obtient une suite spectrale
(E

p,q

r ) de deuxième page

E
p,q

2 = (Q[y1, . . . , yr])
p ⊗Q

(∧
Q

(x1, . . . , xr)

)q

.

L'application xi 7→ xi, yi 7→ yi induit un morphisme de suites spectrales (E
p,q

r ) → (Ep,q
r )

qui satisfait les conditions 1. et 3. du théorème de Zeeman-Moore, donc il satisfait aussi la
condition 2., i.e.

H∗(BG) ' Q[y1, . . . , yr].
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Troisième partie

Cohomologie T -équivariante des variétés

de drapeaux

On va donner ici trois façons de décrire la cohomologie équivariante de la variété de dra-
peaux ; chacune ayant ses avantages et inconvénients. Nous regarderons ensuite comment
l'on peut passer de l'une à l'autre de ces présentations, via des algorithmes de conversion,
utilisant notamment des opérateurs de di�érences divisées. Ces algorithmes permettront éga-
lement de calculer les constantes de structures liées à la multiplication de classes de Schubert
équivariantes. En�n, nous appliquerons les algorithmes aux systèmes de racines irréductibles
de rang 2.

SiK est un groupe de Lie compact connexe, de tore maximal T , on a la variété de drapeaux
K/T (voir Section 2.3) et l'action par multiplication de T sur K/T . Le but ici est d'étudier
l'algèbre de cohomologie H∗T (K/T ) (à coe�cients entiers ou rationnels). En fait, on dispose
de plusieurs descriptions de H∗T (K/T ), dues à Chevalley, puis Borel, puis Goresky-Kotwitz-
MacPherson, que l'on souhaite étudier et comparer. Pour ceci, notre support principal sera
l'article de Kaji [51].

Nous allons voir réapparaître les variétés de Schubert, qui jouerons un rôle crucial dans
notre discussion. On va en fait dé�nir des classes de Schubert, indexées par le groupe de
Weyl W , qui nous donneront une base de la cohomologie. Dans un premier temps, on va se
concentrer sur la cohomologie usuelle H∗(K/T,Z). Nous allons plus précisément voir qu'à
chaque variété de Schubert Ωw, on peut associer une classe de Schubert Xw ∈ H2l(w)(G/T,Z)
et que

H∗(K/T,Z) =
⊕
w∈W

Z 〈Xw〉 ,

(les notations seront expliquées plus bas). De plus, H∗(K/T,Z) étant un anneau, pour u, v ∈
W on peut trouver des entiers cwu,v ∈ Z, appelés constantes de structure telles que

Xu ·Xv =
∑
w∈W

cwu,vXw.

La détermination de ces constantes est un problème central du calcul de Schubert. On verra
qu'on a aussi une version équivariante de cela. Plus précisément, on a des classes de Schubert
équivariantes Xw ∈ H2l(w)

T (K/T,Q) telles que

H∗T (K/T,Q) =
⊕
w∈W

H∗(BT ,Q) 〈Xw〉

et on peut également poser le problème de détermintation des constantes de structure γwu,v ∈
H∗(BT ,Q) telles que

Xu · Xv =
∑
w∈W

γwu,vXw.

Nous verrons que γwu,v est un polynôme, dont le terme constant est γwu,v(0) = cwu,v.
En première approximation, on serait tenté de considérer la classe de cohomologie de la

cellule BwB/B dans le complexe cellulaire de K/T , plutôt que de considérer l'adhérence
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BwB/B. Cependant, ce choix n'est pas canonique (on a un signe qui apparaît). Les choix
faits pour chaque cellule n'ont aucune raison d'être cohérents entre eux, et les constantes de
structure sont alors mal dé�nies. Nous devons donc trouver une manière naturelle de dé�nir
les classes de Schubert ; et c'est là que le fait de prendre l'adhérence est important. Bien
qu'en apparence simple, ce problème est délicat et fait l'objet de la première section de cette
partie.

3.1 Construction de la classe fondamentale d'une sous-

variété ; cas des variété projectives lisses

Avant de dé�nir l'objet annoncé, on va commencer par quelques rappels de géométrie
di�érentielle, plus particulièrement en ce qui concerne les classes de Thom et l'homologie
de Borel-Moore. Notre exposé sera largement inspiré de [34], Appendix B. Par convention,
toutes les homologies et cohomologies que nous considérons ici sont à coe�cients entiers.
Pour un exposé complet sur l'homologie de Borel-Moore, on pourra consulter également [14],
section 2.6.

Dé�nition 3.1.1. un �bré vectoriel E
π→ X de rang r sur un espace topologique X est dit

orienté si chaque �bre est orientée et s'il existe un atlas trivialisant {φU : π−1(U)→ U ×Rr}

tel que les isomorphismes induits par changement de cartes π−1(y)
φ−1
V ◦φU−→ π−1(y) préservent

l'orientation pour tout y ∈ U ∩ V avec U ∩ V 6= ∅.

On a alors le résultat important suivant :

Théorème 3.1.2. ( [24], VIII, �11, Corollary 11.20)
Si π : E →M est un �bré vectoriel orienté de rang r sur un espace topologique paracompact
X, de section nulle s0 : X → E, alors il existe une classe τE ∈ Hr(E,E \ {0}) (où {0} :=
im s0 ⊂ E), appelée classe de Thom, telle que, pour tout fermé A ⊂ X, en identi�ant A avec
son image par s0, on a des isomorphismes

H i(X,X \ A) → H i+r(E,E \ A)
α 7→ π∗(α) ∪ τE

Ensuite, si Nn ι
↪→Mm est une sous-variété fermée d'une variété di�érentielle M , on pose

E := TM|N /TN = {(x, v) ; x ∈ N, v ∈ TxM/TxN},

où TL est le �bré tangent d'une variété L. Le �bré vectoriel E ainsi dé�ni s'appelle le �bré
normal de N dans M . Par dé�nition, on a une suite exacte courte de �brés vectoriels sur N :

0 // TN // TM|N // E // 0

Soit i0 : N → E la section nulle. Alors, on a l'existence d'un voisinage ouvert U de ι(N) dans
M , un voisinage ouvert V de i0(N) dans E, convexe (i.e. V ∩ Ex est convexe dans Ex, pour
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tout x ∈ N) et un di�éomorphisme φ : U → V tels que le triangle suivant commute

N

ι

��

i0

  
V

U
φ

>>

Pour ceci, consulter [18], Theorem 6.5. U est alors appelé un voisinage tubulaire de N dans
M . De plus, on peut choisir U tel que V = E (voir [53], IV,�5 et VII, �4).

Maintenant, si M et N sont orientées, alors TM et TN le sont aussi et ceci détermine
une orientation de E. Alors, pour tout fermé A de N , on a par 3.1.2

H i(N,N \ A)

∼ Thom
��

∼ // H i+m−n(M,M \ A)

excision ∼
��

H i+m−n(E,E \ A) ∼
ϕ∗
// H i+m−n(U,U \ A)

(7)

et on peut montrer que l'isomorphisme H i(N,N \A)→ H i+m−n(M,M \A) est indépendant
du choix de U .

Dé�nition 3.1.3. Si un espace X admet un plongement fermé X ↪→ Rn, on dé�nit son
homologie de Borel-Moore par

HBM
i (X) := Hn−i(Rn,Rn \X).

Remarque 3.1.4. Ceci n'est pas la dé�nition la plus générale de l'homologie de Borel-Moore,
mais cela nous su�ra. En général, il s'agit de l'homologie du complexe singulier formé des
combinaisons linéaires localement �nies de simplexes singuliers ; et se dé�nit pour un espace
localement compact. On pourra consulter [42], section 5 pour plus de détails.

Lemme 3.1.5. L'homologie de Borel-Moore est bien dé�nie. Plus précisément, elle ne dépend
pas de n, ni du plongement fermé choisi.

Démonstration. Soient donc ϕ : X ↪→ Rn et ψ : X ↪→ Rm deux plongements fermés. Pour
tout plongement fermé u : X → Rk, on note Xu := u(X). La projection Rn × Rm → Rn est
un �bré vectoriel (trivial) orienté, et l'isomorphisme de Thom donne un isomorphisme

Hn−i(Rn,Rn \Xϕ) ' Hn+m−i(Rn × Rm, (Rn × Rm) \X(ϕ,0)) (8)

où (ϕ, 0) : X → Rn × Rm est dé�nie par x 7→ (ϕ(x), 0). Par le théorème de prolongement de
Tietze, on peut choisir ψ̃ : Rn → Rm continue telle que ψ̃ ◦ ϕ = ψ. Posons

ν : Rn × Rm → Rn × Rm

(v, w) 7→ (v, w − ψ̃(v))

Comme ν réalise un homéomorphisme X(ϕ,ψ) → X(ϕ,0), on a un isomorphisme

ν∗ : Hn+m−i(Rn × Rm, (Rn × Rm) \X(ϕ,0))
∼→ Hn+m−i(Rn × Rm, (Rn × Rm) \X(ϕ,ψ)) (9)
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De plus, ν∗ est indépendant du prolongement de ψ choisi, car si ψ̃′ est un autre prolongement,
alors on a une homotopie

νt(v, w) = (v, w − tψ̃(v)− (1− t)ψ̃′(v)).

La composée de (8) et (9) donne alors un isomorphisme

Hn−i(Rn,Rn \Xϕ) ' Hn+m−i(Rn × Rm, (Rn × Rm) \X(ϕ,ψ)) (10)

et en échengeant les rôles de ϕ et ψ, on a de même

Hm−i(Rm,Rm \Xψ) ' Hn+m−i(Rm × Rn, (Rm × Rn) \X(ψ,ϕ)) (11)

Il reste donc à montrer que les deux membres de droite de (10) et (11) sont isomorphes. Soit

τ : Rm × Rn → Rn × Rm
(x, y) 7→ (y, x)

τ envoie X(ψ,ϕ) sur X(ϕ,ψ) et préserve (resp. renverse) l'orientation si mn est pair (resp.
impair). Alors, (−1)mnτ ∗ donne l'isomorphisme voulu :

(−1)mnτ ∗ : Hn+m−i(Rn ×Rm, (Rn ×Rm) \X(ϕ,ψ))
∼→ Hn+m−i(Rm ×Rn, (Rm ×Rn) \X(ψ,ϕ)),

d'où le résultat.

Remarque 3.1.6. Si ψ = ϕ, l'isomorphisme construit ci-dessus est l'identité. De plus, on peut
montrer que HBM

i est naturel par rapport aux applications continues propres.

Lemme 3.1.7. Si un espace X est plongé comme sous-espace fermé d'une variété di�éren-
tielle orientée Mm, alors on a un isomorphisme canonique

HBM
i (X) ' Hm−i(M,M \X).

Démonstration. Toute variété M peut être plongée dans un espace euclidien Rn avec n assez
grand (théorème de Whitney). Alors, l'isomorphisme (7) donne

Hm−i(M,M \X) ' Hn−i(Rn,Rn \X) = HBM
i (X).

Remarque 3.1.8. Si Mm est une variété lisse orientée, alors on a par le Lemme 3.1.7

HBM
i (M) = Hm−i(M,M \M) = Hm−i(M). (12)

En particulier, HBM
i (M) = 0 si i > m et HBM

m (M) = H0(M) est un Z-modules libre de base
les composantes connexes de M . Si M est compacte et fermée, on a la dualité de Poincaré
(cf [39], Theorem 3.30)

Dm : Hm−i(M)
∼→ Hi(M)

α 7→ α ∩ [M ]

donc HBM
i (M) ' H i(M) et cet isomorphisme est naturel.
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Soit U un ouvert d'un espace X, X étant plongé comme fermé d'un espace euclidien (ou
une variété). Alors, U admet aussi un tel plongement. En e�et, si X est un fermé d'une
variété di�érentielle Mm orientée, alors U est fermé dans la variété orientée M o := M \ Y ,
où Y := X \ U . Il s'ensuit que l'on a une restriction

HBM
i (X)→ HBM

i (U).

En e�et, ceci provient de la restriction en cohomologie relative usuelle

HBM
i (X) = Hm−i(M,M \X)→ Hm−i(M o,M o \ U) = HBM

i (U).

On peut montrer que ceci est bien dé�ni et donne un préfaisceau sur X.

Lemme 3.1.9. Si U ⊂ X est ouvert, et Y := X \ U , alors on a une suite exacte longue en
homologie de Borel-Moore

· · · // HBM
i (Y ) // HBM

i (X) // HBM
i (U) // HBM

i−1 (Y ) // · · ·

Démonstration. En choisissant M comme ci-dessus, ceci est la suite exacte longue de coho-
mologie relative du triplet M \X ⊂M \ Y ⊂M .

Remarque 3.1.10. Si X =
⊔
α∈AXα se décompose en union disjointe d'ouverts Xα ⊂ X, alors

on a un isomorphisme
HBM
i (X) '

⊕
α∈A

HBM
i (Xα).

3.1.1 Classe d'une sous-variété fermée

Lemme 3.1.11. Soit V une sous-variété d'une variété algébrique irréductible lisse X, et soit
k := dimV . Alors, on a

HBM
i (V ) = 0, ∀i > 2k

et de plus, HBM
2k (V ) est un groupe abélien libre, de base les composantes irréductibles de

dimension k de V .

Démonstration. • Supposons dans un premier temps V lisse et équidimensionnelle. Dans ce
cas, V est une 2k-variété di�érentielle lisse orientée et la conclusion provient de la remarque
3.1.10 et de (12). De plus, dans cette situation, les composantes connexes et les composantes
irréductibles de V coïncident. Ceci provient du fait qu'une variété irréductible est connexe et
du fait qu'un point appartenant à au-moins deux composantes irréductibles doit être singulier.
• Dans le cas général, on procède par récurrence sur k = dimV . Le cas k = 0 est évident.
Pour l'hérédité, on peut choisir une sous-variété fermée Z de V de dimension < k et telle
que V \ Z soit équidimensionnelle et lisse. En e�et, l'ensemble des points réguliers de V est
ouvert, donc le lieu singulier de V est fermé dans V et on peut donc prendre pour Z l'union
du lieu singulier de V et de toutes les composantes irréductibles de V de dimension < k.
Alors, on a HBM

i (Z) = 0 pour i > 2(k − 1) par hypothèse de récurrence et HBM
i (V \ Z) = 0
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pour i > 2k, par le cas non singulier décrit ci-dessus. La suite exacte longue du Lemme 3.1.9
entraîne alors que HBM

i (V ) = 0 pour i > 2k et on obtient une suite exacte

0 = HBM
2k (Z) // HBM

2k (V ) // HBM
2k (V \ Z) // HBM

2k−1(Z) = 0

Ainsi, HBM
2k (V ) ' HBM

2k (V \ Z) et c'est un groupe abélien libre engendré par les compo-
santes irréductibles de V \ Z, qui sont exactement les traces des composantes irréductibles
de dimension k de V . Ceci termine la preuve.

Soient maintenant X une variété projective lisse de dimension n et V une sous-variété
fermée irréductible de X, de dimension k. Par le Lemme 3.1.11, on a

HBM
2k (V ) ' Z

et on a un générateur canonique. Le plongement fermé V ↪→ X détermine un morphisme

HBM
2k (V )→ HBM

2k (X) = H2n−2k(X) = H2c(X),

où c = codimX(V ) = n− k.

Dé�nition 3.1.12. L'image dans H2c(X) du générateur canonique de HBM
2k (V ) est appelée

la classe fondamentale de V dans X, notée [V ] ∈ H2c(X).

Avant de revenir au cas de la variété de drapeaux, donnons un lemme utile :

Lemme 3.1.13. Si X = Xs ⊃ · · · ⊃ X0 = ∅ est une �ltration d'une variété algébrique
irréductible X par des sous-variétés fermées, telle que les Xi+1 \ Xi =

⊔
j Ui,j soient union

disjointe de variétés Ui,j, chacune isomorphe à un espace a�ne Cn(i,j), alors les classes [Ui,j]
donnent une base additive de HBM

∗ (X) sur Z.

Démonstration. Pour tout i ≥ 0, on a HBM
i (Cm) ' H2m−i(Cm), d'où

HBM
i (Cm) =

{
Z si i = 2m
0 sinon

On montre alors par récurrence sur p que les [Ui,j], pour i ≤ p forment une base de HBM
∗ (Xp).

Ceci est clair si p = 0. En supposant le résultat vrai pour p − 1, puisque les HBM
` (Xp) et

HBM
` (Ui,j) = HBM

` (Cn(i,j)) sont nuls pour ` impair, par le Lemme 3.1.9, on a HBM
` (Xp) = 0

pour ` impair, et on a une suite exacte courte

0 // HBM
2i (Xp−1) // HBM

2i (Xp) //
⊕

j H
BM
2i (Up,j) // 0 .

Les classes [Up,j] ∈ HBM
∗ (Xp) s'envoient sur une base de

⊕
j H

BM
∗ (Up,j). Par hypothèse de

récurrence, on en tire que HBM
∗ (Xp) est libre de base les [Ui,j], pour i ≤ p.
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3.2 Classes de Schubert

Fixons, une fois pour toutes, un groupe de Lie compact connexe K et T un tore maximal
de K. Remarquons que comme le centre Z(K) est inclus dans tout Borel, la variété de
drapeaux est inchangée si l'on remplace K par K/Z(K) ; ce dernier groupe étant semi-
simple. Ainsi, on peut supposer que K est semi-simple. Notons G := KC le complexi�é de K,

H := TC le tore complexe correspondant, Ñ := NG(H), N := NK(T ), B ≤ G le sous-groupe
de Borel standard de G associé àH, d'algèbre de Lie b = h⊕

⊕
α∈Φ+ gα, où h = Lie(H) est une

sous-algèbre de Cartan de g = Lie(G) et Φ est le système de racines associé, dont l'ensemble
des racines simples est Π := {α1, . . . , αr}. Notons encore W := N/T ' Ñ/H = W (Φ) le
groupe de Weyl, t := Lie(T ), k := Lie(K), de sorte que g = kC = k⊗R C et h = tC = t⊗R C.
Pour tout ceci, on pourra consulter la section 2.3. Observons que, puisque nous supposons K
semi-simple, l'algèbre de Lie réductive g est en fait semi-simple, ce qui assure que Φ est un
système de racines au sens de [45], �9.2 ou [10], V, De�nition 3.3 : i.e. Φ engendre linéairement

le dual h∗. Ceci justi�e le fait que Π est une base de h∗, en particulier que r = rgK
def
= dimT

et justi�e également l'introduction des poids fondamentaux, dont nous aurons besoin.
Rappelons que d'après la décomposition d'Iwasawa (voir le théorème 2.3.18), on a un

di�éomorphisme K-équivariant
K/T ' G/B

et on peut alors voir la variété de drapeaux K/T comme une variété di�érentielle compacte
lisse, ou une variété complexe (holomorphe). De plus, comme G a une unique structure
de groupe algébrique réductif (linéaire) (cf [60], Chapter V, �5), la variété de drapeaux peut
aussi être vue comme une variété algébrique projective complexe lisse. En fait, cette structure
algébrique complexe induit la structure holomorphe ainsi que la structure réelle lisse compacte
de K/T .

T agit naturellement sur K/T par multiplication à gauche (c'est l'action par translation
de K sur K/T restreinte à T ). Une question naturelle est alors de déterminer la structure
de H∗T (K/T,Q). Comme annoncé en introduction, nous allons voir qu'il y a (au-moins) trois
réponses naturelles à cette question et que l'on peut passer des unes aux autres. L'intérêt
serait d'avoir une description pratique calculable de H∗T (K/T ).

On va commencer par étudier le cas de la cohomologie usuelle de K/T ; et utiliser la
décomposition de Bruhat pour obtenir les classes de Schubert dans ce cas. On a une partition

G =
⊔
w∈W

BwB.

Plus précisément, si on choisit un représentant ẇ ∈ Ñ = NG(H) de w ∈ W = Ñ/H, alors
BẇB est bien dé�ni et on a

G =
⊔
w∈W

BẇB.

Soit w0 ∈ W l'élément de plus grande longueur du groupe de Coxeter W , caractérisé par
w0(Φ+) = Φ−, et posons

B− := w0B = w0Bw0.

B− est le sous-groupe de Borel oppposé de B. On a Lie(B−) = h ⊕
⊕

α∈Φ− gα = h ⊕⊕
α∈Φ+ g−α =: b−. En notant ẇ0 ∈ NG(H) un représentant de w0 ∈ NG(H)/H = W , on

a
G = ẇ0G =

⋃
w∈W

ẇ0BwB =
⋃
w∈W

w0BwB =
⋃
w∈W

B−w0wB =
⋃

w0w∈W

B−w0wB
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et on obtient la décomposition de Bruhat opposée

G =
⋃
w∈W

B−wB.

Ceci induit une décomposition opposée de la variété de drapeaux

G/B =
⋃
w∈W

B−wB/B

et B−wB/B est appelée la cellule de Schubert duale de w. De plus, on a

B−wB/B ' (w0Bw0wB)/B ' w0 (B−w0wB/B) ' Bw0wB/B ' Cl(w0w) = Cl(w0)−l(w)

et, comme w0 est de longueur maximale, on a (cf section 2.3)

dimCG/B = l(w0),

donc
codimG/B(B−wB/B) = l(w).

Ceci est la raison pour laquelle nous considérons les cellules duales plutôt que celles dé�nies
en 2.3 : on veut que la codimension (et non la dimension) de la cellule soit égale à l(w) et
ainsi obtenir une classe dans H2l(w)(G/B) plutôt que dans H2l(w0)−2l(w)(G/B).

On dé�nit alors la variété de Schubert duale de w, Ωw comme étant l'adhérence de Zariski
de la cellule de Schubert associée :

Ωw := B−wB/B.

C'est une sous-variété fermée de la variété projective G/B et on a

codimG/B(Ωw) = l(w).

Le travail fait dans la section précédente mène à la dé�nition suivante :

Dé�nition 3.2.1. La classe fondamentale de la sous-variété fermée Ωw dans G/B est appelée
la classe de Schubert de Ωw (ou de w), notée

Xw := [Ωw] ∈ H2l(w)(G/B,Z).

Ces classes jouent un rôle particulier dans la cohomologie H∗(K/T,Z) ' H∗(G/B,Z).
Plus précisément, l'ordre de Bruhat sur W permet d'écrire, en vertu du Théorème 2.3.33,

∀w ∈ W, Ωw =
⋃
u≥w

Ωo
w.

Considérons les sous-variétés fermées

Z` :=
⋃

l(w)−1≥l(w0)−`

Ωw, 0 ≤ ` ≤ l(w0) + 1.

Celles-ci donnent une �ltration fermée de G/B :

∅ = Z0 ⊂ Z1 = Ωw0 ⊂ Z2 ⊂ · · · ⊂ Zl(w0) ⊂ Zl(w0)+1 = G/B.

De plus, pour tout 0 ≤ ` ≤ l(w0), on a

Z`+1 \ Z` =
⊔

l(w)=l(w0)−`

Ωo
w et ∀w ∈ W ; l(w) = l(w0)− `, Ωo

w ' C`.

Ainsi, le Corollaire 3.1.13 est applicable et donne le résultat important suivant :
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Théorème 3.2.2. Les classes de Schubert forment une base additive de la cohomologie de la
variété de drapeaux :

H∗(K/T,Z) =
⊕
w∈W

Z 〈Xw〉 .

Passons maintenant au cas équivariant, pour lequel on reproduit l'exposé de la section
2.1 de [62] ; sans démonstrations. Signalons qu'une autre approche, plus élégante et géomé-
trique, utilisant le faisceau dualisant équivariant, se trouve dans [48]. On travaille ici avec les
coe�cients rationnels et on s'intéresse donc à la cohomologie

H∗T (K/T,Q) = H∗(K/T ×T ET ,Q),

pour l'action de T donnée par multiplication à gauche. On ne peut plus dé�nir les classes de
Schubert directement, car K/T ×T ET n'est plus une variété algébrique (c'est une ind-variété,
notion que nous ne développerons pas). Cependant, on a (en notant r := dimT = rgK)

ET = (S∞)r = lim−→(S2m+1)r =: lim−→Em
T

et Em
T = (S2m+1)r est bien une variété. On va donc travailler par approximations : on va

trouver des classes de Schubert approchées dans K/T ×T Em
T pour tout m, puis passer à

la limite pour obtenir les classes de Schubert équivariantes dans H∗(K/T ×T ET ). D'après
l'exemple 1.10.3, 2., l'action de T sur Em

T est donnée par multiplication des coordonnées, donc
on peut étendre ceci en une action de H := TC = (C×)r sur Em

H = Em
TC := (Cm+1 \ {0})r ;

ce dernier espace étant naturellement une variété algébrique lisse irréductible. Au passage,
notons qu'on a BH = BT . On obtient donc une action algébrique du tore algébrique H = TC

sur la variété lisse irréductible G/B × Em
H . De plus, cette action est libre, donc le quotient

G/B×H Em
H est une variété algébrique lisse et comme on travaille à homotopie près, on a un

isomorphisme naturel

H∗(G/B ×H Em
H ,Q) ' H∗(K/T ×T Em

T ,Q).

Ensuite, on introduit l'homologie de Borel-Moore équivariante. Notons HBM
∗ l'homologie

de Borel-Moore classique (cf [14], section 2.6). Soit ν := dimCG/B = l(w0) et posons

HH
BM,q(G/B,Q) := HBM

q+2mr(G/B ×H Em
H ), m ≥ ν − q

2
.

Ceci est bien dé�ni, car si m ≥ m′ ≥ ν − q
2
, alors le morphisme de Gysin

HBM
q+2mr(G/B ×H Em

H )→ HBM
q+2m′r(G/B ×H Em′

H )

est un isomorphisme (cf [9], section 1). Considérons la Q-algèbre

R := H∗T (pt) = H∗(BT ,Q) = H∗(BH ,Q).

D'après le lemme 2 et la proposition 1 de [9], comme H impair(G/B) = 0, les R-modules gra-
dués H∗H(G/B) et HH

BM,−∗(G/B) sont libres et on a un isomorphisme de R-modules gradués

H∗H(G/B) ' HomH∗T (pt)(H
H
BM,−∗(G/B), H∗T (pt)).
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Rappelons qu'on avait, dans le cas non-équivariant, des classes [Ωw] ∈ H2l(w)(G/B) qui, par
dualité de Poincaré, provenaient de classes [Ωw]′ ∈ HBM

2l(w0w)(G/B). Ici, on prend, pour m� 0
assez grand

[Ωw]′T := [Ωw ×H Em
H ]′ ∈ HBM

2l(w0w)+2mr(G/B ×H Em
H )

def
= HH

BM,2l(w0w)(G/B).

La restriction HH
BM,∗(G/B)→ HBM

∗ (G/B) envoie [Ωw]′T sur [Ωw]′ et induit un isomorphisme
( [9], Proposition 1)

Q⊗R HH
BM,∗(G/B)

∼→ HBM
∗ (G/B),

où R agit sur Q via l'isomorphisme

R /R+ ' Q.

Donc, la famille {[Ωw]′T}w∈W est une base de HH
BM,−∗(G/B) et on peut prendre pour base de

H∗T (K/T ) la base duale de {[Ωw]′T}. On obtient alors des classes de Schubert équivariantes

Xw := [Ωw]T := ([Ωw]′T )′ ∈ H2l(w)
H (G/B) = H

2l(w)
T (K/T )

et celles-ci forment une R-base de la cohomologie équivariante :

Théorème 3.2.3. On a
H∗T (K/T,Q) =

⊕
w∈W

R 〈Xw〉 .

De plus, la restriction H∗T (K/T,Q)→ H∗(K/T,Q) envoie la classe Xw sur Xw.

3.3 Descriptions de Schubert, Borel et Goresky-Kottwitz-

MacPherson

Nous pouvons à présent donner les trois descriptions annoncées de H∗T (K/T,Q). Sauf
mention explicite du contraire, nous travaillerons avec les coe�cients rationnels. Rappelons
que si T = (S1)n, avec n = rgK, alors on a une description polynômiale de l'algèbre de
cohomologie T -équivariante rationnelle

R := H∗(BT ) = Q[t1, . . . , tn], deg(ti) = 2.

On notera aussi R = Q[t] pour alléger les notations. On rappelle également que H∗T (K/T ) est
naturellement muni d'une structure de R-module via l'application T -équivariante K/T → pt.

3.3.1 Description de Schubert

Il s'agit d'exprimer un élément de H∗T (K/T ) comme combinaison linéaire à coe�cients
dans R = Q[t] des classes de Schubert Xw ∈ H2l(w)

T (K/T ). Ceci est possible puisqu'on a vu
que

H∗T (K/T ) =
⊕
w∈W

Q[t] 〈Xw〉 .

Cette description s'appelle aussi la description de Chevalley.
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3.3.2 Description de Borel

On peut utiliser une deuxième approche pour décrire les élément de H∗T (K/T ) en termes
de polynômes. En vertu de la Proposition 2.4.10, on a

H∗K(pt) = H∗T (pt)W = RW = Q[t]W .

Le résultat principal est le suivant :

Théorème 3.3.1. ( [51], Theorem 2.3 et [50], Proposition 5.4)
On a un isomorphisme de R-algèbres

H∗T (K/T ) ' H∗(BT )⊗H∗(BK) H
∗(BT ) = R⊗RW R.

Démonstration. On a le diagramme commutatif de �brations

K/T

��

K/T

��
K/T // K/T ×T ET //

��

K/T ×K EK

��
K/T // BT

// BK

ainsi qu'un homéomorphisme

(K/T × EK) /K → EK/T

kT ∗K e 7→ ke
T ∗K e′ ←[ e′

d'où K/T ×K EK ' BT et H∗K(K/T ) ' R. La suite spectrale d'Eilenberg-Moore du dia-
gramme (voir théorème 2.4.21)

Ep,q
2 = TorH

∗(BK)
p,q (R,H∗K(KT )) =⇒ Hp+q

T (K/T )

se réécrit
Ep,q

2 = Tor
H∗K(pt)
p,q (R,R) =⇒ Hp+q

T (K/T ).

De plus, par le Corollaire 2.4.15, on a que R est un H∗K(pt)-module libre, donc la suite
spectrale ne possède qu'une seule colonne non nulle et on obtient un isomorphisme d'algèbres

R⊗RW R = R⊗H∗K(pt) R ' H∗T (K/T ),

d'où le résultat.

Corollaire 3.3.2. On a un isomorphisme de Q[t]-modules

H∗T (K/T ) ' Q[t1, . . . , tn, x1, . . . , xn]

(g(x1, . . . , xn)− g(t1, . . . , tn), g ∈ Q[z1, . . . , zn]W )
=: Q[t, x]

/
IW ,

la structure de Q[t]-modules sur le membre de droite étant donné par la multiplication de
Q[t].
On appelle ce quotient l'anneau des doubles invariants de W , noté QW [t, x].
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Démonstration. Il s'agit donc de montrer que

H∗T (K/T ) ' Q[t, x]
/
IW .

De façon générale, si A est une sous-algèbre de Q[Z], alors on a un isomorphisme de Q[X]-
algèbres

Q[X]⊗A Q[Y ] ' Q[X, Y ]
/

(P (X)− P (Y ), P ∈ A) (13)

Pour le voir, on prend

µ : Q[X]×Q[Y ] → Q[X, Y ]
/

(P (X)− P (Y ), P ∈ A)

(f, g) 7→ f(X)g(Y )

et si ϕ : Q[X] × Q[Y ] → B est un morphisme de Q[X]-algèbres A-équilibré (i.e. ϕ(fa, g) =
ϕ(f, ag)), alors on doit poser ϕ(X iY j) := ϕ(X i, Y j) pour avoir ϕ ◦ µ = ϕ et de plus, cette
dé�nition convient. Par propriété universelle, le membre de droite de (13) est bien le produit
tensoriel voulu, donc est isomorphe au membre de gauche. On peut étendre ceci à un nombre
arbitraire d'indéterminées par récurrence.
Dans notre cas, on a R = H∗T (pt) = Q[z1, . . . , zn] et on prend A := H∗K(pt) = RW . L'isomor-
phisme (13) donne le résultat voulu dans ce contexte.

Pour un élément f ∈ QW [t, x], on note f(t, x) ∈ Q[t, x] un représentant polynômial ; et
g(t) (resp. g(x)) pour un représentant dans le facteur de gauche (resp. de droite). Le fait
d'exprimer un élément de H∗T (K/T ) (ou plutôt un représentant) comme un polynôme en t
et x s'appelle la présentation de Borel. Dans cette présentation, on perd le rapport avec les
classes de Schubert Xw ; cependant, ceci rend la structure de R-module de H∗T (K/T ) plus
explicite et on peut de plus calculer e�ectivement le produit de deux classes de cohomologie.
Ainsi, faire le lien entre ces deux premières présentations constitue un premier élément de
réponse au problème de la détermination des constantes de structure équivariantes.

3.3.3 Description de GKM

Avant d'exposer cette approche, il nous faut introduire des opérateurs importants, de
degré −2, sur H∗T (K/T ), appelés di�érences divisées. Ceux-ci nous permettront de faire le
lien entre l'anneau de GKM et la cohomologie équivariante de K/T .

Dé�nition 3.3.3. ( [51], De�nition 3.1 et [50], De�nition 7.1)
Soit αi ∈ Π une racine simple, de ré�exion simple associée si. Soit aussi Pi := 〈si, B〉 ≤ G,
où αi : H → C× est vu comme caractère holomorphe de H ≤ G. On obtient un espace �bré

Pi/B ↪→ (G/B)T
π→ (G/Pi)T

et on a vu (cf 2.3.32)) que Pi/B est homéomorphe à CP1 ' S2. On a alors la suite exacte de
Gysin (voir Annexe, proposition C.9) :

· · · // Hp
T (G/B)

φ // Hp−2
T (G/Pi) // Hp+1

T (G/Pi)
π∗ // Hp+1

T (G/B) // · · ·

et, en identi�ant G/B et K/T , on dé�nit

∆i := π∗ ◦ φ : Hp
T (K/T )→ Hp−2

T (K/T ).

Les ∆i sont alors appelés opérateurs de di�érences divisées simples.
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Le résultat suivant, très utile en pratique, justi�e la terminologie :

Proposition 3.3.4. ( [50], Proposition 7.2)
Si f(t, x) ∈ QW [t, x], alors on a

∆if(t, x) =
f(t, x)− f(t, si(x))

−αi(x)
,

où la racine simple αi est vue comme polynôme αi(x) ∈ Q[x] ' H∗(BT ), de degré 1 en les
xj.

Remarque 3.3.5. On aurait pu dé�nir directement ∆i comme le quotient ci-dessus. D'ailleurs,
c'est ainsi que sont introduites les di�érences divisées dans [4], �1.

Démonstration. Notons ωi ∈ h∗ le ième poids fondamental, caractérisé par ωi(hαj) = δi,j. On
peut voir cette forme linéaire comme un élément de H2

H(pt) = H2
T (pt), puis de H2

T (K/T ) via
K/T → pt. Par le théorème de Leray-Hirsch 2.2.9, le H∗T (G/Pi)-module H∗T (G/B) est libre
de base {1, ωi}. Soit f = f(t, x) ∈ H∗T (G/B) que l'on écrit f = a+bωi, avec a, b ∈ H∗T (G/Pi).
On a la suite de Gysin (C.9)

· · · // Hp
T (G/B)

φ // Hp−2
T (G/Pi)

d // Hp+1
T (G/Pi)

π∗ // Hp+1
T (G/B) // · · ·

Comme a ∈ imπ∗, on a φ(a) = 0 et, par construction, φ(bωi) = −b puisque ωi est envoyé sur
−1 ∈ H2(Pi/B) = H2(S2), donc φ(f) = −b et ∆i(f) = −b. Ensuite, on a

ωi(hαi) = 1 ⇒ si(ωi) = ωi − αi

donc ici, on a si(f) = a+ si(bωi) = a+ b(ωi − αi(x)). Comme αi(x) ∈ H0(BT )⊗H2(BT ) ⊆
H2
T (K/T ) ' H2

T (G/B), il vient alors

f(t, x)− f(t, si(x)) = f(t, x)− si(f)(t, x) = −bαi(x) = −αi(x)∆i(f)(t, x)

et on a le résultat.

Ensuite, si w = si1 · · · sik ∈ W est une écriture réduite de w, on pose

∆w := ∆i1 ◦ · · · ◦∆ik .

Nous allons montrer que ceci ne dépend pas de la décomposition réduite de w choisie. Pour
ceci, puisque les ∆i sont Q[t]-linéaires, il su�t de montrer le résultat pour les opérateurs,
encore notés provisoirement ∆i :

∆i : Q[x] → Q[x]

f(x) 7→ f(x)−f(si(x))
−αi(x)

Nous suivrons les �2 et 4 de [20]. On pourra aussi consulter [38], Chapter IV, �1.
Soit I l'idéal de Q[x] = H∗T (pt) engendré par les éléments de Q[x]W sans terme constant.

un élément u ∈ Q[x] est dans I s'il s'écrit u =
∑

i vipi avec vi ∈ Q[x] et pi ∈ Q[x]W tel que
pi(0) = 0. Dé�nissons

d(x) :=
∏
α∈Φ+

α(x),
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ainsi que l'opérateur
J :=

∑
w∈W

det(w)w : Q[x]→ Q[x],

où det(w) = (−1)l(w). On a (cf [7], p.112) que J(u) est divisible par d pour tout u ∈ Q[x]
d'où, en posant N := l(w0) = |Φ+|,

J(Qn[x]) = 0, ∀n < N, J(Qn[x]) ⊂ In, ∀n 6= N, (14)

ainsi que J(d) = |W |d. On a le résultat liminaire suivant :

Lemme 3.3.6. Soit u ∈ Qn[x] tel que uα ∈ I pour tout α ∈ Φ. Si n 6= N , alors on a u ∈ In
et si n = N , alors J(u)− |W |u ∈ IN .

Démonstration. Soit α ∈ Φ ; on écrit uα =
∑

i vipi avec vi ∈ Q[x] et pi ∈ Q[x]W sans terme
constant. On a α(u + sα(u)) = αu − sα(αu) =

∑
i(vi − sα(vi))pi. Mais α divise vi − sα(vi),

donc u + sα(u) ∈ I. Ainsi, sα(u) ≡ −u (mod I), donc w(u) ≡ det(w)u, pour tout w ∈ W ,
d'où J(u) ≡ |w|u, d'où le lemme avec (14).

Proposition 3.3.7. Si f ∈ End Q[x]W (Q[x]) est nul en degrés < N , alors on a

∀u ∈ Q[x], |W |df(u) = f(d)J(u).

Démonstration. Tout d'abord, pour tout n > N , on a In = Qn[x]. En e�et,Q[x] est unQ[x]W -
module gradué de type �ni, donc Q[x]/I est un Q-espace vectoriel de dimension �nie ; donc
l'égalité est vraie pour n >> 0. Par le Lemme 3.3.6, l'assertion "n > N et In+1 = Qn+1[x]"
entraîne "In = Qn[x]". Ensuite, en appliquant le même Lemme à u ∈ Q[x], on obtient
QN [x] = In + Q · d. Il en résulte que u ∈ Q[x] s'écrit u =

∑
i aipi + dq où pi, q ∈ Q[x]W

et ai est homogène de degré < N . Alors, f(u) =
∑

i f(ai)pi + qf(d) = f(d)q et de même,
J(u) = J(d)q = |W |dq, d'où le résultat.

Lemme 3.3.8. Si w = sαi1 · · · sαik ∈ W est une écriture réduite, alors on a( ∏
α∈Φ+∩wΦ−

α(x)

)
∆i1 ◦ · · · ◦∆ik = w +

∑
w′<w

a(w′)w′,

avec a(w′) ∈ Q(x) = Frac(Q[x]).

Démonstration. On a

∆i1 ◦ · · · ◦∆ik = (−1)kα−1
i1

(1− si1)α−1
i2

(1− si2) · · ·α−1
ik

(1− sik)

= α−1
i1
si1α

−1
i2
si2 · · ·α−1

ik
sik +

∑
b(w′)w′,

où b(w′) ∈ Q(t) et où w′ parcourt les sous-expressions de si1 · · · sik , i.e. les éléments < w du
groupe de Weyl. On a d'autre part, avec le corollaire 2 du �6 du chapitre VI de [7],

α−1
i1
si1 · · ·α−1

ik
sik = α−1

i1
si1(αi2) · · · si1si2 · · · sik−1

(αik)
−1si1 · · · sik =

( ∏
α∈Φ+∩wΦ−

α−1

)
w.
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Lemme 3.3.9. Soit w0 = si1 · · · siN un expression réduite de l'élément de plus grande lon-
gueur w0 de W . Alors, on a

∀u ∈ Q[x], ∆i1 ◦ · · · ◦∆iN (u) = (−1)N
J(u)

d
.

Démonstration. D'après le Lemme 3.3.8, l'opérateur d∆i1 ◦ · · · ◦ ∆iN est de la forme w0 +∑
w 6=w0

a(w)w. Par la Proposition 3.3.7, il existe λ ∈ Q(x) tel que

d∆i1 ◦ · · · ◦∆iN = λJ = (−1)Nλw0 +
∑
w 6=w0

det(w)λw.

Mais, d'après le théorème de Dedekind, les éléments de W sont indépendants sur K, donc
λ = (−1)N , d'où le résultat.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le

Théorème 3.3.10. Soit w ∈ W . Pour toutes les expressions réduites si1 · · · sik de w, les
opérateurs ∆i1 ◦ · · · ◦∆ik prennent la même valeur.

Démonstration. Il su�t (cf [7], Chapitre IV, �5, Proposition 5) de montrer que, pour tous
α, β ∈ Π, si m désigne l'ordre de sαsβ dans W , alors on a

∆α∆β∆α · · · = ∆β∆α∆β · · ·

où chaque membre possède m facteurs. Mais sαsβsα · · · et sβsαsβ · · · sont deux décomposi-
tions réduites de l'élément de plus grande longueur du groupe de Weyl du sous-système de
rang ≤ 2 engendré par α et β ; donc l'assertion résulta du Lemme 3.3.9.

Dé�nition 3.3.11. Si w ∈ W s'écrit sous forme réduite w = si1 · · · sik , alors l'expression

∆w := ∆i1 ◦ · · · ◦∆ik

ne dépend pas de la décomposition réduite de w choisie et dé�nit l'opérateur de di�érences
divisées associé à w :

∆w : H∗T (K/T,Q)→ H∗−2
T (K/T,Q).

Remarque 3.3.12. Notons qu'au passage, on a montré que si w0 ∈ W est l'élément de plus
grande longueur, alors on a

∆w0 =

∑
w∈W det(w)w∏
α∈Φ+ α(x)

.

Un point crucial dans notre discussion est le calcul de l'action des di�érences divisées sur
les classes de Schubert. Nous allons donner une idée de preuve du résultat suivant, sans trop
entrer dans les détails techniques :
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Lemme 3.3.13. ( [51], Theorem 3.2, (2))
Pour une classe de Schubert équivariante Xw, on a

∆i(Xw) =

{
Xwsi si l(wsi) = l(w)− 1

0 si l(wsi) = l(w) + 1

et on en tire

∆u(Xw) =

{
Xwu−1 si l(wu−1) = l(w)− l(v)

0 sinon

Pour ceci, nous introduisons les tours de Bott. Nous allons voir réapparaître les variétés
de Bott-Samelson vues en 2.3.4.

Dé�nition 3.3.14. ( [50], De�nition 3.1)
Une tour de Bott est un CP1-�bré itéré

CP1

��

CP1

��

CP1

∼
��

Bn
πn // Bn−1

πn−1 // · · · π2 // B1
π1 // B0 = pt

où chaque structure de CP1-�bré est donnée par projectivisation d'un �bré en droites Li sur
Bi, i.e. Bi+1 = P(Li ⊕ C) où C est le �bré vectoriel trivial sur Bi. La variété Bn est appelée
variété de Bott de la tour ; c'est une 2n-variété réelle lisse avec action canonique de (S1)n.

Exemple 3.3.15. Nous avons en fait déjà rencontré une telle situation. Si αi ∈ Π est une
racine simple, on a le sous-groupe parabolique minimal

Pi := 〈ṡi, B〉 ≤ G.

Si w = si1 · · · sil(w)
∈ W est une décomposition réduite de w, on dé�nit

∀1 ≤ k ≤ l(w), Bk :=
Pi1 ×B Pi2 ×B · · · ×B Pik

B
=
pi1 × Pi2 × · · · × Pik

Bk
.

Alors, d'après le Lemme 2.3.32, Bl(w) = Zw est la variété de Bott de la tour de Bott

CP1

��

CP1

��

CP1

∼
��

Bl(w)
// Bl(w)−1

// · · · // B1 = Pi1/B // B0 = pt

Soit σi la section nulle de π dans une tour de Bott. Alors, une décomposition cellulaire
de Bn indexée par les I = (i1, . . . , in) ∈ {0, 1}n est donnée par

Bn =
⋃

I∈{0,1}n
bn(in) ◦ bn−1(in−1) ◦ · · · ◦ b1(i1)(pt),

où bi(0) = σi et bi(1) = π−1
i . Par le théorème des coe�cients universels, le produit de

Kronecker
Hk(Bn,Z)⊗Hk(Bn,Z) → Z

ϕ⊗ α 7→ ϕ(α)
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est une dualité parfaite. Prenons alors ΓI le dual de Kronecker de la classe d'homologie de la
sous-variété fermée bn(in) ◦ · · · ◦ b1(i1)(pt). On a alors

H∗(Bn,Z) =
⊕

I∈{0,1}n
Z 〈ΓI〉

et ΓI ∈ H2l(I)(Bn,Z) où l(I) = l((i1, . . . , in)) := i1 + · · ·+ in. On rencontre alors un problème
similaire à celui du calcul de Schubert : trouver les constantes de structure CK

IJ telles que

ΓI ∪ ΓJ =
∑

K∈{0,1}n
cKIJΓK .

On le résout comme suit.
Rappelons que si l'on a un �bré vectoriel complexe E de rang r sur un espace X, alors

c'est aussi un R-�bré vectoriel de rang 2r, orienté canoniquement (voir [57], Lemma 14.1).
Une telle orientation donne une classe de Thom (que nous avons déjà rencontrée plus haut)
γE ∈ H2(E,E \ {0},Z). Les inclusions (X, ∅) ↪→ (E, ∅) ↪→ (E,E \ {0}) donnent

H2(E,E \ {0},Z)→ H2(E,Z)→ H2(X,Z).

L'image e(E) ∈ H2(X,Z) de γE par cette composée est par dé�nition la classe d'Euler du
�bré E → X (voir [57], �9).

Ici, soit ei := e(Li) ∈ H2(Bi−1,Z) la classe d'Euler du �bré en droites Li → Bi−1. Soit
aussi xi la classe correspondant à Ii := (δi,j)1≤j≤n ∈ {0, 1}n. Alors, on peut montrer (cf [1],
�2.1) que

H∗(Bn,Z) ' Z[x1, . . . , xn]

(x2
k + ekxk)

et, sous cette identi�cation,
ΓI = xI := xi11 · · · xinn .

Dans le cas T -équivariant, on a

H∗T (Bn,Z) ' Z[x1, . . . , xn]

(x2
k − αikxk − ekxk)

,

avec Π = {αik}. On a alors

Lemme 3.3.16. Dans le contexte de l'exemple 3.3.15, soit w = sk1 · · · skl(w)
∈ W une écriture

réduite et, pour I ∈ {0, 1}l(w), soit wI := si1k1 · · · s
il(w)

kl(w)
∈ W . Alors, on a∑

wI=u

ΓI ∪
∑
wJ=v

ΓJ = cwuvΓ(1,1,...,1),

où les cwuv sont les constantes de structure pour les classes de Schubert dans H∗(G/B,Z). De
même, dans le cas équivariant :∑

wI=u

ΓI ∪
∑
wJ=v

ΓJ = γwuvΓ(1,1,...,1).
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Idée de démonstration. Dé�nissons

τw : Bl(w) → G/B
(pk1 ,B . . . ,B pkl(w)

) 7→ (pk1 · · · pkl(w)
)B

On a vu dans la section 2.3.4 que im τw = Yw = BwB/B, donc on a une section uw : Yw →
Bl(w). On montre alors que

τ ∗w(Xu) =
∑
wI=u

ΓI

et on obtient

∑
wI=u

ΓI ∪
∑
wJ=v

ΓJ = τ ∗w(XuXv) = τ ∗w

 ∑
l(w′)=l(u)+l(v)

cw
′

uvXw′


=

∑
l(w′)=l(u)+l(v)

cw
′

uvτ
∗
w(Xw′) = cwuvΓ(1,...,1).

De même, dans le cas équivariant, on montre que

τ ∗w(Xu) =
∑
wI=u

ΓI

et on obtient la même formule.

Revenons-en au résultat qui nous intéresse :

Idée de démonstration. de 3.3.13
Il su�t de montrer que si l(wsi) = l(w)− 1, alors on a

∆i(Xw) = Xwsi .

Par hypothèse, il existe une expression réduite w = sj1sj2 · · · sjl(w)−1
si. Reprenons la multipli-

cation τw : Bl(w) → G/B. On a un carré commutatif

ET ×T Bl(w)

π

��

τw // ET ×T G/B
p2

��
ET ×T Bl(w)/Pi

τw // ET ×T G/Pi

On a des �brés
CP1 // ET ×T Bl(w)

π // ET ×T Bl(w)/Pi

et
CP1 // ET ×T G/B

p2 // ET ×T G/Pi

et notons φ̃ et φ les morphismes de Gysin respectifs (cf C.9). On a un rectangle commutatif

H∗T (Bl(w),Z)
φ̃ // H∗−2

T (Bl(w)/Pi,Z) π∗ // H∗−2
T (Bl(w),Z)

H∗T (G/B,Z)

τ∗w

OO

φ // H∗−2
T (G/Pi,Z)

τw∗

OO

p∗2 // H∗−2
T (G/B,Z)

τ∗w

OO

98



et, par dé�nition, on a p∗2 ◦ φ = ∆i. On montre alors que

π∗ ◦ φ̃(Γ(1,...,1)) = Γ(1,...,1,0) = τ ∗w(Xwsi).

Ainsi, il vient

τ ∗w(Xwsi) = π∗◦φ̃(Γ(1,...,1)) = π∗◦φ̃◦τ ∗w(Xw) = π∗◦τw∗◦φ(Xw) = τ ∗w◦p∗2◦φ(Xw) = τ ∗w(∆i(Xw)).

Or, comme τw : Bl(w) → Yw admet une section uw : Yw → Bl(w), on a que τ ∗w est injective et
on en tire donc que Xwsi = ∆i(Xw), d'où le résultat.

On peut maintenant commencer à étudier la description de GKM. Tout d'abord, remar-
quons que le fait de travailler dans le cadre équivariant permet d'avoir accès au théorème de
localisation. Nous allons tirer pro�t de ce résultat. L'ensemble des points �xes de K/T pour
l'action de T (par multiplication à gauche) est

(K/T )T = {νT/T, ν ∈ W}.

Comme H impair(K/T ) = 0, l'action de T sur K/T est équivariamment formelle et, d'après le
Théorème 2.5.12 la restriction

ι∗ := ι∗K/T : H∗T (K/T )→ H∗T ((K/T )T )

est injective. De plus, on a

H∗T ((K/T )T ) = H∗T

( ⋃
w∈W

{wT/T}

)
=
⊕
w∈W

H∗T (pt) =
⊕
w∈W

H∗(BT ) =
⊕
w∈W

Q[t] ' R|W |

Donc, si l'on note
ι∗ν : H∗T (K/T )→ H∗(BT )

la restriction induite par ιν : {νT/T} → K/T , alors on a

ι∗ =
⊕
w∈W

ι∗w : H∗T (K/T ) ↪→
⊕
w∈W

Q[t].

On va décrire l'image de ι∗ (qui est isomorphe à H∗T (K/T ) d'après 2.5.12) en termes purement
combinatoires : c'est la présentation de GKM.

Rappelons qu'une racine β ∈ h∗ peut être vue comme un élément polynômial β(z) de
H2(BT ) = Q2[z] ⊂ Q[z] et que le groupe de Weyl W agit sur H∗T (pt) par

w · f(z) = f(w−1(z))

où l'action de W sur (Rn)∗ = t∗ ' {f ∈ H2(BT ) = Q2[z] ; f(0) = 0} provient de celle de W
sur T̂ , elle-même provenant de l'action sur T par conjugaison : W agit donc en permutant
les zi. On dé�nit, pour v, w ∈ W et β ∈ Φ+, la relation binaire

w <β v
def⇐⇒ w = sβv et l(w) < l(v).

La clôture ré�exive transitive de ceci est alors l'ordre de Bruhat. On a alors le résultat
élémentaire suivant
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Lemme 3.3.17. (Lemme d'échange, [49], Lemma 2.2)
Pour une décomposition réduite v = si1 · · · sil(v), on a

w <β v ⇔ ∃1 ≤ k ≤ l(v) ; w = si1 · · · sik−1
sik+1

· · · sil(v) et β = si1 · · · sik−1
(αik).

En particulier, on a

|{β ∈ Φ+ ; ∃w ∈ W ; w <β v}| = l(v), ∀v ∈ W.

Polynômes de Schubert équivariants
Avant d'aller plus loin dans cette analyse, nous allons construire des représentants po-

lynômiaux des classes de Schubert Xw et Xw. Nous retrouverons ces polynômes dans les
algorithmes de conversion.
L'action de T sur K/T est équivariamment formelle, donc par le Corollaire 2.4.23, on a

H∗(K/T ) ' H∗T (K/T )
/
S+
TH

∗
T (K/T ) ' Q[x]

/
Q+[x]W

où Q+[x]W désigne l'idéal de Q[x] engendré par les éléments de degré strictement positif de
Q[x]W et on peut choisir σw(x) ∈ Q[x] un représentant de Xw ∈ H∗(K/T ). D'après [51],
theorem 3.7 et [4], Theorem 3.15, on peut prendre pour polynômes de Schubert,

σw(x) :=

{ 1
|W |
∏

β∈Φ+(−β(x)) si w = w0

∆w−1w0
σw0(x) si w 6= w0

Remarque 3.3.18. D'après [4], Corollary 3.16, si on considère la demi-somme des racines
positive ρ := 1

2

∑
β∈Φ+ β et si ` := l(w0), alors on a

σw0 =
(−ρ)`

`!
.

Cependant, nous n'utiliserons pas cette relation.

Considérons ensuite l'ensemble des k-partitions de w ∈ W : pour une écriture réduite
w = sj1 · · · sjl(w)

, on pose

Pk(w) := {(w1, . . . , wk) ; w1 = sj1 · · · sjl1 , . . . , wk = sjlk−1
· · · sjl(w)

, 1 ≤ jl1 < jl2 < · · · < jlk−1
< l(w)}

De façon équivalente, on peut dé�nir par récurrence Pk(e) = ∅ et, pour 1 ≤ k ≤ l(w),

Pk(w) :=
⋃

si ; l(wsi)=l(w)−1

[{(w1, . . . , wk−1, wksi) ; (w1, . . . , wk) ∈ Pk(wsi)} ∪ {(w1, . . . , wk−1, si) ; (w1, . . . , wk−1) ∈ Pk−1(wsi)}] .

Ensuite, on pose
Se(t, x) := 1

et, pour w ∈ W ,

Sw(t, x) :=

l(w)∑
k=1

∑
(w1,...,wk)∈Pk(w)

(−1)kσw1(t)σw2(t) · · ·σwk−1
(t)(σwk(t)− σwk(x)).

Ce sont les polynômes de Schubert équivariants. Nous verrons des exemples.
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Remarque 3.3.19. Par dé�nition, on a la relation

∆vSw(t, t) = δv,w.

On a un premier résultat :

Proposition 3.3.20. ( [49], Proposition 4.2 et [50], Proposition 7.5)

1. On a

ι∗v(Xw) =

{
0 si (l(v) < l(w) ou (l(v) = l(w) et v 6= w)∏

β∈Φ+ ; ∃u<βw β(t) si v = w

2. Pour f(t, x) ∈ QW [t, x], on a ι∗w(f(t, x)) = f(t, w−1(t)).

Démonstration. Le second point provient du fait que, puisque ιx([pt]) = [e, wT ] et w([e, T ]) =
[e, wT ], on a ιw = w ◦ ι1 et donc ι∗w(f(t, x)) = ι∗1(f(t, w−1(x))) = f(t, w−1(t)).
Pour le premier point, comme Ωw =

⋃
v≥w Ωo

v, les points �xes présents dans Ωw sont les
{vT/T, v ≥ w}, donc ι∗v(Xw) 6= 0 seulement si v ≥ w. Ensuite, si l(wsi) = l(w) + 1, on a par
le lemme 3.3.13,

w(αi)ι
∗
w(Xw) = w(αi)ι

∗
w∆i(Xwsi) = −ι∗w(Xwsi) + ι∗wsi(Xwsi)

et comme ι∗w(Xwsi) = 0, il vient w(αi)ι
∗
w(Xw) = ι∗wsi(Xwsi). Ainsi, pour une écriture réduite

w = si1 · · · sil(w)
, on obtient par récurrence et en utilisant le lemme d'échange 3.3.17,

ι∗w(Xw) =

l(w)∏
k=1

si1 · · · sik−1
(αik) =

∏
β≥0 ; ∃u ; u<βw

β.

Proposition 3.3.21. ( [49], Proposition 4.9)
On a

ι∗v(Sw(t, x)) =

{
0 si (l(v) ≤ l(w) et v 6= w)∏

β∈Φ+ ; ∃u<βw β(t) si v = w

De plus, si hw(t, x) ∈ Q2l(w)
W [t, x] véri�e hw(t, x) = 0 pour l(v) ≤ l(w) et v 6= w, alors

hw = cSw pour un c ∈ Q.

Démonstration. Tout d'abord, on a

ι∗w(∆if(t, x)) = ι∗w

(
f(t, x)− f(t, si(x))

−αi(x)

)
=
f(t, w−1(t))− f(t, siw

−1(t))

−αi(w−1(t))

=
ι∗wf(t, x)− ι∗wsif(t, x)

−αi(w−1(t))
.

On procède alors par récurrence sur l(w). On a ι∗eSw = 0 si w 6= e. Soit donc u ∈ W tel que
l(u) < l(w) et supposons ι∗uSw = 0. Pour toute ré�exion simple si telle que l(usi) = l(u) + 1,
on a

ι∗usiSw = αi(u
−1(t))ι∗u(∆iSw)− ι∗uSw = αi(u

−1(t))ι∗u(Swsi)
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=

{
0 si u 6= wsi

αi(u
−1(t))

∏
β ; ∃v<βu β(t) si u = wsi

donc par récurrence sur l(u) et par la condition d'échange 3.3.17, on obtient

ι∗v(Sw(t, x)) =

{
0 si l(v) ≤ l(w) et v 6= w∏l(w)

k=1 αik((si1 · · · sik−1
)−1(t)) si v = w

=

{
0 si l(v) ≤ l(w) et v 6= w∏

β≥0 ; ∃u<βw β(t) si v = w

avec w = si1 · · · sil(w)
une décomposition réduite.

Ensuite, pour prouver la seconde assertion, prenons hw ∈ Q2l(w)
W [t, x] satisfaisant la condition

de l'énoncé. Comme ι∗w(h(t, x)) − ι∗sβw(h(t, x)) est divisible par β(t) et comme deux racines
positives distinctes sont linéairement indépendantes, on a que ι∗w(hw(t, x)) est divisible par∏

β∈Φ+ ; ∃u<βw β(t). Ceci provient du fait que les β(t) apparaissant dans ce produit sont deux
à deux premiers entre eux, puisqu'ils sont linéairement indépendants et homogènes de degré
1. Pour des raisons de degré, on a un c ∈ Q tel que ι∗w(hw(t, x)) = c

∏
∃u<βw β. Posons

h′w := hw − cSw. Alors, ι∗v(h
′
w(t, x)) = 0 si l(v) ≤ l(w). Soit u ∈ W de longueur minimale

tel que ι∗u(h
′
w(t, x)) 6= 0. Alors, par le même argument que ci-dessus, on a que ι∗u(h

′
w(t, x))

est divisible par
∏

β∈Φ+ ; ∃vβu β(t). Mais on doit avoir 2l(u) > 2l(w) et ceci est absurde pour
des raisons de degré. Par injectivité de ι∗K/T , on a donc h′w(t, x) = 0, donc hw = cSw comme
souhaité.

En combinant les Proposition 3.3.20 et 3.3.21, on obtient alors le résultat-clef suivant :

Théorème 3.3.22. La classe de Sw(t, x) dans H∗T (K/T ) est Xw.

Proposition 3.3.23. (Formule d'interpolation de Newton, [49], Proposition 4.6)
Pour tout f(t, x) ∈ QW [t, x], on a

f(t, x) =
∑
w∈W

∆w(f)(t, t)Sw(t, x).

Démonstration. Par le théorème 3.3.22, on peut écrire f(t, x) =
∑

v cv(t)Sv(t, x) où cv(t) ∈
Q[t] = H∗(BT ). On a alors, avec la remarque 3.3.19,

∆wf(t, t) =
∑
v∈W

cv(t)∆wSv(t, t) =
∑
v∈W

cv(t)δv,w = cw(t),

d'où le résultat.

Nous sommes maintenant en�n en mesure de donner la description de GKM :

Dé�nition 3.3.24. On dé�nit l'anneau de Goresky-Kottwitz-MacPherson de W par

H∗(G,Q) :=

{
h = (hw(t))w∈W ∈

⊕
w∈W

Q[t] ; ∀β ∈ Φ+, w <β v ⇒ hw − hv ∈ 〈β〉

}
,

la multiplication s'e�ectuant composante par composante.
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D'après 3.3.4 et 3.3.20, on a

ι∗w(f(t, x))− ι∗sβw(f(t, x)) = f(t, w−1(t))− f(t, w−1sβ(t)) ∈ 〈β(t)〉 .

Ainsi, le morphisme

ι∗ =
⊕

w∈W ι∗w : QW [t, x] → H∗(G,Q)
f(t, x) 7→ f(t, w−1(t))

est bien dé�ni. De plus, ι∗ est injectif. On a déjà vu que ceci découle de l'équivariant formalité
de l'action T � K/T , mais on peut aussi le prouver directement en utilisant la formule de
Newton 3.3.23. En e�et, si ι∗w(f) = 0 pour tout w ∈ W , alors ι∗w(∆v(f)) = 0 pour tous
v, w ∈ W , donc 0 = ι∗e(∆v(f)) = ∆v(f)(t, t) et donc f = 0.

Théorème 3.3.25. ( [49], Corollary 4.10 et [37], Theorem 1.2.2 et Theorem 7.2)
Le morphisme d'algèbres

ι∗ : H∗T (K/T )→ H∗(G,Q)

est un isomorphisme.

Démonstration. Il su�t de montrer la surjectivité. Soit donc (hw(t, x))w ∈ H∗(G,Q). On
peut supposer qu'il existe v ∈ V tel que hv(t, x) 6= 0 et hu(t, x) = 0 dès que l(u) < l(w).
Alors, si u <β v, on a hv(t, x) ∈ 〈β(t)〉. Là encore, comme deux racines positives distinctes
donnent des polynômes premiers entre eux, on a

hv(t, x) ∈

〈 ∏
β∈Φ+ ; ∃u<βv

β(t)

〉
.

Posons

h′w(t, x) := hw(t, x)− hv(t, x)∏
β≥0 ; ∃u<βv β(t)

ι∗w(Sv(t, x)).

Alors (h′w)w ∈ H∗(G,Q) et on a h′v(t, x) = 0. En itérant ce processus, on obtient bien que
(hw)w ∈ im ι∗.

L'isomorphisme ι∗ : H∗T (K/T )→ H∗(G,Q) s'appelle la présentation de GKM.

Dé�nition 3.3.26. Au groupe de Weyl W , on peut associer le graphe de GKM G = (V,E),
qui permet de visualiser la situation. L'ensemble des sommets V de G est W et on met une
arête entre u et v si v <β u pour un β ∈ Φ+, auquel cas on dénote par (β) l'arête en question.

Au passage, on peut calculer l'e�et des di�érences divisées sur l'anneau H∗(G,Q) :

Lemme 3.3.27. ( [50], Corollary 7.3)
Pour h = (hw)w ∈ H∗(G,Q), on a

(∆i(h))w =
hw − hwsi
−w(αi)

.
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Démonstration. Par le Théorème 3.3.25, on peut choisir f(t, x) ∈ QW [t, x] tel que f(t, w−1(t)) =
ι∗v(f(t, x)) = hw(t). Alors, par 3.3.4, on a

(∆i(h))w = ι∗w(∆if(t, x)) = ι∗w

(
f(t, x)− f(t, si(x))

−αi(x)

)

=
f(t, w−1(t))− f(t, siw

−1(t))

−αi(w−1(t))
=
hw(t)− hwsi(t)
−w(αi)(t)

.

On obtient ainsi une description purement combinatoire de H∗T (K/T ), en termes de
graphe. Notons que, comme pour la présentation de Borel, la présentation de GKM pré-
sente l'avantage de décrire la multiplication dans H∗T (K/T ) : c'est la multiplication terme à
terme dans

⊕
wQ[t]. Cependant, on perd là encore le lien avec les classes de Schubert Xw ;

bien que l'on visualise mieux la situation qu'avec l'approche de Borel. Un algorithme per-
mettant de passer de Schubert à GKM et réciproquement donnerait une deuxième solution
au problème des constantes de structure. C'est ce que nous allons inspecter maintenant.

3.4 Algorithmes de conversion

Avant de présenter les algorithmes proprement dis, nous allons donner quelques résultats
techniques concernant l'action du groupe de Weyl sur H∗T (K/T ) et, plus particulièrement,
sur les classes de Schubert. Tout d'abord, on a le lemme trivial suivant :

Lemme 3.4.1. (Formule de Leibniz, [49], Lemma 5.3)
Pour f, g ∈ QW [t, x], on a

∆i(f(t, x)g(t, x)) = ∆i(f(t, x))g(t, x) + f(t, si(x))∆i(g(t, x)),

i.e.
∆i(fg) = (∆if)g + si(f)∆i(g).

Lemme 3.4.2. ( [49], Lemma 5.1)
Si ωi ∈ Q2[t] désigne le ième poids fondamental, alors on a

Ssi(t, x) = ωi(t)− ωi(x).

Démonstration. Par dé�nition, puisque si est une ré�exion simple, on a Ssi(t, x) = σsi(x)−
σsi(t). Pour conclure, il reste donc à montrer que σsi = −ωi. Rappelons que l'on a, pour
j 6= i, si(ωj) = ωj et si(ωi) = ωi − αi, d'où

∆j(ωi) = −δi,j =

{
−1 si i = j
0 si i 6= j
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De plus, comme Sw(0, x) = σw(x), par 3.3.13 et 3.3.22, il vient

∆j(σsi) = ∆j(Ssi(0, x)) = ∆j(Ssi)(0, x) = ∆j(Xsi)(0, x) = δi,j =

{
1 si i = j
0 si i 6= j

Ainsi, on a ∆j(σsi+ωi) = 0 pour tout j, ce qui entraîne sj(σsi+ωi) = σsi+ωi. Autrement dit,
σsi +ωi est W -invariant. Or, comme σsi(t) +ωi(t) ∈ Q2[t] = H2

T (pt) est sans terme constant,
c'est une forme linéaire sur h et comme les poids fondamentaux forment une base de h∗, on
peut trouver des λj ∈ C tels que σsi + ωi =

∑
j λjωj. Il vient �nalement

∀j, σsi + ωi = sj(σsi + ωi) =
∑
k

λksj(ωk) =
∑
k 6=j

λkωk + λj(ωj − αj) = (σsi + ωi)− λjαj.

Donc, λj = 0 pour tout j et on obtient bien σsi + ωi = 0.

Proposition 3.4.3. (Formule de Chevalley, [49], Proposition 5.2)
On a

SsiSw =
∑

β∈Φ+ ; l(wsβ)=l(w)+1

2
〈β, ωi〉
〈β, β〉

Swsβ + (ωi(t)− ωi(w−1(t)))Sw.

Démonstration. Pour un mot réduit v = si1 · · · sil(v) et L ⊂ {1, . . . , l(v)}, on dé�nit un sous-
mot vL de v par

vL = s
εi1
i1
s
εi2
i2
· · · s

εil(v)
il(v)

où εj = 1L =

{
0 si j /∈ L
1 si j ∈ L

Soit aussi

∆′L := φi1 ◦ φi2 ◦ · · · ◦ φil(v) où φij =

{
∆ij si j /∈ L
sij si j ∈ L

Soit encore
ΦW
v :=

∑
L⊂{1,...,l(v)} ; vL=w

∆′L.

En itérant la formule de Leibniz 3.4.1, on a

∆v(SuSw)(t, t) = Φw
v (Su)(t, t) = Φu

v(Sw)(t, t)

et, par la formule de Newton 3.3.23, il vient alors

SuSw =
∑
v≥w

Φw
v (Su)(t, t) ·Sv(t, x).

Donc ici,
SsiSw =

∑
v≥w

Φw
v (ωi(t)− ωi(x))(t, t) ·Sv(t, x).

Pour des raisons de degré, Φw
v (ωi(t) − ωi(x))(t, t) s'annule sauf si v = w ou l(v) = l(w) + 1.

En e�et, Si l(v) ≥ l(w) + 2, dans vL = s
εi1
i1
· · · s

εil(v)
il(v)

= w, on a i 6= j ∈ {1, . . . , l(v)}
tels que i, j /∈ L ; donc au-moins deux opérateurs ∆ik apparaissent dans ∆′L et comme les
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di�érences divisées simples diminuent le degré par 2 et comme deg(ωi) = 2, on doit avoir
∆′L((ωi(t)− ωi(x))(t, t) = 0 et donc Φw

v (ωi(t)− ωi(x))(t, t) = 0. Ensuite, pour v = w, on a

Φw
w(ωi(t)− ωi(x))(t, t) = (ωi(t)− ωi(w−1(x)))(t, t) = ωi(t)− ωi(w−1(t))

et, pour l(v) = l(w) + 1, on peut écrire v = wsβ pour un β ∈ Φ+. Par la condition d'échange
3.3.17, on a alors

Φw
v (ωi(t)− ωi(x))(t, t) =

ωi(t)− ωi(x)− (ωi(t)− ωi(sβ(x)))

−β(x)
= 2
〈β, ωi〉
〈β, β〉

,

d'où le résultat.

Proposition 3.4.4. ( [51], Proposition 3.3)

1. On a

siXw =

{
Xw − w(αi)(t)Xwsi −

∑
β∈Φ+ ; l(wsisβ)=l(w) 2 〈αi,β〉〈β,β〉 Xwsisβ si l(wsi) = l(w)− 1

Xw si l(wsi) = l(w) + 1

2. Dans la présentation de Borel, W agit sur le facteur de droite de R ⊗RW R par la
représentation standard (i.e. W agit sur les variables du facteur de droite),

3. Pour h ∈ H∗(G,Q), on a
(w ◦ h)v = hvw.

Démonstration. 1. Par 3.3.13, si l(wsi) = l(w)− 1, alors on a

siXw = Xw + αi(x)Xwsi . (15)

Par la formule de Chevalley 3.4.3, il vient

(ωi(t)− ωi(x))Sw = SsiSw =
∑

β ; l(wsβ)=l(w)+1

2
〈β, ωi〉
〈β, β〉

Swsβ + (ωi(t)− ωi(w−1(t)))Sw,

d'où

ωi(x)Sw(t, x) = w(ωi)(t)Sw −
∑
β

2
〈β, ωi〉
〈β, β〉

Swsβ ,

donc

αi(x)Sw(t, x) = w(αi)(t)Sw −
∑
β

2
〈αi, β〉
〈β, β〉

Swsβ

et donc

αi(x)Xw = w(αi)(t)Xw −
∑
β

2
〈αi, β〉
〈β, β〉

Xwsβ

et, combiner ceci avec (15) donne le résultat.

2. C'est la dé�nition.

3. C'est facile à voir : si h = ι∗(f(t, x)), alors on calcule

hvw = ι∗vw(f(t, x)) = f(t, (vw)−1(t)) = f(t, w−1v−1(t))

= ι∗v(f(t, w−1(x))) = (ι∗(f(t, w−1(x))))v = (w ◦ ι∗(f(t, x)))v = (w ◦ h)v.

Passons maintenant à la conversion :
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3.4.1 Borel −→ GKM

Le problème est le suivant :

Étant donné f(t, x) ∈ QW [t, x], trouver une famille h = (hv)v∈W ∈ H∗(G,Q) qui repré-
sente la classe de f(t, x).

Dé�nissons ev(f(t, x)) = f(t, t), i.e.

ev : Q[t, x] → Q[t]
ti, xi 7→ ti

Alors, on a par 3.3.20
ι∗e(f(t, x)) = ev(f(t, x))

et
v ◦ ι∗e = ι∗v.

On obtient alors, avec le point 3. de 3.4.4,

Théorème 3.4.5. ( [51], Proposition 3.5)
La suite (ev ◦ v(f(t, x)))v∈W ∈ H∗(G,Q) représente la même classe que f(t, x).

3.4.2 Schubert −→ Borel

On se pose la question suivante :

Trouver Sw ∈ H∗(BT )⊗H∗(BT )W H∗(BT ) = R ⊗RW R représentant la classe de Schubert
équivariante Xw.

Ce problème à déjà été résolu par le Théorème 3.3.22. C'est-à-dire que l'on prend

Sw(t, x) =

l(w)∑
k=1

∑
(w1,...,wk)∈Pk(w)

(−1)kσw1(t)σw2(t) · · ·σwk−1
(t)(σwk(t)− σwk(x)).

où

Pk(w) = {(w1, . . . , wk) ; w1 = sj1 · · · sjl1 , . . . , wk = sjlk−1
· · · sjl(w)

, 1 ≤ jl1 < jl2 < · · · < jlk−1
< l(w)}

et

σw0 =
1

|W |
∏
β∈Φ+

(−β), σw = ∆w−1w0
σw0 .

3.4.3 Schubert −→ GKM

Le but ici est :

Trouver h = (hv)v∈W ∈ H∗(G,Q) représentant Xw.

Celui-ci est atteint avec le résultat suivant :
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Théorème 3.4.6. (Formule de Billey, [51], Theorem 3.9 et [49], Corollary 4.11)
Soit v = si1 · · · sil(v) un mot réduit. Posons

Qv(w) := {(j1, . . . , jl(w)), 1 ≤ j1 < · · · < jl(w) ≤ l(v) ; sij1 · · · sijl(w)
= w}.

Alors, l'image de Xw par la localisation est déterminée par

hv = ι∗v(Xw) =
∑

(j1,...,jl(w))∈Qv(w)

βj1 · · · βjl(w)
, où βjk = si1 · · · sijk−1

(αjk).

Démonstration. Par la condition d'échange 3.3.17, on voit que le membre de droite est dans
l'anneau de GKM H∗(G,Q). Comme QW [t, x] ' H∗(G,Q), il existe g(t, x) ∈ QW [t, x] tel que
ι∗v(g(t, x)) =

∑
Qv(w) βj1 · · · βjl(w)

. Alors, g(t, x) véri�e la condition de la seconde assertion de
3.3.21, d'où g = cSw et on a c = 1.

3.4.4 GKM −→ Schubert

Le problème est ici le suivant :

Étant donné un h = (hv)v∈W ∈ H∗(G,Q), trouver des dw ∈ Q[t] = H∗(BT ) tels que∑
w∈W dwXw représente la même classe que h.

D'après 3.3.20 et 3.4.6, on a
ι∗e(Xw) = δw,e

et en combinant ceci avec 3.3.19, il vient

dw =
∑
v

dvι
∗
e(∆w(Xw)) = ι∗e

(
∆w

(∑
v

dvXv

))
= (∆w(h))e.

Ainsi, on obtient le

Théorème 3.4.7. ( [51], Proposition 3.11)
Une suite de polynômes h ∈ H∗(G,Q) représente la classe∑

w∈W

(∆w(h))eXw.

3.4.5 Borel −→ Schubert

La question est :

Étant donné f(t, x) ∈ QW [t, x], trouver des dw ∈ Q[t] = H∗(BT ) tels que
∑

w∈W dwXw
représente la même classe que f(t, x).

On a encore

dw = ι∗e

(
∆w

(∑
v

dvXv

))
= (∆w(ι∗(f(t, x))))e = ι∗e∆w(f(t, x)) = ev(∆w(f)(t, x)),

d'où le
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Théorème 3.4.8. ( [51], Proposition 3.13)
Un double polynôme f(t, x) ∈ QW [t, x] représente la classe∑

w∈W

ev(∆w(f))Xw.

Mentionnons en passant le lemme calculatoire pratique suivant, que nous avons en somme
déjà démontré plus haut :

Lemme 3.4.9. ( [51], Lemma 3.14)

1. L'opérateur ∆w est Q[t]-linéaire.

2. On a la formule de Leibniz

∆i(fg) = ∆i(f)g + si(f)∆i(g).

3. Si ωj est un poids fondamental, alors

si(ωj) =

{
ωi − αi si i = j
ωj si i 6= j

4. En particulier, en itérant la formule de Leibniz, on a

∆i(g(t, x)ωi(x)m) = g(t, x)
m∑
k=1

(ωi(x)− αi(x))k−1ωi(x)m−k,

où g(t, x) est un polynôme en les ti et les ωj(x), pour j 6= i.

3.4.6 GKM −→ Borel

Ce problème �nal peut se décrire ainsi :

Étant donné h = (hv)v∈W ∈ H∗(G,Q), trouver f(t, x) ∈ QW [t, x] qui représente la même
classe que h.

Par 3.4.5, ceci est équivalent au problème d'interpolation suivant :

Trouver f(t, x) ∈ QW [t, x] tel que ev(v ◦ f(t, x)) = hv pour tout v ∈ W .

Bien-sûr, une solution est de convertir h en une combinaison linéaire de classes de Schubert
Xw en utilisant 3.4.7, puis utiliser ensuite 3.3.22 pour transformer le résultat en un polynôme
f(t, x) dans la présentation de Borel. C'est le schéma que nous emploierons dans nos exemples.
Cependant cette méthode devient vite longue et coûteuse ; et il n'existe en fait pas (à ce
jour) d'algorithme direct plus e�cace pour résoudre ce problème. Notons tout-de-même que,
si Sw0 est trouvé, alors on calcule les Sw par Sw = ∆w−1w0

Sw0 . Malgré cela, le problème de
détermination de Sw0 est en général très di�cile...
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3.5 Pratique des algorithmes

Nous allons ici mettre en ÷uvre les algorithmes vus plus haut dans une série d'exemples
précis. Comme nous le verrons, la connaissances du groupe et de son tore ne sont pas requises ;
on a seulement besoin de leur système de racines. Pour les descriptions des systèmes de racines
que nous utiliserons, on renvoie le lecteur à [70], Chapter 18 et [35], Lecture 21. Pour ce qui
est des illustrations, on se réfère également à [35].

K = SU(2)

On démarre avec un exemple quasiment trivial. Ici, on a

T =

{(
eiθ 0
0 e−iθ

)
, θ ∈ R

}
' S1.

On peut ici décrire explicitement la variété de drapeaux : on a

K/T ' CP1 = e0 ∪ e2.

L'algèbre de Lie de K est k = su2 et on a

t ' {(z1, z2) ∈ R2 ; z1 + z2 = 0}, h ' C2.

Le système de racines de g = kC = sl2 et de type A1 est donné par

Φ = {±α}, Φ+ = Π = {α},

où α = z1 − z2 et on le représente par

−α • //oo α

Son diagramme de Dynkin est bien-entendu

α •

La ré�exion simple s := sα véri�e s(z1) = z2 et on a W = 〈s〉 = {e, s} ' S2. De plus, on a
le poids fondamental ω(z) = z1, ainsi que

H∗T (pt) =
Q[z1, z2]

(z1 + z2)
' Q[α],

et

QW [t, x] =
Q[t1, t2, x1, x2]

(t1 + t2, x1 + x2, t1t2 − x1x2)
,

puisque H∗T (pt)W ' Q[z1z2]. Le graphe GKM est

s

α

e

On a alors

Ss(t, x) = σs(x)− σs(t) = t1 − x1, car σs(z) =
1

2
(−α(z)) =

z2 − z1

2
= −z1.
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Notons qu'au passage, on retrouve le fait que σs + ω = 0. Donnons-nous f(t, x) := t1t2x1 ∈
QW [t, x] dans la présentation de Borel. Déterminons l'écriture h de f dans la présentation de
GKM : par 3.4.5, on a hv = ev ◦ v(f(t, x)) pour v ∈ W . Ici, on a he = t21t2 et hs = t1t

2
2, donc

h est donné par
t1t

2
2

α

t21t2

Exprimons ensuite h dans la base de Schubert. Par 3.4.7, il nous faut calculer les (∆v(h))e
pour v ∈ W . On a (∆e(h))e = he = t21t2. Ensuite, par 3.3.27,

(∆s(h))e =
he − hs
−α

= t1t2,

et donc dans la présentation de Schubert, f s'écrit t21t2 + t1t2Xs. Remarquons qu'ici, on a bien

t21t2 + t1t2Ss = t21t2 + t1t2

(
x1 − x2 + t2 − t1

2

)
=
t1t2
2

(t1t2 + x1 − x2) = t1t2x1 = f(t, x),

où la dernière égalité est valable dans le quotient QW [t, x]. On a une autre méthode pour
décomposer f dans la base de Schubert. D'après 3.4.8, f représente la classe de ev(∆e(f)) +
ev(∆s(f))Ss et ici, on retrouve bien l'expression t21t2 + t1t2Ss. Cherchons ensuite h ∈
H∗(G,Q) représentant Xs. D'après 3.4.6, on doit prendre

he = ι∗e(Xs) = 0 et hs = ι∗s(Xs) = α(t) = t2 − t1,

ce qui donne pour h
t2 − t1

α

0

et cela convient puisque dans l'autre sens, on a en appliquant 3.4.7,

(∆e(h))e + (∆s(h))eSs =
he − hs
−α

Ss = Ss.

K = SU(3)

Passons maintenant à un exemple un peu plus intéressant. Ici, on a T ' (S1)2, k = su3 et

t = {(z1, z2, z3) ∈ R3 ; z1 + z2 + z3 = 0}.

Le système de racines de g = sl3 et de type A2, donné par

α := z1 − z2, β := z2 − z3, Φ = {±α,±β,±(α + β)}, Φ+ = {α, β, α + β}, Π = {α, β},
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et représenté par
β α + β

−α •

[[ DD

����

//oo α

−α− β −β
et on a son diagramme de Dynkin

α • • β
Ensuite, si sα := (12) et sβ := (23), alors on a

W =
〈
sα, sβ | s2

α = s2
β = (sαsβ)3 = 1

〉
=
〈
sα, sβ | s2

α = s2
β = 1, sαsβsα = sβsαsβ

〉
' S3,

cette dernière présentation permettant de voir W comme un groupe de Coxeter. Celui-ci agit
de façon naturelle sur t∗ par

sα(z1) = z2

sα(z2) = z1

sα(z3) = z3

et


sβ(z1) = z1

sβ(z2) = z3

sβ(z3) = z2

et l'élément le plus long est w0 = sαsβsα. Ensuite, on a

R := H∗T (pt) =
Q[z1, z2, z3]

(z1 + z2 + z3)
' Q[α, β]

et
RW = Q[e2, e3], où e2 = z1z2 + z2z3 + z1z3, e3 = z1z2z3.

Ainsi,
H∗T (K/T ) = QW [t, x] ' R⊗RW R

' Q[t1, t2, t3, x1, x2, x3]

(t1 + t2 + t3, x1 + x2 + x3, t1t2 + t2t3 + t1t3 − x1x2 − x2x3 − x1x3, t1t2t3 − x1x2x3)

et le graphe GKM est donné par

sαsβsα
β α

α+β
sαsβ

α+β

α
sβsα

α+β

βsα

α

sβ

β

e

Calculons ensuite les polynômes de Schubert σw. On a bien-sûr σe(x) = 1. Ensuite, on a la
formule

σw0(x) =
1

|W |
∏
γ∈Φ+

(−γ(x)) =
(x2 − x1)(x3 − x2)(x3 − x1)

6
.
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On peut alors calculer, en utilisant 3.3.4,

σsαsβ(x) = ∆(sαsβ)−1w0
σw0 = ∆sβsαsαsβsασw0 = ∆sασw0 =

(x3 − x2)(x3 − x1)

3
,

puis

σsβsα(x) = ∆sβσw0 =
(x2 − x1)(x3 − x1)

3
.

On peut alors continuer en écrivant

σsα(x) = ∆sαsαsβsασw0 = ∆sβ ◦∆sασw0 = ∆sβσsαsβ =
x2 + x3 − 2x1

3
= −x1

et

σsβ(x) = ∆sα ◦∆sβσw0 = ∆sασsβsα =
2x3 − x1 − x2

3
= x3.

Au passage, puisque les poids fondamentaux sont donnés par

ωα(x) = x1 et ωβ(x) = −x3,

on retrouve encore σsγ + ωγ = 0 pour γ ∈ Π. Calculons ensuite quelques polynômes de
Schubert équivariants. On a Se = 1. Ensuite, par 3.4.2, on a

Ssα(t, x) = ωα(t)− ωα(x) = t1 − x1, et Ssβ(t, x) = ωβ(t)− ωβ(x) = x3 − t3.

Ensuite, pour appliquer 3.3.22, on calcule

P1(sαsβ) = {(sαsβ)} et P2(sαsβ) = {(sα, sβ)},

puis

Ssαsβ(t, x) = −(σsαsβ(t)−σsαsβ(x))+σsβ(t)(σsα(t)−σsα(x)) =
2

3
(x1x2−t1t2)+

x3 − t3
3

(3t1+t3+x3).

De même, on a

Ssβsα(t, x) =
2

3
(x2x3 − t2t3) + t1(x3 − t3) +

x2
1 − t21

3
.

De la même manière, on a
P1(w0) = {(sαsβsα)} = {(w0)}
P2(w0) = {(sαsβ, sα), (sα, sβsα), (sβsα, sβ), (sβ, sαsβ)}
P3(w0) = {(sα, sβ, sα), (sβ, sα, sβ)}

d'où

Sw0(t, x) = −(σw0(t)− σw0(x)) + σsαsβ(t)(σsα(t)− σsα(x)) + σsα(t)(σsβsα(t)− σsβsα(x))

+σsβ(t)(σsαsβ(t)− σsαsβ(x)) + σsβsα(t)(σsβ(t)− σsβ(x))

−σsα(t)σsβ(t)(σsα(t)− σsα(x))− σsβ(t)σsα(t)(σsβ(t)− σsβ(x))

= −t31 − x2
1x2 + t1t2x1 + t1x

2
1 + t1t2t3 − t3x1x2 − t21x3 + t1t3x1 + t1t

2
3 − t1t3x3.

Donnons-nous maintenant un représentant polynômial d'une classe de cohomologie, dans
la présentation de Borel :

f(t, x) := t1x1x2 ∈ QW [t, x],
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puis convertissons-le dans les deux autres présentations. Commençons par celle de GKM. Par
le Théorème 3.4.5, h = h(hv)v∈W ∈ H∗(G,Q) est donné par hv = ev ◦ v(f(t, x)). Ici, on a
immédiatement

he = f(t, t) = t21t2, hsα = f(t1, t2, t3, t2, t1, t3) = t21t2, hsβ = t21t3,

hsαsβ = t1t2t3, hsβsα = t21t3, hw0 = hsαsβsα = t1t2t3.

La représentation graphique de h = (hv)v est alors

t1t2t3

t1t2t3 t21t3

t21t2 t21t3

t21t2

On peut aussi déterminer la présentation de Schubert de f(t, x). Nous allons le faire de deux
façons.
Commençons par décomposer f en combinaison Q[t1, t2, t3]-linéaire de classes de Schubert en
utilisant sa présentation de Borel. Par le Théorème 3.4.8, la classe de f est représentée par∑

w ev(∆w(f))Xw. Ici, on a

∆e(f) = f, ∆sα(f)) =
t1x1x2 − t1x2x1

x2 − x1

= 0, ∆sβ(f)) =
t1x1x2 − t1x1x3

x3 − x2

= −t1x1,

∆sαsβ(f) = t1, ∆sβsα(f) = 0, ∆w0(f) = 0

et on trouve alors

f(t, x) = ev(∆e(f)) + ev(∆sβ(f))Xsβ + ev(∆sαsβ(f))Xsαsβ = t21t2 − t21Xsβ + t1Xsαsβ .

On peut retrouver cette formule en utilisant la présentation de GKM. D'après 3.4.7, h ∈
H∗(G,Q) représente la classe

∑
w(∆w(h))eXw. On calcule alors

(∆e(h))e = he = t21t2, (∆sα(h))e =
he − hsα
−α

= 0, (∆sβ(h))e =
he − hsβ
−β

= −t21,

(∆sαsβ(h))e =
(∆sβ(h))e − (∆sβ(h))sα

−α
= t1, (∆sβsα(h))e = (∆w0(h))e = 0

et on retrouve bien que f = t21t2 − t21Xsβ + t1Xsαsβ .
Reprenons le polynôme double de Schubert

f(t, x) = t21t2 − t21Xsβ + t1Xsαsβ .

Convertissons-le dans la présentation GKM. D'après 3.4.6, pour une écriture réduite v =
si1 · · · sil(v) , on doit calculer

hv =
∑
Qv(w)

βj1 · · · βjl(w)
, où βjk = si1 · · · sijk−1

(αik)
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On a évidemment que Xe = 1 est envoyé sur

1

1 1

1 1

1

Calculons h(Xsβ) (on a pris ici des notations évidentes). On a

Qe(sβ) = Qsα(sβ) = ∅, Qsβ(sβ) = {(1)},

Qsαsβ(sβ) = {(2)}, Qsβsα(sβ) = {(1)}, Qw0(sβ) = {(1), (3)},

donc

he = hsα = 0, hsβ = t2− t3, hsαsβ = t1− t3, hsβsα = t2− t3, hw0 = α(t)+sαsβ(α)(t) = t1− t3

et donc h(Xsβ) est donné par

t1 − t3

t1 − t3 t2 − t3

0 t2 − t3

0

Ensuite, on a
Qe(sαsβ) = Qsα(sαsβ) = Qsβ(sαsβ) = Qsβsα(sαsβ) = ∅,

Qsαsβ(sαsβ) = {(1, 2)}, Qw0(sαsβ) = {(1, 2)}

et donc h(Xsαsβ) est donné par

(t1 − t2)(t1 − t3)

(t1 − t2)(t1 − t3) 0

0 0

0
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On obtient alors une représentation de ι∗(t21t2 + t1Xsαsβ − t21Xsβ) :

t21t2

t21t2 t21t2

t21t2 t21t2

t21t2

− t21(t1 − t3)

t21(t1 − t3) t21(t2 − t3)

0 t21(t2 − t3)

0

+ t1(t1 − t2)(t1 − t3)

t1(t1 − t2)(t1 − t3) 0

0 0

0

= t1t2t3

t1t2t3 t21t3

t21t2 t21t3

t21t2

et on retrouve bien la forme vue plus haut.
Convertissons maintenant notre combinaison linéaire de classes de Schubert en un poly-

nôme dans la présentation de Borel. Par 3.3.22, la classe Xw est représentée par le polynôme
Sw(t, x). Rappelons que l'on a

Se(t, x) = 1, Ssβ(t, x) = x3 − t3, Ssαsβ(t, x) =
2

3
(x1x2 − t1t2) +

x3 − t3
3

(3t1 + x3 + t3).

On obtient alors

t21Se − t21Ssβ + t1Ssαsβ =
t21t2
3

+
2

3
t1x1x2 +

x3 − t3
3

(x3t1 + t1t3) = . . . = t1x1x2 = f(t, x),

qui est bien le polynôme duquel nous somme partis.

Remarque 3.5.1. Dans [51], on renverse le signe des racines, i.e. α = z2 − z1 et β = z3 − z2.
Notons également que, dans le cas particulier du type An, on peut simpli�er les polynômes
de Schubert σw en utilisant les polynômes de Lascoux-Schützenberger (cf [49], Remark 4.4).
Ici, ils sont donnés par (en prenant la convention de Kaji pour les racines)

σe = 1, σsα = x1 = −ωα, σsβ = −x3 = −ωβ, σsαsβ = x1x2, σsβsα = x2
1, σw0 = x2

1x2

et on a alors
Se = 1, Ssα = x1 − t1, Ssβ = t3 − x3,

Ssαsβ = (x1 − t1)(x2 − t1), Ssβsα = (x1 − t1)(x1 − t2), Sw0 = (x1 − t1)(x1 − t2)(x2 − t1).

On retrouve alors plus rapidement le fait que

t1x1x2 = t21t2 + t21Ssβ + t1Ssαsβ .
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K = SO(5)

Examinons un autre exemple, dans lequel le système de racines est de type B2. Prenons
K = SO(5) avec

T =




cos θ1 − sin θ1

sin θ1 cos θ1

cos θ2 − sin θ2

sin θ2 cos θ2

1

 , θ1, θ2 ∈ R

 ' (S1)2

de telle sorte que

G = SO5(C) =

M ∈ GL5(C) ; M

 1
�

1

 tM =

 1
�

1


et que

g = so5(C).

Cette algèbre est de dimension 10, de rang 2 et on a le système de racines

Φ = {±x1,±x2,±x1±x2}, Φ+ = {x1, x2, x1±x2} = {α, β, α+β, 2α+β}, Π = {x1−x2, x2}

représenté par
β α + β 2α + β

−α •

``

~~

@@

��

//oo

OO

��

α

−2α− β −α− β −β
où on a posé α := x2, et β := x1 − x2. Son diagramme de Dynkin est alors

α • ks • β

Le groupe de Weyl est donné par

W = (Z/2Z)2 oS2,

où S2 agit de façon évidente sur (Z/2Z)2. S2 agit sur Φ en échangeant x1 et x2 ; et (Z/2Z)2

agit en changeant le signe des variables. Ainsi, en notant S2 = {e, s := (12)}, sα := (0, 0) · s
et sβ := (0, 1) · e = (0, 1), on obtient

W = {(0, 0), (1, 1), (1, 0), (0, 1), (0, 0)s, (1, 1)s, (1, 0)s, (0, 1)s}

= {e, (sβsα)2 = (sαsβ)2 =: w0, sβsαsβ, sα, sβ, sαsβsα, sβsα, sαsβ}
et on a la présentation

W =
〈
sα, sβ | s2

α = s2
β = (sαsβ)4 = 1

〉
=
〈
sα, sβ | s2

α = s2
β = 1, (sαsβ)2 = (sβsα)2

〉
' D4.
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Ce groupe W agit sur les variables d'abord en les permutant, puis en changeant leur signe.
Les poids fondamentaux sont donnés par

ωα = x1, ωβ =
x1 + x2

2

On a ensuite

t =




0 x1 0 0 0
x4 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 x2

0 0 0 x3 0

 ∈ k

 ' {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 ; x1 + x4 = x2 + x3},

d'où

R := H∗T (pt) ' Q[z1, z2, z3, z4]

(z1 + z4, z2 + z3)
' Q[z1, z2] ' Q[α, β]

et
RW = Q[e1, e2], où e1 =: z2

1 + z2
2 , e2 := (z1z2)2.

On obtient alors
H∗T (K/T ) = QW [t, x] ' R⊗RW R

' Q[t1, t2, t3, t4, x1, x2, x3, x4]

(t1 + t4, t2 + t3, x1 + x4, x2 + x3, t21 + t22 − x2
1 − x2

2, (t1t2)2 − (x1x2)2)

' Q[t1, t2, x1, x2]

(t21 + t22 − x2
1 − x2

2, (t1t2)2 − (x1x2)2)
.

Ensuite, comme sαsβsα = ssα(β) = sβ+2α et sβsαsβ = ssβ(α) = sα+β, le graphe GKM est
donné par

(sαsβ)2

sβsαsβ sαsβsα

sβsα sαsβ

sβ sα

e

Le top polynôme de Schubert est donné par

σw0 =
(−x1)(−x2)(−x1 + x2)(−x1 − x2)

8
=
x1x2(x1 + x2)(x1 − x2)

8

et on a

σsαsβsα = ∆sβσw0 =
−x1x2(x1 + x2)

4
, σsβsαsβ = ∆sασw0 =

x1(x1 + x2)(x2 − x1)

4
,

puis

σsαsβ = ∆sαsβσw0 =
x2

1

2
, σsβsα = ∆sβsασw0 =

x1(x1 + x2)

2
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puis

σsβ = ∆sαsβsασw0 = −x1 = −ωβ, σsα = ∆sβsαsβσw0 = −x1 + x2

2
= −ωα.

On a aussi

Ssβ(t, x) = ωβ(t)− ωβ(x) = t1 − x1, Ssα(t, x) = ωα(t)− ωα(x) =
t1 + t2 − x1 − x2

2
.

Donnons-nous un polynôme f(t, x) := t1x1
2 + t22x2 ∈ Q[t, x] représentant la classe f ∈

QW [t, x] dans la présentation de Borel. Calculons sa présentation de GKM. On a hv =
ev ◦ v(f(t, x)), ce qui donne ici

he = t31 + t32, hsα = t31 − t32, hsβ = 2t1t
2
2, hsαsβ = 2t1t

2
2, hsβsα = 0,

hsαsβsα = 0, hsβsαsβ = t31 + t32, hw0 = t31 − t32
et on obtient la représentation de h = ι∗(f) :

t31 − t32

t31 + t32 0

0 2t1t
2
2

2t1t
2
2 t31 − t32

t31 + t32

Si l'on veut déterminer sa présentation de Schubert, il nous faut expliciter la somme
∑

w ev(∆w(f))Xw.
Ici, on calcule

∆e(f) = f, ∆sα(f) =
t1x

2
1 + t22x2 − t1x2

1 + t22x2

−x2

= −2t22, ∆sβ(f) = −t1(x1 + x2) + t22,

∆sαsβ(f) = 2t1, ∆sβsα(f) = ∆sβ(−2t22) = 0, ∆sαsβsα(f) = ∆sβsαsβ(f) = ∆w0(f) = 0,

d'où
f(t, x) = t31 + t32 − 2t22Xsα + (t22 − t21 − t1t2)Xsβ + 2t1Xsαsβ .

De plus, si l'on calcule

Ssαsβ(t, x) = −(σsαsβ(t)− σsαsβ(x)) + σsα(t)(σsβ(t)− σsβ(x)) =
(x1 − t1)(x1 − t2)

2
,

alors on retrouve bien

t31 + t32 − 2t22Ssα + (t22 − t21 − t1t2)Ssβ + 2t1Ssαsβ =

t31+t32−2t22
t1 + t2 − x1 − x2

2
+(t22−t21−t1t2)(t1−x1)+t1(x1−t1)(x1−t2) = t22x2+t1x

2
1 = f(t, x).
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En�n, si l'on se donne la classe de cohomologie équivariante donnée par la présentation de
GKM ci-dessus, i.e.

t31 − t32

t31 + t32 0

0 2t1t
2
2

2t1t
2
2 t31 − t32

t31 + t32

et qu'on veut retrouver la présentation de Schubert, on doit calculer
∑

w(∆w(h))eXw. Ici, on
a

(∆e(h))e = he = t31 + t32, (∆sα(h))e =
he − hsα
−α

= −2t22, (∆sβ(h))e =
he − hsβ
−β

= t22− t21− t1t2,

(∆sαsβ(h))e =
(∆sβ(h))e − (∆sβ(h))sα

−α
= 2t1, (∆sβsα(h))e =

(∆sα(h))e − (∆sα(h))sβ
−β

= 0,

(∆sαsβsα(h))e = (∆sβsαsβ(h))e = (∆w0(h))e = 0,

donc
h(t, x) = t31 + t32 − 2t22Xsα + (t22 − t21 − t1t2)Xsβ + 2t1Xsαsβ ,

qui est bien l'expression que l'on attendait, vus les calculs menés plus haut.
On peut aussi prendre pour exemple supplémentaire g(t, x) := t1 +x1 dans la présentation

de Borel et montrer que ses présentations de Schubert et GKM sont respectivement données
par

g(t, x) = t1 + x1 = 2t1 −Ssβ

et
0

0 t1 − t2

t1 + t2 t1 − t2

t1 + t2 2t1

2t1

Notons ici que l'on peut établir à la main directement que g = 2t1−Xsβ puisqueSsβ = t1−x1.
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K = G2

À présent, penchons-nous sur un cas spécial : celui du type exceptionnel G2. Le but de cet
exemple est d'illustrer un fait présenté par Howard Hiller (voir [38]) dans le cas classique, ainsi
que par Kaji (voir [49]) dans le cas équivariant ; à savoir que la structure de la cohomologie
H∗T (K/T,Q) ne dépend que du système de racines Φ de l'algèbre de Lie complexi�ée g = kC,
et non du groupe de Lie lui-même. Nous allons ici déterminer la cohomologie H∗T (G2/T )
et y e�ectuer des calculs sans avoir besoin de décrire G2 ni son algèbre de Lie g2. Signalons
seulement que l'algèbre de Lie g2 existe (on peut la construire explicitement comme dans [35],
Lecture 22, ou abstraitement en utilisant le théorème de Serre, comme dans [45], Sections 18.3
et 18.4). De plus, il existe un groupe de Lie simple compact, connexe et simplement connexe,
de dimension 14 et de rang 2, d'algèbre de Lie g2, résultat di�cile que nous admettrons.
Mentionnons cependant qu'il existe une construction un peu ad hoc mais très jolie de ce
groupe dans [11], �3, Theorem 1. L'idée est de considérer un R-espace vectoriel V de dimension
7, dont on �xe une base (e1, . . . , e7), on prend (ε1, . . . , ε7) sa base duale. Pour 0 ≤ i, j, k ≤ 7,
on note εijk := εi ∧ εj ∧ εk ∈

∧3 V ∗ et on pose

φ := ε123 + ε145 + ε167 + ε246 − ε257 − ε347 − ε356.

Dans ce contexte, on dé�nit

G2 := {g ∈ GL(V ) ; g∗(φ) = φ},

puis on montre que ce groupe matriciel remplit les conditions annoncées.

Revenons à notre exemple et notons g := g2. Si h = tC est son algèbre de Cartan, on a
(cf [70], Chapter 18)

t ' {(ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3 ; ξ1 + ξ2 + ξ3 = 0}.

Le système de racines de g2 est donné par

Φ = {±(ε1 − ε2),±(ε1 − ε3),±(ε2 − ε3),±(2ε1 − ε2 − ε3),±(2ε2 − ε1 − ε3),±(2ε3 − ε1 − ε2)}

et, en posant α := ε1 − ε2 et β := −2ε1 + ε2 + ε3 = −3ε1, on a

Φ+ = {α, β, α + β, 2α + β, 3α + β, 3α + 2β}, Π = {α, β}.
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Ce système peut se représenter dans le plan par

3α + 2β

β α + β 2α + β 3α + β

−α •

ff 99

%%xx

EEYY

����

OO

��

//oo α

−3α− β −2α− β −α− β −β

−3α− 2β

et son diagramme de Dynkin est le suivant :

α • jt • β

Les poids fondamentaux sont donnés par

ωα = ε3 − ε2 = 2α + β, ωβ = 2ε3 − ε2 − ε1 = 3ε3 = 3α + 2β.

Si D6 = 〈σ, ω | σ2 = ω6 = (σω)6 = 1〉 est le groupe diédral d'ordre 12 (σ désigne la ré�exion
par rapport à l'axe des ordonnées et ω est la rotation d'angle 2π

6
), alors on peut poser sα := σ

et sβ := σω = ωσω−1 et obtenir une présentation du groupe de Weyl

W = 〈σ, σω〉 =
〈
sα, sβ | s2

α = s2
β = (sαsβ)6 = 1

〉
=
〈
sα, sβ | s2

α = s2
β = 1, (sαsβ)3 = (sβsα)3

〉
' D6,

l'élément le plus long étant w0 = (sαsβ)3 = (sβsα)3. L'action de W sur Φ est donnée par les
relations {

sα(α) = −α
sα(β) = 3α + β

{
sβ(α) = α + β
sβ(β) = −β
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et de celles-ci, on tire les formules donnant l'action de W sur H∗T (pt)
sα(ε1) = ε2
sα(ε2) = ε1
sα(ε3) = ε3


sβ(ε1) = −ε1
sβ(ε2) = −ε3
sβ(ε3) = −ε2

Ensuite, on a

R := H∗(BT ,Q) ' Q[z1, z2, z3]

(z1 + z2 + z3)

et

H∗T (G2/T,Q) ' R⊗RW R ' Q[t1, t2, t3, x1, x2, x3]

(t1 + t2 + t3, x1 + x2 + x3, P (t)− P (x), P ∈ RW )
.

On peut maintenant construire le graphe GKM de Φ

(sβsα)2sβ w0 (sαsβ)2sα

(sβsα)2 (sαsβ)2

sβsαsβ sαsβsα

sβsα sαsβ

sβ e sα

On peut ensuite calculer les polynômes de Schubert. On a

σw0(x) =
−(3x1)(x1 − x2)(2x1 + x2)(3x2)(x1 + 2x2)(3x1 + 3x2)

12

=
9

4
x1x2(x1 + x2)2(x2 − x1)(x1 + 2x2) =

9

4
x1x2x3(x1 − x2)(x3 − x1)(x3 − x2).

On calcule alors

∆sασw0 = −9

2
x1x2x3(x3 − x2)(x3 − x1), ∆sβsασw0 =

9

2
x1x2x3(x3 − x2),

∆sαsβsασw0 = −9

2
x1x2x3, ∆(sβsα)2σw0 = −3x2x3, ∆sα(sβsα)2σw0 = −3x3

d'où l'on tire

σsβ(x) = ∆sβw0σw0 = ∆sβ(sβsα)3σw0 = ∆sα(sβsα)2σw0 = −3x3 = −ωβ(x).

On voit de même que σsα = −ωα. On en tire un expression des polynômes de Schubert
équivariants

Ssα(t, x) = ωα(t)− ωα(x) = x2 − x3 − t2 + t3, Ssβ(t, x) = ωβ(t)− ωβ(x) = 3(t3 − x3).
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Donnons-nous maintenant f(t, x) := t1 + x1 ∈ Q[t, x] dans la présentation de Borel. Si
l'on veut la présentation de Schubert, on calcule

∆sα(f) =
t1 + x1 − t1 − x2

x2 − x1

= −1, ∆sβ(f) =
t1 + x1 − t1 + x1

3x1

=
2

3

et on a
∀w ∈ W ; l(w) ≥ 2, ∆w(f) = 0.

On en déduit, en utilisant 3.4.8, que f(t, x) représente la classe

f = 2t1 +
2

3
Xsβ −Xsα .

Notons que l'on a bien

2t1 +
2

3
Ssβ −Ssα = 2t1 + 2(t3 − x3)− x2 + x3 + t2 − t3 = t1 + x1 = f(t, x).

En�n, si l'on souhaite déterminer la présentation de GKM de f , on calcule hv = ev◦v(f(t, x)) :

he = f(t, t) = 2t1, hsα = t1 + t2, hsβ = 0, hsαsβ = t1 − t2, hsβsα = t1 − t3,

hsαsβsα = t1 − t3, hsβsαsβ = t1 + t3, h(sαsβ)2 = t1 + t3, h(sβsα)2 = t1 − t2,

hsα(sβsα)2 = 0, hsβ(sαsβ)2 = t1 + t2, hw0 = 2t1

d'où la représentation h = (hw)w ∈ H∗(G,Q) de ι∗(f) :

t1 + t2 2t1 0

t1 − t2 t1 + t3

t1 + t3 t1 − t3

t1 − t3 t1 − t2

0 2t1 t1 + t2

De plus, on a

(∆e(h))e = he = 2t1, (∆sα(h))e =
he − hsα
−α

= −1, (∆sβ(h))e =
he − hsβ
−β

=
2

3

et
∀w ∈ W ; l(w) ≥ 2, (∆w(h))e = 0

et on retrouve bien que

f(t, x) = 2t1 −Xsα +
2

3
Xsβ .
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3.6 Constantes de structures

Rappelons le problème : étant données deux classes de Schubert équivariantes Xu et Xv,
il s'agit de trouver des polynômes cwu,v(t) ∈ Q[t] tels que

XuXv =
∑
w∈W

cwu,v(t)Xw. (16)

Remarquons qu'évaluer cette équation en t = 0 donne

XuXv =
∑
w∈W

cwu,vXw

et ceci donne les constantes de structures dans le cas classique. Ainsi, résoudre le problème
dans le cas équivariant résout également le cas non-équivariant.

Nous sommes maintenant en mesure de résoudre ce problème. En e�et, si l'on veut calculer
un tel produit, on peut utiliser la méthode suivante : on convertit le membre de gauche de
(16) dans la présentation de GKM ou de Borel, dans laquelle on calcule aisément le produit ;
puis on convertit le résultat dans la présentation de Schubert pour obtenir une combinaison
Q[t]-linéaire de classes de Schubert, donnant les constantes de structure cwu,v(t) ∈ Q[t].

Illustrons cette méthode en reprenant les cas étudiés ci-dessus.

K = SU(2)

Calculons par exemple le produit X 2
s . On a Ss(t, x) = t1 − x1 = x2 − t2. Utilisons tout

d'abord la présentation de Borel. Posons f(t, x) := S2
s = (x2 − t2)2 et calculons

ev(∆e(f)) = 0, ev(∆s(f)) = ev

(
(x2 − t2)2 − (x1 − t2)2

x2 − x1

)
= ev(x1 + x2 − 2t2) = t1 − t2.

On obtient alors S2
s = (t1 − t2)Ss. Ceci est vrai puisque

(t1 − t2)Ss(t, x) = (t1 − t2)(x2 − t2) = t1x2 − t1t2 − t2x2 + t22

= t1x2 − x1x2 − t2x2 + t22 = x2(t1 − x1) + t2(t2 − x2) = (x2 − t2)Ss = S2
s.

Utilisons ensuite la présentation de GKM. On a vu que h(Xs) est donné par

t1 − t2
α

0

donc la représentation de h(X 2
s ) = h(Xs)2 est

(t1 − t2)2

α

0

On calcule

(∆e(h))e = he = 0, (∆s(h))e =
he − hs
−α

= t1 − t2

125



et on retrouve bien
X 2
s = (t1 − t2)Xs.

Remarquons que l'on retrouve ici la formule de Chevalley 3.4.3.

K = SU(3)

Calculons ici XsαXsβ . Utilisons Borel et posons f(t, x) := SsαSsβ = (t1−x1)(x3− t3). On
écrit

∆sα(f) = x3 − t3, ∆sβsα(f) = 1, ∆sβ(f) = (t1 − x1), ∆sαsβ(f) = 1, ∆w0(f) = 0,

donc f(t, x) = Ssαsβ + Ssβsα et donc

XsαXsβ = Xsαsβ + Xsβsα .

On peut aussi utiliser GKM. On a vu que h(Xsβ) est donné par

t1 − t3

t1 − t3 t2 − t3

0 t2 − t3

0

Ensuite, pour avoir h(Xsα), on calcule

Qe(sα) = Qsβ(sα) = ∅, Qsα(sα) = {(1)},

Qsαsβ(sα) = {(1)}, Qsβsα(sα) = {(2)}, Qw0(sα) = {(1), (3)},

d'où l'on tire

he = hsβ = 0, hsα = α = t1 − t2, hsαsβ = t1 − t2, hsβsα = sβ(α) = α + β = t1 − t3,

hw0 = α + sαsβ(α) = α + β = t1 − t3
et on obtient alors l'expression de h(Xsα) :

t1 − t3

t1 − t2 t1 − t3

t1 − t2 0

0
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On e�ectue la multiplication dans H∗(G,Q) et on obtient h := h(XsαXsβ) :

(t1 − t3)2

(t1 − t2)(t1 − t3) (t2 − t3)(t1 − t3)

0 0

0

Calculons
(∆e(h))e = he = 0, (∆sα(h))e = (∆sβ(h))e = 0

(∆sαsβ(h))e =
(∆sβ(h))sα

α
=

1

α

(
hsα − hsαsβ
−α− β

)
= 1,

(∆sβsα(h))e =
(∆sα(h))sβ

β
=

1

β

(
hsβ − hsβsα
−α− β

)
= 1.

Ensuite, on a

(∆sβsα(h))sα =
(∆sα(h))sα − (∆sα(h))sαsβ

−α− β
= 1

d'où

(∆w0(h))e =
(∆sβsα(h))e − (∆sβsα(h))sα

−α
= 0

et donc, on retrouve bien
XsαXsβ = Xsαsβ + Xsβsα .

K = SO(5)

Calculons ici X 2
sβ
et posons f(t, x) := S2

sβ
= (t1−x1)2. On utilise la présentation de Borel

et on écrit
∆sα(f) = ∆sβsα(f) = ∆sαsβsα(f) = ∆w0(f) = 0

∆sβ(f) = 2t1 − x1 − x2, ∆sαsβ(f) = 2, ∆sβsαsβ(f) = 0

et on obtient donc f = (t1 − t2)Ssβ + 2Ssαsβ et donc

X 2
sβ

= (t1 − t2)Xsβ + 2Xsαsβ .

Pour le véri�er, rappelons que l'on a Ssαsβ = (x1−t1)(x1−t2)
2

, donc

(t1 − t2)Ssβ + 2Ssαsβ = (t1 − t2)(t1 − x1) + (t1 − x1)(t2 − x1) = (t1 − x1)2 = S2
sβ
.

K = G2
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Calculons en�n X 2
sβ

en utilisant Borel. On a Ssβ = 3(t3 − x3), et soit f(t, x) := S2
sβ

=

9(t3 − x3)2. On a ici

∆sα(f) = ∆sβsα(f) = ∆sαsβsα(f) = ∆(sβsα)2(f) = ∆sα(sβsα)2(f) = ∆w0(f) = 0,

∆sβ(f) = 9
(t3 − x3)2 − (t3 + x2)2

3x1

= 3(2t3 + x2 − x3), ∆sαsβ(f) = 3,

∆sβsαsβ(f) = ∆(sαsβ)2(f) = ∆sβ(sαsβ)2(f) = 0.

On obtient donc ici
X 2
sβ

= 2(t2 + t3)Xsβ + 3Xsαsβ .

Bien que les algorithmes de conversion utilisés ici permettent de résoudre le problème
des constantes de structure, cette méthode est loin d'être optimale : le temps de calcul peut
exploser rapidement. Par exemple, si l'on veut étudier le cas du type exceptionnel K = E8,
alors on a dim(E8/T ) = 2l(w0) = 240 et avec nos dé�nitions, le top polynôme de Schubert
σw0 est de degré 120 et il faut donc composer deux-cents fois des di�érences divisées sur
σw0 pour obtenir les polynômes de Schubert simples σsi . Nous allons voir ici, en guise de
conclusion, une méthode plus rapide et e�cace que l'utilisation des di�érences divisées pour
calculer les σw. On reprend les idées du �5 de [51].

Signalons tout d'abord que l'on peut utiliser la présentation de GKM. Plus précisément,
on utilise la triangularité supérieure suivante :

ι∗p(Xw) = 0, ∀p ≥ w.

Ainsi, pour avoir cwu,v, on doit seulement calculer les

ι∗p(Xu), ι∗p(Xv), ι∗p(Xq), ι∗w(Xu), ι∗w(Xv), ι∗w(Xw), ∀p, q ∈ W ; p, q < w.

En fait, en appliquant ι∗w à la formule (16) et en utilisant la triangularité supérieure, on a

ι∗w(Xu)ι∗w(Xv) =
∑
q∈W

cqu,v(t)ι
∗
w(Xq) = cwu,vι

∗
w(Xw) +

∑
q<w

cqu,vι
∗
w(Xq).

Puis, on trouve les cqu,v par induction sur q :

cwu,v =
1

ι∗w(Xw)

(
ι∗w(Xu)ι∗w(Xv)−

∑
q<w

cqu,vι
∗
w(Xq)

)
.

Par exemple, pour K = SU(3), si l'on veut calculer XsαXsβ , il nous faut les cw := cwsα,sβ(t).
On a

ceι∗e(Xe) = ι∗e(Xsα)ι∗e(Xsβ) = 0, ⇒ ce = 0,

csαι∗sα(Xsα) = ι∗sα(Xsα)ι∗sα(Xsβ)− ceι∗sα(Xe) = 0 ⇒ csα = 0,

csβ ι∗sβ(Xsβ) = ι∗sβ(Xsα)ι∗sβ(Xsβ)− ceι∗sβ(Xe) = 0 ⇒ csβ = 0,

csαsβ ι∗sαsβ(Xsαsβ) = ι∗sαsβ(Xsα)ι∗sαsβ(Xsβ)− csβ ι∗sαsβ(Xsα)− csβ ι∗sαsβ(Xsβ)− ceι∗sαsβ(Xe)

De même, on a
csβsα = 1.
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En�n, on a
cw0ι∗w0

(Xw0) = ι∗w0
(Xsα)ι∗w0

(Xsβ)−
∑
w≤w0

cwι∗w0
(Xw)

= ι∗w0
(Xsα)ι∗w0

(Xsβ)−csαsβ ι∗w0
(Xsαsβ)−csβsαι∗w0

(Xsβsα)−csαι∗w0
(Xsα)−csβ ι∗w0

(Xsβ)−ceι∗w0
(Xe) = 0.

On retrouve alors la formule vue plus haut

XsαXsβ = Xsαsβ + Xsβsα .

Nous n'irons pas plus loin dans cette direction. On va plutôt décrire une méthode encore
plus rapide, utilisant la présentation de Borel.

Le Théorème 3.4.8 permet des calculs rapides, le problème provient du Théorème 3.3.22.
Dans ce résultat, pour déterminer Sw, on doit calculer tous les σv pour v ∈ W , à partir
de σw0 en itérant des di�érences divisées. Cependant, on ne devrait avoir besoin que des
σv pour v ≤ w. L'idée est la suivante : puisque les monômes de Q[x1, . . . , xn] engendrent
H∗(K/T ) = Q[x]

Q+[x]W
, si on �xe un entier k, pour trouver les σv tels que l(v) = k, il su�t de

résoudre le système linéairexJ =
∑
l(v)=k

∆v(xJ)σv, xJ ∈ Q[x1, . . . , xn] est un monôme de degré 2k

 (17)

Une fois qu'on a obtenu σw, on peut utiliser les relations

σv = ∆v−1wσw, ∀v ≤ w

et appliquer la formule de 3.3.22 pour déterminer Sw. Exploitons ceci sur nos exemples.
Pour K = SU(3), si l'on veut déterminer σsα et σsβ , on résout le système linéaire{
x1 = ∆sα(x1)σsα + ∆sβ(x1)σsβ
x2 = ∆sα(x2)σsα + ∆sβ(x2)σsβ

⇔
{
x1 = −σsα
x2 = σsα − σsβ

⇔
{
σsα = −x1

σsβ = x3

Ensuite, {
x1x2 = ∆sαsβ(x1x2)σsαsβ + ∆sβsα(x1x2)σsβsα
x1x3 = ∆sαsβ(x1x3)σsαsβ + ∆sβsα(x1x3)σsβsα

⇔
{
x1x2 = σsαsβ
x1x3 = −σsαsβ − σsβsα

⇔
{
σsαsβ = x1x2

σsβsα = x2
1

Et en�n,

x2
1x2 = ∆w0(x

2
1x2)σw0 = ∆sαsβsα(x2

1x2) = ∆sαsβ(−x1x2)σw0 = ∆sα(x1)σw0 = −σw0

⇒ σw0 = −x2
1x2.

Pour K = G2, on procède de même :{
x1x2 = ∆sαsβ(x1x2)σsαsβ + ∆sβsα(x1x2)σsβsα
x2x3 = ∆sαsβ(x2x3)σsαsβ + ∆sβsα(x2x3)σsβsα

⇔
{
σsαsβ = 3x1x2

σsβsα = −3x2x3

On peut ensuite écrire

σsα = ∆sα(sαsβ)2σw0 = ∆sβσsαsβ = x2 − x3,
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ce qui est bien l'expression de σsα trouvée plus haut avec les di�érences divisées. On peut
ensuite calculer {

Ssαsβ(t, x) = 3(x1x2 − t1t2) + 3(x2 − x3)(x3 − t3)
Ssβsα(t, x) = 3(t2t3 − x2x3)− 3t3(t2 − t3 − x2 + x3)

et on retrouve alors le fait que

2(t2 + t3)Ssβ + 3Ssαsβ = 9(t3 − x3)2 = S2
sβ

et donc que
2(t2 + t3)Xsβ + 3Xsαsβ = X 2

sβ
.

On remarque alors immédiatement que cette méthode est bien plus rapide et e�cace que
celle consistant à passer en Borel, e�ectuer la multiplication, puis revenir en Schubert. Du
fait de sa facilité de mise en ÷uvre, cette méthode peut être utilisée pour des systèmes de
racines beaucoup plus grand que ceux étudiés jusqu'ici. Pour rendre compte de ceci, reprenons
l'exemple 5.1 de [51], concernant le cas du type exceptionnel E8.

On admet l'existence d'un groupe de Lie compact connexe et simplement connexe K dont
l'algèbre de Lie complexi�ée e8 est simple, de dimension 248 et de rang 8. Son diagramme de
Dynkin est le suivant :

α1 α3 α4 α5 α6 α7 α8

α2

Calculons X 2
s4s2
∈ H∗T (E8/T,Q). D'abord, on calcule des représentants polynômiaux de σw

pour les sous-mots de s4s2, i.e. {s4, s2, s4s2}. On a, via (17) :

σs2 = −5α1 − 8α2 − 10α3 − 15α4 − 12α5 − 9α6 − 6α7 − 3α8

σs4 = −10α1 − 15α2 − 20α3 − 30α4 − 24α5 − 18α6 − 12α7 − 6α8

σs4s2 = σ2
s2
,

d'où, par 3.3.22,

Ss4s2(t, x) = −(σs4s2(t)− σs4s2(x)) + σs4(t)(σs2(t)− σs2(x))

et donc
X 2
s4s2

=
∑
v≤s4s2

∆v(S
2
s4s2

)(t, t)Xv

= α4(α2+α4)Xs4s2+(α2+α3+2α4)Xs3s4s2+(α2+2α4+α5)Xs5s4s2+Xs1s3s4s2+2Xs3s5s4s2+Xs6s5s4s2 .
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Annexes

A Fibrations de Serre et suite exacte longue d'homotopie

Nous allons donner ici, sans démonstrations, quelques résultats importants concernant
les �brations de Serre ; notamment la suite exacte longue d'homotopie ainsi que les suites
spectrales de Leray-Serre. Étant donné que la construction de Borel, qui nous permet de
dé�nir la cohomologie équivariante, utilise des techniques relatives aux espaces �brés, ces
suites spectrales nous permettent d'obtenir des informations sur la (co)homologie de ces
�brés. En particulier, nous en avons eu besoin pour montrer que la dé�nition de la cohomologie
équivariante est consistante. Pour les preuves, nous renvoyons le lecteur à [29], ainsi qu'à [68].

Dé�nition A.1. On dit qu'une application continue p : E → B a la propriété HLPX
Y

(homotopy lifting property), pour des espaces Y
i
↪→ X si, dès qu'on a une application f0 :

Y → E et f : X → B telles que pf0 = fi, alors il existe f̃ : X → E telle que f̃ i = f0 et
pf̃ = f :

Y
f0 //� _

i
��

E

p
��

X
f
//

f̃
>>

B

De plus, si p : E → B possède la HLPX
Y pour toute paire d'espaces (X, Y ), on dit que c'est

une �bration de Hurewicz.

Notation A.2. Si Y ↪→ X, on pose I := [0, 1] et

J(X, Y ) := (X × {0}) ∪Y×{0} (Y × I),

ainsi que
Jn := J(In, ∂In) et J ′n := J(Bn,Sn−1).

Proposition A.3. ( [29], 7.7)
On a des homéomorphismes de paires topologiques

(In × I, In × 0) ' (In × I, Jn) ' (Bn × I, J ′n) ' (Bn × I,Bn × 0).

Corollaire A.4. ( [29], 7.8 et 7.9)
On a

HLP In×I
In×0 ⇔ HLP In×I

Jn ⇔ HLP B
n×I

J ′n ⇔ HLP B
n×I

Bn×0 .

On a aussi un cadre adapté aux CW-complexes :
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Corollaire A.5. ( [29], 7.10)
Si X est obtenu à partir de Y par l'ajout d'un nombre �ni de cellules, alors on a

HLP In×I
In×0 ⇒ HLPX×I

J(X,Y ).

On en vient maintenant à la notion de �bration de Serre, qui est moins rigide que les
�brations de Hurewicz mais qui conserve quelques bonnes propriétés de stabilité et de com-
portement homologique :

Dé�nition A.6. On dit que p : E → B est une �bration de Serre si p possède l'une des HLP
équivalentes du corollaire A.4. En particulier, une �bration de Serre véri�e la HLPX×I

J(X,Y ) si
X est obtenu à partir de Y par l'ajout d'un nombre �ni de cellules.

Remarque A.7. • Si p est une �bration de Serre, en prenant n = 0 et en considérant la
HLP In×I

In×0 , on voit que p(E) est réunion de composantes connexes par arcs, donc p est
surjective dès que B est 0-connexe.

• La �bration triviale B × F pF→ B est une �bration de Serre ; le relèvement étant donné
par

f̃(x, t) = (f(x, t), pF (f0(x, 0))).

• Le produit �bré d'une �bration de Serre est encore une �bration de Serre, c'est-à-dire
que la notion de �bration de Serre est stable par changement de base.

Nous en arrivons au point pratique (mais non trivial) suivant :

Théorème A.8. ( [29], 7.13)
Tout espace �bré est une �bration de Serre.

Un des principaux intérêts des �brations de Serre est de se comporter un peu comme une
"suite exacte courte" d'espaces topologiques ; induisant une suite exacte longue en homotopie.
Nous allons donner rapidement la construction du connectant et énoncer le résultat principal.
Soient p : E → B une �bration de Serre, b0 ∈ B, F := p−1(b0) et e0 ∈ F . Construisons

δ : πn(B, b0)→ πn−1(F, e0).

Rappelons que le groupe d'homotopie πn(X, x) d'un espace pointé (X, x) est donné par
l'ensemble

πn(X, x) := [(Sn, 1), (X, x)] ≈ [(In, ∂In), (X, x)],

muni de la loi

f, g : (In, ∂In)→ (X, x) ⇒ (f+g)(x1, . . . , xn) :=

{
f(2x1, x2, . . . , xn) si 0 ≤ x1 ≤ 1

2

g(2x1 − 1, x2, . . . , xn) si 1
2
≤ x1 ≤ 1

Soit donc [f ] ∈ πn(B, b0) représenté par f : (In, ∂In)→ (B, b0). On a Jn−1 = (In−1×0)∪
(∂In−1 × I) ⊂ ∂In. Par relèvement des homotopies, on a un diagramme

Jn−1 e0 //� _

��

E

p

��
In

∃`f

<<

f
// B
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On a `f |In−1×1 : In−1 → E et `f |In−1×1(∂In−1) = {e0} et soit f̃ := `f |In−1×1 : (In−1, ∂In−1)→
(F, e0), ainsi que δ[f ] := [f̃ ] ∈ πn−1(F, e0).

Ceci est bien dé�ni car si on a une homotopie H : (I × In, I × ∂In) → (B, b0) avec
H(0, x) = f(x),H(1, x) = g(x) etH|I×∂In = b0, en partant deG(0, x) := `f(x),G(1, x) := `g(x)

et G = e0 sur les autres faces, on obtient G : Jn → E et

Jn

��

G // E

p

��
I × In

H
//

∃`H

;;

B

et `H |1×In est alors une homotopie entre f̃ et g̃. En�n, si f, g : (In∂In)→ (B, b0) se relèvent
en `f et `g, alors f + g se relève en `f + `g, donc δ([f + g]) = δ([f ]) + δ([g]) et on obtient le
morphisme de groupes δ voulu.

Remarque A.9. Si n = 1, on a simplement une application δ : π1(B, b0)→ π0(F, e0). Rappe-
lons qu'une suite d'ensembles pointés

(A, a)
f // (B, b)

g // (C, c)

est dite exacte si g−1(c) = f(B).

On en arrive au résultat fondamental suivant :

Théorème A.10. ( [29], 7.14)
Si p : E → B est une �bration de Serre et si l'on note b0 ∈ B, F := p−1(b0), e0 ∈ F et
ι : F ↪→ E, alors on a une suite exacte longue d'homotopie

· · · // πn+1(B, b0) δ // πn(F, e0)
πn(ι) // πn(E, e0)

πn(p) // πn(B, b0) δ // πn−1(F, e0) // · · ·

· · · // π1(B, b0) δ // π0(F, e0) // π0(E, e0) // π0(B, b0) .

Exemple A.11. Si BG est l'espace classi�ant d'un groupe topologique G, alors on a

∀n ≥ 2, πn(BG) ' πn−1(G).

En outre, si G est connexe, alors BG est simplement connexe.

Notons au passage le corollaire immédiat suivant :

Corollaire A.12. Si p : E → B est un revêtement, alors πn(p) : πn(E, e0) → πn(B, b0) est
un isomorphisme, pour n ≥ 2.
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B La suite spectrale homologique de Serre

B.1 Préliminaire : la topologie compacte-ouverte

On va commencer par un peu de topologie générale. On va construire une topologie "cano-
nique" sur l'espace des fonctions continues dé�nies sur un espace séparé localement compact,
à valeurs quelconques. Cette topologie nous permettra de trouver des homéomorphismes entre
espaces de fonctions, qui nous rendront possible le calcul de la limite de la suite de Serre.
Comme première référence sur le sujet, nous conseillons [29], Annexe, Exercice A.7.

Dé�nition B.1. Soient X un espace topologique localement compact et Y un espace quel-
conque. Pour un compact K de X et un ouvert U de Y , on pose

〈K,U〉 := {f ∈ C(X, Y ) ; f(K) ⊆ U}.

Les ensembles 〈K,U〉 forment une prébase de topologie sur C(X, Y ). Cette topologie est
appelée topologie compacte-ouverte.

Un des intérêts de cette topologie est le résultat suivant :

Proposition B.2. Soient X, Y des espaces localement compacts séparés et Z un espace
topologique quelconque. On muni les espaces de fonctions de la topologie compacte-ouverte et
on dé�nit

C(X × Y, Z)
ϕ ..
C(X, C(Y, Z))

ψ
nn

où
ϕ(u) := (t 7→ u(t,−)), et ψ(v) := ((t, s) 7→ v(t)(s)).

Alors, ϕ et ψ sont bien dé�nies et sont des homéomorphismes réciproques l'un de l'autre.

Démonstration. Il su�t de montrer que ϕ et ψ sont bien dé�nies et continues, puisque dans
ce cas on a clairement ϕ◦ψ = id et ψ ◦ϕ = id. Soit v : X×Y → Z et montrons que ϕ(u) est
continue. Pour t ∈ X, soit Ũ := 〈K,U〉 un voisinage ouvert de ϕ(u)(t) dans C(Y, Z). Pour
tout s ∈ K, on a u(t, s) ∈ U et il existe un produit d'ouverts Vs ×Ws ⊆ X × Y tels que
u(Vs ×Ws) ⊂ U . On a K =

⋃
s∈KWs =

⋃
1≤i≤nWsi et soit V :=

⋂
1≤i≤n Vsi . Alors, V est un

voisinage ouvert de t dans X et on a u(V ×K) ⊂ U et donc ϕ(u)(V ) ⊂ 〈K,U〉 et donc ϕ(u)
est bien continue. Maintenant, ψ(v) est aussi continue. En e�et, l'évaluation

ev : C(Y, Z)× Y → Z
(f, x) 7→ f(x)

est continue. Pour le voir, si l'on prend un voisinage ouvert U de f(x) dans Z, par locale
compacité de Y , il existe un voisinage compact de X dans Y tel que f(K) ⊂ U . Alors,
〈K,U〉×U est un ouvert du produit ci-dessus et on a ev(〈K,U〉×U) ⊂ U , d'où la continuité
de ev. Mais ψ(v) est alors la composée

X × Y v×id // C(Y, Z)× Y ev // Z
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donc est continue. Ainsi, ϕ et ψ sont bien-dé�nies et de plus, ϕ est continue car l'application
d'évaluation C(X × Y, Z)×X × Y → Z est continue, donc aussi l'application C(X × Y, Z)×
X → C(Y, Z) (car on peut la voir comme une application ϕ(u) en changeant les espaces)
et en répétant l'argument, on obtient la continuité de ϕ. En�n, les applications d'évaluation
ev1 : C(X, C(Y, Z)) × X → C(Y, Z) et ev2 : C(Y, Z) × Y → Z sont continues, donc aussi la
composée

C(X, C(Y, Z))×X × Y ev1×id // C(Y, Z)× Y ev2 // Z ,

et on en déduit que ψ est continue, d'où le résultat.

Remarque B.3. Un autre intérêt de cette topologie est que l'application

Φ : C(Y, Z)× C(X, Y ) → C(X,Z)
(g, f) 7→ g ◦ f

est continue. En e�et, en procédant comme dans la preuve précédente, la continuité de Φ
découle de celle de la composée

C(Y, Z)× C(X, Y )×X id×ev1 // C(Y, Z)× Y ev2 // Z .

B.2 Homologie singulière à coe�cients dans un système local

On va commencer par dé�nir ce que l'on entend par "système local" sur un espace to-
pologique, donner sans démonstration quelques propriétés des systèmes locaux et construire
l'homologie d'un espace à coe�cients dans un tel système. Pour les preuves, nous renvoyons
le lecteur à [43], section 2.2, dont l'exposé est excellent. Nous dé�nirons en�n un système
local associé à une �bration de Serre. Cette notion permet de dé�nir une homologie sur la
base d'une �bration de Serre, en tenant compte des �bres et du fait que la base n'est pas
forcément simplement connexe. On �xe pour l'instant un espace topologique X. Rappelons

que l'on a des applications "faces" sur les simplexes standards, pour tout n ∈ N,

εi = εni : ∆n−1 → ∆n

(t0, . . . , tn−1) 7→ (t0, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tn−1)

et que ces applications véri�ent les relations

∀j < i, εn+1
i εnj = εn+1

j εni−1.

Dé�nition B.4. On appelle système local sur X (en groupes abéliens), la donnée, pour tout
x ∈ X d'un groupe abélien Ax et pour tout 1-simplexe singulier γ : ∆1 → X, d'un morphisme
de groupes τγ : Aγε0 → Aγε1 tels que, si γ est constant, alors τγ est l'identité et, si h : ∆2 → X
est un 2-simplexe singulier, alors on a τhε0τhε2 = τhε1 . Un tel système sera noté A = {Ax, τγ}.

e2
ε0

  

ε1

~~
e0 e1ε2
oo
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Lemme B.5. ( [43], Lemma 2.2.2)
Si γ et γ′ sont homotopes à extrémités �xes, alors τγ = τγ′.

Proposition B.6. ( [43], Proposition 2.2.3)
Pour tout γ : ∆1 → X, τγ est un isomorphisme et on a τ−1

γ = τγ où γ est l'inverse de γ.

Remarque B.7. Rappelons que le groupoïde fondamental Π(X) de X est la (petite) catégorie
dont les objets sont les points de X et dont les morphismes sont les classes d'homotopie des
chemins (à extrémités �xes). Du lemme et de la proposition précédents, on déduit que la
donné d'un système local sur X est équivalente à la donnée d'un foncteur Π(X)→ Ab.

Proposition B.8. ( [43], Proposition 2.2.4)
Si X est simplement connexe, alors tout système local sur X est isomorphe au système
constant.

Notation B.9. Pour un simplexe singulier σ : ∆n → X et pour 1 ≤ i ≤ j ≤ n, on pose
σi := σ(ei) =: σ(i) ainsi que σi,j : ∆1 → ∆n σ→ X où ∆1 → ∆n est l'unique application a�ne
envoyant 0 et 1 sur ei et ej respectivement.

On peut maintenant dé�nir l'homologie à coe�cients dans un système local. Fixons donc
un système local A = {Ax, τγ} : Π(X)→ Ab sur X. Posons C−1(X,A) := 0 ainsi que

∀n ≥ 0, Cn(X,A) :=
⊕

σ:∆n→X

Aσ0 .

On va dé�nir une di�érentielle ∂n : Cn(X,A)→ Cn−1(X,A). On a

(σεi)0 =

{
ε0 si i > 0
ε1 si i = 0

Si i > 0, posons
ui : Aσ0 = A(σεi)0 ↪→ Cn−1(X,A)

et utilisons la propriété universelle du coproduit pour obtenir un triangle commutatif

Aσ0� _

��

ui

''
Cn(X,A)

∂in

// Cn−1(X,A)

Si i = 0, on considère σ01 : ∆1 → X et τσ01 : Aσ0 → Aσ1 et on pose u0 : Aσ0
τσ01→ A(σε0)0 =

Aσ1 ↪→ Cn−1(X,A) et on obtient le triangle

Aσ0� _

��

u0

''
Cn(X,A)

∂0n

// Cn−1(X,A)
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En�n, on pose

∂n :=
n∑
i=0

(−1)i∂in.

Un calcul facile mais un peu fastidieux donne alors

∂n−1∂n = 0,

donc (C∗(X,A), ∂) est un complexe de chaînes.

Dé�nition B.10. Soit A un système local sur X. On dé�nit l'homologie de X à coe�cients
dans A par

H∗(X,A) := H∗(C∗(X,A), ∂).

Exemple B.11. Si A = Z est le système local constant égal à Z, alors on a H∗(X,A) =
H∗(X) est l'homologie singulière usuelle de X.

On va maintenant examiner le cas d'une �bration de Serre. Plus précisément, on va
associer à toute �bration un système local qui nous donnera un système de coe�cients adéquat
pour étudier les propriété homologiques de la �bration. Rappelons tout d'abord les deux
résultats techniques suivants :

Lemme B.12. Le produit �bré d'une �bration de Serre est encore une �bration de Serre.

Lemme B.13. ( [43], Lemma 2.2.10)
Si p : E → B est une �bration de Serre, si on a un pullback

E ′

p′

��
A

f // E

p

��
B′ g

// B

et si g est une équivalence d'homotopie faible, alors f est aussi une équivalence faible.

Considérons donc p : E → B une �bration de Serre. Pour tout x ∈ B, on note Fx :=
p−1(x). Fixons q ∈ N. On dé�nit un système local A = Hq(F ) := {Ax, τγ} sur B associé à la
�bration p est à l'entier q.

Soit Ax := Hq(Fx) = Hq(p
−1(x),Z). Si γ : ∆1 → B est un 1-simplexe singulier, considé-

rons le produit �bré
Eγ

��
A

// E

p

��
∆1 γ // B

de telle sorte que Eγ → ∆1 soit une �bration de Serre. Aussi, on a deux produits �brés

Fγ(0)

��
A

// Eγ

��
C

Fγ(1)

��

oo

{0} � � // ∆1 {1}? _oo

137



Comme l'inclusion pt ↪→ ∆1 est une équivalence (faible) d'homotopie, les applications Fγ(0) →
Eγ et Fγ(1) → Eγ sont des équivalences faibles. D'après [39], Proposition 4.21, une équivalence
faible induit des isomorphismes en homologie (et en cohomologie), donc on a des isomor-
phismes Hq(Fγ(i))→ Hq(Eγ) pour i = 0, 1. On dé�nit alors τγ par le diagramme commutatif
suivant

Hq(Fγ(0))
∼ // Hq(Eγ) Hq(Fγ(1))

∼oo

Aγ0
τγ // Aγ1

Clairement, si γ est constant, on a τγ = idAγ0 . Soit donc h : ∆2 → B et montrons que
τhε0τhε2 = τhε1 . Considérons encore

Eh //

��
A

E

p

��
∆2 h // B

On a des produits �brés
Fh(0)

//

��
A

E

p

��
{h(0)} // B

Ehε2 //

��
A

E

p

��
∆1 hε2 // B

et par la propriété universelle du produit �bré (qui débouche directement sur la proposition
2.1.7 de [43]), ils sont équivalents au produit �bré itéré

Fh(0)

��
A

u // Ehε2

��
A

v // Eh

��
A

// E

p

��
{0} // ∆1 ε2 // ∆2 h // B

et on a le triangle tautologique
Eh

Fh(0)

vu
;;

u
// Ehε2

v

OO

De même, on considère
Ehε1

��
A

// Eh

��
∆1 ε1 // ∆2

et par la propriété universelle du produit �bré, on en tire un diagramme commutatif

Fh(0)
vu

%%

��

∃!w ""
Ehε1

��
A

t // Eh

��
A

// E

p

��
{0} � � // ∆1 ε1 // ∆2 h // B
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et on a ainsi un diagramme

Ehε1
t // Eh

Fh(0)

w

OO

vu

<<

u
// Ehε2

v

OO

En reproduisant ce procédé, on obtient un grand diagramme

Fh(2)

��

��

��
Ehε1

##

Ehε0

{{
Eh

Fh(0)

EE

55

// Ehε2

OO

Fh(1)

YY

ii

oo

et par le lemme 3, les applications Fh(i) → Eh et Ehεi → Eh sont des équivalences faibles,
pour i = 0, 1, 2. Donc toutes les applications en jeu dans le diagramme sont des équivalences
faibles et par dé�nition de τγ, on a bien

τhε0τhε2 = τhε1 .

Ainsi, A = Hq(F ) est bien un système local sur B. On a alors obtenu l'homologie de B à

coe�cients dans Hq(F ), notée
H∗(B,Hq(F )),

qui nous donnera exactement la seconde page de la suite spectrale de Serre.
Avant d'attaquer la construction, on a besoin d'un lemme technique :

Lemme B.14. ( [43], Proposition 2.1.5)
Si X est un espace topologique, alors les applications suivantes

X
i→ C(∆n, X)

x 7→ cx := (t 7→ x)
C(∆n, X)

j→ X
σ 7→ σ(e0)

sont des équivalences d'homotopie, réciproques l'une de l'autre.

Démonstration. On a ji = idX et notons I := [0, 1]. Pour montrer que ji ∼ id∆n→X , il nous
faut trouver

H : C(∆n, X)× I → C(∆n, X)

telle que H(σ, 0) = cσ(e0) et H(σ, 1) = σ pour tout σ : ∆n → X. Comme ∆n est compact,
cela revient à trouver

Ĥ : C(∆n, X)×∆n × I → X
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telle que Ĥ(σ, s, 0) = σ(e0) et Ĥ(σ, s, 1) = σ(s). Comme ∆n est contractile, il existe H ′ :

∆n× I → ∆n telle que H ′(s, 0) = e0 et H ′(s, 1) = s et soit Ĥ(σ, s, t) := σ(H ′(s, t)). Ĥ véri�e
ce que l'on veut et est continue car on a

C(∆n, X)×∆n × I Ĥ //

id×H′ ))

X

C(∆n, X)×∆n

ev

88 .

B.3 Suite de Serre : la construction de Dress

Nous en arrivons à la construction de la suite spectrale de Serre, qui permet d'approcher
l'homologie de l'espace total d'une �bration de Serre, à partir de celle de la base et des �bres.
Comme nous étudions le cas général (i.e. on ne suppose pas que la base est simplement
connexe), il nous faut considérer l'homologie à coe�cients dans les systèmes locaux associés
aux �bres. Plutôt que la construction originale de Serre (voir [68]), nous avons choisi d'exposer
la construction donnée par Andreas Dress (voir [27]), qui consiste à associer à la �bration
considérée un bicomplexe, auquel sont attachées deux suites spectrales ; l'une étant celle de
Serre et l'autre nous permettant de calculer la limite de la première. Comme nous le verrons,
cette approche rend aussi plus transparente la naturalité de la suite de Serre, par rapport à la
�bration. Une formulation plus précise du résultat de Serre serait donc d'a�rmer l'existence
d'un foncteur spectral. Nous l'énoncerons sous cette forme plus tard.

Théorème B.15. Soit f : E → B une �bration de Serre. Alors, il existe une suite spectrale
homologique de premier quadrant convergente

E2
p,q = Hp(B,Hq(F )) =⇒ Hp+q(E).

Démonstration. Pour p, q ∈ N, posons pr1 : ∆p ×∆q → ∆p, ainsi que

Sp,q := {(σp,q, τp), σp,q : ∆p ×∆q → E, τp : ∆p → B ; fσp,q = τppr1},

i.e., Sp,q est constitué des couples (σp,q, τp) rendant commutatif le carré

∆p ×∆q

pr1
��

σp,q // E

f
��

∆p τp // B

Dé�nissons encore
Kp,q := Z 〈Sp,q〉 ,

le groupe libre de base Sp,q. On obtient alors un objet bigradué de premier quadrant K•,•,
sur lequel on dé�nit les di�érentielles

∂hp,q : Kp,q → Kp−1,q

(σp,q, τp) 7→
∑p

i=0(−1)i(σp,q(ε
p
i × id∆q), τpε

p
i )
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et
∂vp,q : Kp,q → Kp,q−1

(σp,q, τp) 7→
∑q

j=0(−1)p+j(σp,q(id∆p × εqi ), τp)
On véri�e immédiatement que l'on a

(∂h)2 = (∂v)2 = ∂h∂v + ∂v∂h = 0,

donc (K•,•, ∂
h, ∂v) est un bicomplexe de premier quadrant. D'après le théorème fondamen-

tal sur les suites spectrales de bicomplexes (voir [73], section 5.6), on obtient deux suites
spectrales de premier quadrant convergentes (IEr, Idr) et (IIEr, IIdr) qui convergent vers
l'homologie du complexe total Tot (K) = Tot ⊕(K) :

IEr
p,q,

IIEr
p,q =⇒ Hp+q(Tot (K•,•)).

La suite de Serre est en fait la suite (IEr) associée à la �ltration par colonnes. La suite (IIEr)
associée à la �ltration par lignes nous servira juste à calculer H•(Tot (K)).

Cas de la suite (IIEr) :
Par soucis de lisibilité, notons (Er) := (IIEr). Nous allons montrer que

∀n ≥ 0, Hn(Tot •(K)) = Hn(E).

Fixons q et faisons varier p. ∆p et ∆q sont (localement) compacts et d'après la Proposition
B.2, on a un homéomorphisme

C(∆p ×∆q, E)
∼→ C(∆p, C(∆q, E))

σp,q 7→ σ̂p,q

où σ̂p,q(t) = (s 7→ σp,q(t, s)). Donc, dans le carré

∆p ×∆q

pr1
��

σp,q // E

f
��

∆p τp // B

on peut remplacer σp,q par σ̂p,q. Plus précisément, considérons cq : B → C(∆q, B) l'application
telle que cq(b) = (x 7→ b) et formons le produit �bré

E ′q

p2

��
A

p1 // C(∆q, E)

f̂
��

B
cq // C(∆q, B)

Soit Pp,q := C(∆p, E ′q) et montrons que Sp,q ≈ Pp,q. Si (σp,q, τp) ∈ Sp,q, par propriété univer-
selle du produit �bré, on a un diagramme

∆p

σ̂p,q

&&

τp

��

∃!`
  
E ′q

��

// C(∆q, E)

f̂
��

B cq
// C(∆q, B)
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et considérons les applications

Sp,q
ϕ→ Pp,q

(σp,q, τp) 7→ `
et Pp,q

ψ→ Sp,q
` 7→ (p̃1`, p2`)

où p̃1` : ∆p×∆q → E est induit par p1` : ∆p → C(∆q, E) (i.e. p1` =
̂̃
p1`). On a ϕ◦ψ = idPp,q et

ψ◦ϕ = idSp,q , donc ϕ est une bijection. En appliquant l'isomorphisme Z 〈ϕ〉 : Kp,q
∼→ Z 〈Pp,q〉

à la di�érentielle ∂hp,q on obtient, puisque ϕ(p1`(ε
p
i × id), p2`ε

p
i ) = `εpi , un carré

Kp,q

o
��

∂hp,q // Kp−1,q

Z 〈Pp,q〉 // Z 〈Pp−1,q〉

o
OO

où la �èche du bas est donnée par ` 7→
∑p

i=0(−1)i`εpi . Donc, on peut identi�er chaque q-
ligne de K•,• avec le complexe singulier de E ′q. Maintenant, comme B → C(∆q, B) est une
équivalence d'homotopie (Lemme B.14), c'est une équivalence faible, donc E ′q → C(∆q, E)
aussi (lemme B.13). Mais, l'application E → C(∆q, E) (e 7→ ce) est aussi une équivalence
faible, d'où des isomorphismes

Hp(E
′
q)

∼ // Hp(C(∆q, E)) Hp(E)∼oo

et donc
∀p ≥ 0, Hp(E

′
q) ' Hp(E).

On a donc prouvé que
E1
p,q = Hh

p (K•,q) ' Hp(E),

ou encore, avec les notations de [73],

E1
p,q = Hh

q (K•,p) ' Hq(E).

Ensuite, on a E2
p,q = Hv

pH
h
q (K•,•). En appliquant à nouveau l'isomorphisme Z 〈ϕ〉 à ∂v, on

obtient le carré

Kp,q

o
��

∂vp,q // Kp,q−1

Z 〈Pp,q〉 // Z 〈Pp,q−1〉

o
OO

où la �èche du bas est donnée par ` 7→
∑q

j=0(−1)j+p` car si ϕ(σp,q, τp) = `, alors ϕ(σp,q(id×
εpi ), τp) = `, donc ∂vp,q alterne entre 0 et id. Ainsi, pour chaque colonne p, on a un complexe
de chaînes

· · · Hp(E) 0 // Hp(E) Hp(E) 0 // Hp(E) // 0

d'où

E2
p,q = Hp(H

h
q (K)) =

{
Hq(E) si p = 0

0 si p > 0

Donc, la suite (Er
p,q) s'e�ondre en deuxième page, donc dégénère et Er

p,q = E2
p,q pour tout

r ≥ 2 et E∞p,q = E2
p,q. Par convergence, on a une �ltration

0 = F−1Hp+q(Tot (K)) ⊆ . . . ⊆ Fp+q−1Hp+q(Tot (K)) ⊆ Fp+qHp+q(Tot (K)) = Hp+q(Tot (K)),
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avec
E2
p,q ' E∞p,q ' FpHp+q(Tot (K))

/
Fp−1Hp+q(Tot (K)) .

Soit n := p+ q et notons Fp := FpHn(Tot (K)). On a

Hn(E) = E2
0,n = E∞0,n = F0

/
F−1

= F0 ⇒ F0 = Hn(E),

0 = E2
1,n−1 = E∞1,n−1 = F1

/
F0
⇒ F1 = Hn(E),

...

0 = E2
n,0 = E∞n,0 = Fn

/
Fn−1

= Hn(Tot (K))
/
Hn(E) ⇒ Hn(Tot (K)) = Hn(E).

Donc, les suites (IEr
p,q) et (IIEr

p,q) convergent vers

H•(Tot (K)) ' H•(E).

Cas de la suite (IEr) :
Là encore, notons (Er, dr) := (IEr, Idr). Il s'agit de la suite de Serre de l'énoncé. On sait
qu'elle converge vers H•(E). On a

E1
p,q = Hv

q (Kp,•)

et, comme E2
p,q = Hh

pH
v
q (K), il reste à montrer que

Hh
pH

v
q (K) ' Hp(B,Hq(F )).

Réinterprétons encore le bicomplexe K. Pour tout simplexe singulier τp : ∆p → B, posons

Sp,q(τp) := {σp,q : ∆p ×∆q → E ; (σp,q, τp) ∈ Sp,q}.

On a
Sp,q =

∐
τp:∆p→B

Sp,q(τp) = lim−→
τp:∆p→B

Sp,q(τp).

Fixons p et τp : ∆p → B. On a une �bration de Serre f̂ : C(∆p, E)→ C(∆p, B) et soit

Fτp

q2

��
A

� � q1 // C(∆p, E)

f̂
��

pt
j
// C(∆p, B)

où j(pt) = τp. On considère Lp,q(τp) := C(∆q, Fτp). Par la propriété universelle du produit
�bré, on a Lp,q(τp) ≈ Sp,q(τp) via l'application σp,q 7→ π donnée par le diagramme

∆q

σ̂p,q

&&

��

∃!π
!!
Fτp

��

// C(∆p, E)

f̂
��

pt
j
// C(∆p, B)
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Montrons qu'on a un isomorphisme naturel

H•(Fτp) ' H•(Fτp(0)) := H•(f
−1(τp(0))).

Pour cela, considérons
Fτp

ε0◦q1

%%

��

##
Fτp(0)

��
A

� � // E

f

��
{τp(0)} // B

ce qui donne

Fτp

��

� � // C(∆p, E)

σ 7→σ(0)

��

f̂ // C(∆p, B)

τ 7→τ(0)

��
Fτp(0)

� � // E
f

// B

Par le Lemme B.14, les applications verticales de droite sont des équivalences d'homotopie et,
par un argument semblable à la preuve du lemme 2.2.10 de [43] (qui repose essentiellement
sur l'utilisation de la suite exacte longue d'homotopie de la �bration et du lemme des cinq,
en faisant attention au cas du π0 où des ensembles apparaissent), on obtient que Fτp → Fτp(0)

est une équivalence faible d'homotopie, d'où

Hq(Fτp) ' Hq(Fτp(0)), ∀q ≥ 0.

On a de plus,

Kp,q = Z 〈Sp,q〉 = Z

〈
lim−→

τp:∆p→B
Sp,q(τp)

〉
'

⊕
τp:∆p→B

Z 〈Sp,q(τp)〉 '
⊕

τp:∆p→B

Z 〈Lp,q(τp)〉

et en utilisant la bijection et cet isomorphisme, on a

∂vτp : Z 〈Lp,q(τp)〉 → Z 〈Lp,q−1(τp)〉
(` : ∆q → Fτp) 7→

∑q
j=0(−1)j+p`εqj

et
∂vp,q '

⊕
τp:∆p→B

∂vτp ,

qui est, au signe près, la di�érentielle du complexe singulier de Fτp . Ainsi, on obtient

E1
p,q = Hv

q (Kp,•) =
⊕

τp:∆p→B

Hq

(
Z 〈Lp,•(τp)〉 , ∂vτp

)

'
⊕

τp:∆p→B

Hq(Fτp) '
⊕

τp:∆p→B

Hq(Fτp(0))
def
= Cp(B,Hq(F )).

Maintenant, on a
E2
p,q = Hh

pH
v
q (K) = Hp(C•(B,Hq(F )), ∂h)
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et il reste à comprendre l'action de ∂h sur C•(B,Hq(F )). Si ` : ∆q → Fτp , on a q1` : ∆q →
C(∆p, E) et q̃1` : ∆q ×∆p → E, avec q̃1`(t, s) = q1`(t)(s). Soit

`i : ∆q → C(∆p−1, E)

t 7→ q̃1`(t, ε
p
i (−)) = `(t) ◦ εpi

ainsi que
∆q

`i

''

��

∃!`i
""
Fτpεpi

��

� � // C(∆p−1, E)

f̂
��

pt // C(∆p−1, B)

On a `i(x) = `(x) ◦ εpi et ∂hp,q '
⊕

τp
∂hτp , où

∂hτp : Z 〈Lp,q(τp)〉 →
⊕p

i=0 Z 〈Lp−1,q(τpε
p
i )〉 ↪→

⊕
τ ′p−1:∆p−1→B Z

〈
Lp−1,q(τ

′
p−1)

〉
(` : ∆q → Fτp) 7→

∑i
i=0(−1)i`i

Il reste donc à montrer que le diagramme suivant commute⊕
τp:∆p→BHq(Fτp)

∼ //

∂h

��

⊕
τp:∆p→BHq(Fτp(0))

δ

��

Cp(B,Hq(F ))

��⊕
τp−1:∆p−1→BHq(Fτp−1) ∼

//
⊕

τp−1:∆p−1→BHq(Fτp−1(0)) Cp−1(B,Hq(F ))

(18)

où δ est la di�érentielle associée au complexe C•(B,Hq(F )) à coe�cients dans le système
local Hq(F ).

Fixons τp : ∆p → B. Pour montrer que le diagramme (18) commute, il su�t de considérer
une classe [`] ∈ Hq(Fτp), où ` : ∆q → Fτp est tel que ∂vτp(`) = 0. La ligne du haut est

l'isomorphisme envoyant [`] sur [̂̀] avec ̂̀ : ∆q → Fτp(0) donné par ̂̀(x) = `(x)(0) = `(x)(e0)
pour tout x ∈ ∆q. L'isomorphisme de la ligne du bas est dé�ni de manière analogue. Soit
donc [`] ∈ Hq(Fτp). ∂h envoie [`] sur [∂h(`)] =

∑p
i=0(−1)i[`i]. Notons que ̂̀i = ̂̀pour i ≥ 1 et̂̀

0(x) = `(x)(1) pour tout x ∈ ∆q. Ainsi, la composée

Hq(Fτp)
∂h //

⊕
τp−1

Hq(Fτp−1)
∼ //
⊕

τp−1
Hq(Fτp−1(0))

envoie [`] sur [ ̂̀0] +
∑p

i=1(−1)i[̂̀]. Il reste à voir l'autre composée. Soit donc [`] ∈ Hq(Fτp).

L'isomorphisme de la ligne du haut envoie [`] sur [̂̀]. Appliquons δ à [̂̀]. Rappelons que
δp =

∑p
i=0(−1)iδip, où δ

i
p([
̂̀]) = [̂̀] pour i ≥ 1 et δ0

p([
̂̀]) = [ ̂̀0]. Pour montrer cette dernière

relation, soit γ le chemin τp(0)→ τp(1) donné par

∆1
� p

!!

γ // B

∆p

τp

>>
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Notons τγ l'isomorphisme dé�ni par γ dans le système local Hq(F ). Rappelons comment l'on
construit τγ : on a

Eγ

��
A

// E

f

��
∆1 γ // B

qui induit
Fτp(0)

��
A

// Eγ

��
C

Fτp(1)

��

oo

{0} � � // ∆1 {1}? _oo

avec ϕ et ψ des équivalences d'homotopie faibles et on a

Hq(Fτp(0))

∼
&&

τγ=ττp0,1 // Hq(Fτp(1))

∼
xx

Hq(Eγ)

et δ0
p est donnée par τγ = ττp0,1 , suivi par l'inclusion dans Cp−1(B,Hq(F )). Ainsi, pour montrer

que δ0
p([
̂̀]) = [ ̂̀0], il reste à montrer que le diagramme suivant commute

Hq(Fτp)

(∂hτp )0

��

∼ // Hq(Fτp(0))

τp

��

∼
Hq(ϕ)

&&
Hq(Eγ)

Hq(Fτpεp0) ∼
// Hq(Fτp(1))

∼
Hq(ψ)

88

(19)

Comme des applications homotopes induisent des isomorphismes en homologie, il su�t de
montrer que les applications

Fτp

""

G // Eγ

Fτp(0)

<< et Fτp

��

G′ // Eγ

Fτpεp0
// Fτp(1)

OO

sont homotopes. Pour g ∈ Fτp , on a G(g) = (0, g(0)) et G′(g) = (1, g(1)). Notons g0,1 la

composée g0,1 : ∆1
ι0,1
↪→ ∆p g→ E. On dé�nit

H : Fτp × I → Eγ
(g, t) 7→ (t, g0,1(t))

Par dé�nition de Fτp = C(∆p, E) ×C(∆p,B) pt pour tout t ∈ I ' ∆1, on a fg0,1(t) = f ◦ g ◦
ι0,1(t) = τp ◦ ι0,1(t) = γ(t), ainsi, H(g, t) = (t, g0,1(t)) ∈ Eγ et H est bien dé�nie. De plus,
H est une évaluation sur I, donc est continue. En�n, on a H(g, 0) = (0, g(0)) = G(g) et
H(g, 1) = (1, g(1)) = G′(g), donc H est une homotopie entre G et G′. Ainsi, on en tire la
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commutativité de (19), ce qui implique �nalement τγ([̂̀]) = [ ̂̀0] et donc δ0
p([
̂̀]) = [ ̂̀0]. On en

déduit que la composée

Hq(Fτp)
∼ // Hq(Fτp(0))

δ //
⊕

τp−1
Hq(Fτp−1(0))

envoie [`] sur [ ̂̀0] +
∑p

i=1(−1)i[̂̀], ce qui prouve �nalement la commutativité de (18). Ainsi,
l'application induite par ∂h est la di�érentielle δ de C•(B,Hq(F )) et donc

E2
p,q = Hq(B,Hq(F )),

ce qui achève la démonstration.

Remarque B.16. Dans sa thèse ( [68]), J-P. Serre dé�nit autrement sa suite spectrale. On
donne ici un court résumé de la construction et de la comparaison avec celle de Dress. Cette
présentation se trouve dans [3], chapter XII, section 5) :
Soit π : E → B une �bration de Serre. Notons I := [0, 1] et soit C ′n(E) le groupe abélien libre
engendré par les "n-cubes singuliers" f : In → E et soit Dn(E) le sous-groupe engendré par
les f : In → E tels que f(x1, . . . , xn) est indépendant de xn. Posons Cn := C ′n

/
Dn

. Alors,
Cn est naturellement un complexe de chaînes. On �ltre C∗ en dé�nissant FpC ′n comme étant
le sous-module engendré par les f : In → E pour lesquels πf(x1, . . . , xn) ne dépend que des
p premières variables x1, . . . , xp et en posant FpCn := (FpC

′
n +Dn)

/
Dn

. La suite de Serre
est alors la suite spectrale associée à ce complexe �ltré. Si n = p + q, alors In = Ip × Iq (et
c'est précisément à cause de cette formule que Serre considère l'homologie cubique) et une
application f : In → E telle que πf(x1, . . . , xn) ne dépend que de x1, . . . , xp peut être vue
comme une paire (g, f) d'applications telles que le diagramme

Ip × Iq

pr1
��

f // E

π
��

Ip
g // B

commute, où g est dé�nie par g(x1, . . . , xp) := πf(x1, . . . , xp, 0, . . . , 0). La relation entre la
suite de Serre et la suite de Dress et donc essentiellement la même que celle entre l'homologie
cubique et l'homologie singulière (simpliciale). Or, les complexes singuliers et cubiques sont
homotopiquement équivalents (voir [41], theorem 8.4.10), donc le complexe �ltré F•C∗ est
homotopiquement équivalent au complexe Tot (K•,•) de Dress, �ltré par colonnes, et par
naturalité de la suite spectrale d'un complexe �ltré, les deux suites sont isomorphes, et
l'isomorphisme commence en deuxième page. Ces deux suites sont donc équivalentes.

Remarque B.17. Vue la construction et en inspectant de près la démonstration précédente,
la suite de Serre est naturelle en la �bration. En e�et, si on a un morphisme de �brations

E ′

p′

��

f // E

p

��
B′

f

// B

alors, on a une application naturelle

S ′p,q
fS→ Sp,q,
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d'où un morphisme

K ′p,q = Z
〈
S ′p,q
〉 fK→ Z 〈Sp,q〉 = Kp,q

tel que ∂hfK = fK∂
h et ∂vfK = fK∂

v, i.e. fk est un morphisme de bicomplexes et la naturalité
de la suite spectrale (IEr

p,q) d'un bicomplexe permet de conclure. IL reste à voir que les
identi�cations menées dans la preuve sont naturelles, ce qui se véri�e aisément.

De la précédente remarque, on tire un énoncé plus précis du théorème de Serre :

Théorème B.18. Sur la catégorie des �brations de Serre, il existe un foncteur spectral
homologique, à valeurs dans les suite spectrales de groupes abéliens, aboutissant à l'homologie
de l'espace total et dont la deuxième page est donnée par

E2
p,q(E → B) = Hp(B,Hq(F )) =⇒ Hp+q(E).

Corollaire B.19. Soit F ↪→ E
f→ B une �bration de Serre avec B simplement connexe.

Alors, la suite de Serre s'écrit

E2
p,q = Hp(B,Hq(F )) =⇒ Hp+q(E).

Démonstration. Ceci provient de la proposition B.8.

Corollaire B.20. Soit F ↪→ E
f→ B une �bration de Serre avec B simplement connexe et

E connexe par arcs. Alors, F est connexe par arcs.

Démonstration. On a E2
0,0 = E∞0,0 = H0(E) = Z. Mais, E2

0,0 = H0(B,H0(F )) = H0(F ), donc
H0(F ) = Z.

Corollaire B.21. Si f : E → B est une �bration de Serre, avec E contractile, alors on a{
E∞p,q = 0 si (p, q) 6= (0, 0)
E∞0,0 = Z

Démonstration. Comme E est contractile, on a Hn(E) = δn,0Z et le résultat découle de la
convergence de la suite de Serre.

Pour une suite spectrale de premier quadrant Ea
p,q =⇒ Hp+q, on a une �ltration

0 = F−1Hn ⊆ F0Hn ⊆ . . . ⊆ Fn−1Hn ⊆ FnHn = Hn

avec
F0Hn ' E∞0,n et E∞n,0 ' Hn

/
Fn−1Hn

.

Comme la suite est de premier quadrant, on a

E∞n,0 ↪→ · · · ↪→ Ea+1
n,0 ↪→ Ea

n,0,
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et
E0

0,n � Ea+1
0,n � · · ·� E∞0,n,

d'où des "morphismes de bord"

Ea
0,n

"" ""

h0,n // Hn

E∞0,n
. �

== et Hn

!! !!

hn,0 // Ea
n,0

E∞n,0
. �

<<

Théorème B.22. (voir [74])

Soit une �bration de Serre F
i
↪→ E

f→ B avec B simplement connexe. Alors, on a la suite de
Serre

E2
p,q = Hp(B,Hq(F )) =⇒ Hp+q(E),

et les morphismes de bord sont donnés par (on suppose que F est 0-connexe pour le second)

Hn(F )
i∗ // Hn(E)

E2
0,n

// // E∞0,n
?�

OO
et Hn(E)

f∗ //

����

Hn(B)

E∞n,0
� � // E2

n,0

Démonstration. Avec les notations ci-dessus, il s'agit de montrer que i∗ = h0,n et f∗ = hn,0.
Pour le premier, on a un produit �bré

F �
� i //

��
A

E

f
��

pt // B

avec F → pt une �bration de Serre, qui donne un morphisme de �brations, donc un mor-
phisme de suites spectrales (Ẽr

p,q)→ (Er
p,q), où (Ẽr

p,q) est la suite de F → pt. On a

Ẽ2
p,q = Hp(pt, Hq(F )) = δp,0Hq(F ),

donc cette suite s'e�ondre en deuxième page. Le morphisme de suites

F
f

F

i
��

F i //

��

E

f
��

pt // B

donne un carré

Hn(F )
j∗ //

h̃0,n
��

Hn(F )

h0,n
��

Hn(F )
i∗ // Hn(E)
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et j∗ = id. De plus, l'e�ondrement de (Ẽr
p,q) montre que Ẽ2

p,q = Ẽ∞p,q et Ẽ
2
0,n = Hn(F ), donc

h̃0,n = id et donc i∗ = h0,n.
Supposons F connexe par arcs, de telle sorte que l'on ait E2

p,0 = Hp(B). On considére le
morphisme de �brations de Serre

E
f //

f
��

B

B
1
// B

qui induit un morphisme (Er
p,q)→ (Ẽr

p,q) et on a un carré

Hn(E)

hn,0
��

f∗ // Hn(B)

h̃n,0
��

Hn(B)
1∗=1

// Hn(B)

et comme Ẽ2
p,q = Hp(B,Hq(pt)) = δq,0Hp(B), la suite (Ẽr

p,q) s'e�ondre, d'où Ẽ
2
n,0 = Hn(B) =

E∞n,0 et h̃n,0 = id, d'où hn,0 = f∗ et le résultat suit.

Remarque B.23. En�n, comme la suite de Serre est de premier quadrant, on a, pour r >
max(p, q + 1),

drp,q : Er
p,q → Er

p−r,q+r−1 = 0,

donc drp,q = 0 et Er+1
p,q = Er

p,q et donc E
∞
p,q = Er

p,q. Ainsi, on a

∀r > max(p, q + 1), Er
p,q = E∞p,q.

C La suite spectrale cohomologique de Serre

C.1 Cohomologie à coe�cients dans un système local et système

local cohomologique d'une �bration de Serre

On va ici "dualiser" le résultat homologique de Serre. Pour ceci, il nous faut dé�nir la
cohomologie d'un espace à coe�cients dans un système local et construire un système local
cohomologique associé à une �bration. Nous allons passer un peu plus vite sur les dé�nitions,
étant donné qu'elles sont assez analogues au cas homologique. Pour ce qui suit, voir [19], 5.3.

À partir de maintenant,M sera un groupe abélien �xé et on consière H•(−) = H•(−,M)
la cohomologie à coe�cients dans M . Soient X un espace et A = {Ax, τγ} un système local
de coe�cients sur X. Posons

Cn(X,A) :=

{
Cn(X)

c→
⊕

σ:∆n→X

Aσ0 ; c(σ) ∈ Aσ0 , ∀σ : ∆n → X

}
'

∏
σ:∆n→X

Aσ0 ,
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C'est un groupe abélien et on dé�nit

∂n : Cn(X,A)→ Cn+1(X,A)

par

∂nc(σ) := τ−1
σ01

(c(δ0σ)) +
n+1∑
i=1

(−1)ic(δiσ),

avec τσ01 : Aσ0
∼→ Aσ1 ; ou encore, avec la notation produit, ϕ = (ϕσ)σ ∈

∏
σ Aσ0 ,

(∂nϕ)σ = τ−1
σ01
ϕσεn+1

0
+

n+1∑
i=1

(−1)iϕσεn+1
i
.

Alors, ∂2 = 0 et on pose
H•(X,A) := H•(C•(X,A), ∂).

Ensuite, soit f : E → B une �bration de Serre. De manière analogue au cas homologique,
on dé�nit un système local Hq(F ) := {Ax, τγ} associé. Pour x ∈ B, prenons Ax := Hq(Fx) =

Hq(p−1(x)) et pour γ : ∆1 → B, on obtient τγ : Aγ0
∼→ Aγ1 car on a des équivalences faibles

Fγ(0)
// Eγ Fγ(1)

oo

qui induisent un isomorphisme

Hq(Fγ(0))
τγ // Hq(Fγ(1))

Hq(Eγ)

∼
ff

∼
88

Et, en utilisant le même triangle que dans le cas homologique, qui est formé d'équivalences
faibles, on obtient que si h : ∆2 → B est un 2-simplexe, alors on a τhε0τhε2 = τhε1 , donc
Hq(F ) est bien un système local. On dé�nit alors

H•(B,Hq(F )) = H•(C•(B,Hq(F )), ∂).

C.2 La suite de Serre : dualisation de la construction de Dress

On peut maintenant énoncer et démontrer la version cohomologique du théorème de
Serre :

Théorème C.1. Soit f : E → B une �bration de Serre. Alors, il existe une suite spectrale
cohomologique de premier quadrant convergente

Ep,q
2 = Hp(B,Hq(F )) =⇒ Hp+q(E).
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Démonstration. On va donner la version duale de la preuve du cas homologique, en véri�ant
que les �èches se retournent correctement. On reprend les notations de la preuve ci-dessus, et
on se permet d'utiliser librement les résultats intermédiaires qui y sont démontrés. Rappelons
que l'on a

Sp,q := {(σp,q, τp), σp,q : ∆p ×∆q → E, τp∆
p → B ; fσp,q = τppr1}

et posons
Kp,q := Hom Z(Z 〈Sp,q〉 ,M) = Hom Z(Kp,q,M).

Reprenons les di�érentielles ∂hp,q et ∂
v
p,q de Kp,q et dé�nissons

∂p,qh : Kp,q → Kp+1,q

ϕ 7→ ϕ ◦ ∂hp+1,q

et
∂p,qv : Kp,q → Kp,q+1

ϕ 7→ ϕ ◦ ∂vp,q+1

Alors, (K•,•, ∂h, ∂v) est un bicomplexe de premier quadrant, auquel on peut attacher deux
suites spectrales (IEp,q

r ) et (IIEp,q
r ) qui convergent vers H•(Tot (K•,•)). On a{

IIEp,q
0 = Kq,p, IIEp,q

1 = Hq
h(K•,p), IIEp,q

2 = Hp
vH

q
h(K•,•)

IEp,q
0 = Kp,q, IEp,q

1 = Hq
v(Kp,•), IEp,q

2 = Hp
hH

q
v(K•,•)

la suite de Serre étant (IEp,q
r ). On va refaire essentiellement le même travail que plus haut,

mais un peu plus vite...
Cas de la suite (IIEr) :

Par soucis de lisibilité, notons (Er) := (IIEr). Montrons que

H•(Tot (K)) = H•(E)
def
= H•(E,M).

Fixons q et faisons varier p. Du diagramme

Kp+1,q

∂hp+1,q //

o
��

Kp,q

Z 〈Pp+1,q〉
∂singp+1,q

// Z 〈Pp,q〉

o
OO

on tire

Kp,q
∂p,qh // Kp+1,q

o
��

Hom Z(Z 〈Pp,q〉 ,M)

o

OO

∂p,qsing

// Hom Z(Z 〈Pp+1,q〉 ,M)

donc on peut identi�er chaque q-ligne de K•,• avec le complexe singulier de E ′q = B ×C(∆q ,B)

C(∆q, E) (rappel : Pp,q = C(∆p, E ′q) ≈ Sp,q). Ensuite, on a des équivalences faibles

E ′q // C(∆q, E) Eoo

qui donnent en cohomologie

Hp(E ′q)
∼ // Hp(C(∆p, E)) Hp(E)∼oo
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d'où Hp(E ′q) ' Hp(E) pour tout p ≥ 0 et donc

Ep,q
1 = IIEp,q

1 = Hq(E).

Ensuite, on a encore un diagramme

Kp,q

o
��

∂p,qv // Kp,q+1

Hom Z(Z 〈Pp,q〉 ,M) // Hom Z(Z 〈Pp,q+1〉 ,M)

o

OO

où la �èche du bas est donnée par

ϕ 7→ ϕ ◦ ∂̃vp,q+1 =

(
` 7→

q+1∑
j=0

(−1)j+pϕ(`)

)

et donc ∂p,qv alterne entre id et 0 et pour chaque colonne p, on a un complexe

0 // Hp(E) 0 // Hp(E) Hp(E) 0 // Hp(E) · · ·

d'où
IIEp,q

r = Hp
vH

q
h(K) =

{
Hq(E) si p = 0

0 si p > 0

Donc la suite s'e�ondre en deuxième page et, comme dans le cas homologique, en raisonnant
sur la �ltration de H•(Tot (K)), on obtient

Hn(Tot (K)) = E0,n
2 = Hn(E), ∀n ≥ 0,

et donc les deux suites convergent vers H•(E).
Cas de la suite (IEr) :

Là encore, notons (Er) := (IEr). On a

Ep,q
1 = Hq

v(Kp,•)

et, comme Ep,q
2 = Hp

hH
q
v(K), il reste à prouver que

Hp
hH

q
v(K•,•) ' Hp(B,Hq(F )).

On reprend Sp,q(τp) = {σp,q ; (σp,q, τp) ∈ Sp,q} et Sp,q(τp) = lim−→τp:∆p→B Sp,q(τp). On �xe p et

τ :
p∆

p → B. On a une �bration de Serre C(∆p, E)
f̂→ C(∆p, B) et formons le produit

Fτp
� � //

��
A

C(∆p, E)

f̂
��

pt
j // C(∆p, B)

avec j(pt) = τp. Considérons à nouveau Lp,q(τp) := C(∆q, Fτp) ≈ Sp,q(τp) et avec le même
argument que dans le cas homologique, on a une équivalence faible Fτp → Fτp(0), d'où

Hq(Fτp(0)
∼→ Hq(Fτp), ∀q ≥ 0.
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Ensuite, on a

Kp,q = Hom Z(Z 〈Sp,q〉 ,M) = Hom Z

(
Z

〈
lim−→
τp

Sp,q(τp)

〉
,M

)

= Hom Z

⊕
τp

Z 〈Sp,q(τp)〉 ,M

 =
∏
τp

Hom Z(Z 〈Sp,q(τp)〉 ,M) =
∏
τp

Hom Z(Z 〈Lp,q(τp)〉 ,M).

Rappelons que l'on a

∂vτp : Z 〈Lp,q+1(τp)〉 → Z 〈Lp,q(τp)〉
(` : ∆q+1 → Fτp) 7→

∑q+1
j=0(−1)j+p`εq+1

j

et ∂vp,q '
⊕

τp
∂vτp qui est (au signe près) la di�érentielle du complexe singulier de Fτp . On

prend donc

∂̃τp : Hom Z(Z 〈Lp,q(τp)〉 ,M) → Hom Z(Z 〈Lp,q+1(τp)〉 ,M)
ϕ 7→ ϕ ◦ ∂vτp

et on a ∂p,qv =
∏

τp
∂̃τp , d'où

Ep,q
1 = Hq

v(Kp,•) =
∏

τp:∆p→B

Hq (Hom Z(Z 〈Lp,•(τp)〉 ,M) , ∂̃τp)

'
∏
τp

Hq(Fτp) '
∏
τp

Hq(Fτp(0)) = Cp(B,Hq(F )).

Maintenant, il vient
Ep,q

2 = Hp
hH

q
v(K) = Hp(C•(B,Hq(F )), ∂h).

Rappelons que l'on a

∂hτp+1
: Z 〈Lp+1,q(τp+1)〉 →

⊕p+1
i=0 Z

〈
Lp,q(τp+1ε

p+1
i )

〉
↪→

⊕
τp
Z 〈Lp,q(τp)〉 = Kp,q

(` : ∆q → Fτp+1) 7→
∑p+1

i=0 (−1)i`i

où `i : ∆q → Fτp+1ε
p+1
i

, et qu'on a ∂p,qh = Hom (∂hp+1,q,M) : Kp,q → Kp+1,q où ∂hp+1,q =⊕
τp+1

∂hτp+1
. Donc, en désignant la di�érentielle de C•(B,Hq(F )) par δ, il s'agit de montrer

la commutativité du diagramme∏
τp:∆p→BH

q(Fτp)

∂h
��

∏
τp:∆p→BH

q(Fτp(0))

δ

��

α
∼

oo Cp(B,Hq(F ))

∏
τp+1:∆p+1→BH

q(Fτp+1)
∏

τp+1:∆p+1→BH
q(Fτp+1(0))∼

βoo Cp+1(B,Hq(F ))

(20)

Rappelons encore que l'on a montré que δ0
p([
̂̀]) = [ ̂̀0]. On va devoir tout calculer "à la main",

en gardant à l'esprit que l'on ne fait quasiment que dualiser ce qu'on a fait pour l'homologie...
Dans ce qui suit, a�n de faciliter la lecture, on prend comme convention d'écrire σ : ∆p →

B et τ : ∆p+1 → B. Soit donc ϕ ∈
∏

σ:∆p→BH
q(Fσ(0)) et écrivons ϕ = ([ϕσ])σ:∆p→B où

[ϕσ] ∈ Hq(Fσ(0)), avec ϕσ : Cq(Fσ(0))→M .
On a α(ϕ) = ([ϕασ ])σ où

[ϕασ ] = Hq(Fσ
uσ→ Fσ(0))([ϕσ]) = [` 7→ ϕσ(uσ ◦ `)] = [` 7→ ϕσ(̂̀)].
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Ensuite, si ψ = ([ψσ])σ ∈
∏

σH
q(Fσ), alors ∂h(ψ) = ([ψhτ ])τ avec

[ψhτ ] =

p+1∑
i=0

(−1)iviτ ([ψτεp+1
i

])

où viτ : Hq(Fτεp+1
i

)→ Hq(Fτ ) provient vient du morphisme construit plus haut

Cq(Fτ ) → Cq(Fτεp+1
i

)

(` : ∆q → Fτ ) 7→ (`i : ∆q → Fτεp+1
i

)

i.e.

[ψhτ ] =

p+1∑
i=0

(−1)i[` 7→ ψτεp+1
i

(`i)] ∈ Hq(Fτ ).

Ensuite, on a δϕ = ([ϕδτ ])τ où

[ϕδτ ] = τ−1
τ01

[ϕτεp+1
0

] +

p+1∑
i=1

(−1)i[ϕτεp+1
i

] ∈ Hq(Fτ(0))

et si ψ = ([ψτ ])τ ∈
∏

τ H
q(Fτ(0)), alors β(ψ) = ([ψβτ ])τ où

[ψβτ ] = Hq(Fτ
uτ→ Fτ(0))([ψτ ]) = [` 7→ ψτ (uτ ◦ `)] = [` 7→ ψτ (̂̀)].

En�n, notons A := ∂h ◦ α et B := β ◦ δ et soit ϕ = ([ϕσ])σ ∈
∏

σH
q(Fσ(0)), alors

Aϕ = ([ϕAτ ])τ où

[ϕAτ ] =

p+1∑
i=0

(−1)i[` 7→ ϕα
τεp+1
i

(`i)] = [` 7→ ϕτεp+1
0

( ̂̀0)] +

p+1∑
i=1

(−1)i[` 7→ ϕτεp+1
i

(̂̀i)].
D'autre part, Bϕ = ([ϕBτ ])τ , avec

[ϕBτ ] = [` 7→ ϕδτ (
̂̀)] = τ−1

τ01
[` 7→ ϕτεp+1

0
(̂̀)] +

p+1∑
i=1

(−1)i[` 7→ ϕτεp+1
i

(̂̀i)].
Les deux sommes sont égales car ̂̀i = ̂̀ pour tout i > 0. Ensuite, comme δ0

p([
̂̀]) = [ ̂̀0] et

comme δ0
p est donnée par ττ01 : Hq(Fτ(0))

∼→ Hq(Fτ(1)), suivie de l'inclusion, obtient

[` 7→ ϕτεp+1
0

( ̂̀0)] = τ−1
τ01

[` 7→ ϕτεp+1
0

(̂̀)].
Ceci montre que [ϕAτ ] = [ϕBτ ], pour tout τ : ∆p+1 → B, d'où Aϕ = Bϕ pour tout ϕ ∈
Cp(B,Hq(F )) et donc A = B, ce qui termine de montrer la commutativité de (20). On en
déduit �nalement que

IEp,q
2 = Hp

hH
q
v(K) = Hp(C•(B,Hq(F )), ∂h) = Hp(C•(B,Hq(F )), δ) = Hp(B,Hq(F )),

ce qui achève la preuve.
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Remarque C.2. En reprenant ce genre de raisonnement, on a une suite de Serre en homologie
à coe�cients

E2
p,q = Hp(B,Hq(F,M)) =⇒ Hp+q(E,M)

en arrangeant correctement le système local (on rajoute les coe�cients) et en posant

Kp,q := Z 〈Sp,q〉 ⊗ZM

et avec ∂hp,q(M) = ∂hp,q ⊗ 1 et ∂vp,q(M) = ∂vp,q ⊗ 1. Il su�t de rajouter des −⊗M partout et ce
qui marche pour Hom Z(−,M) marche aussi pour −⊗ZM , en prenant garde à la covariance.

Lá encore, on voit que cette construction est fonctorielle...

Corollaire C.3. Si F
i
↪→ E

f→ B est une �bration de Serre et si B est simplement connexe,
alors la suite spectrale de Serre s'écrit

Ep,q
2 = Hp(B,Hq(F,M)) =⇒ Hp+q(E,M).

Dans le cas cohomologique, les morphismes de bord sont

En,0
2

"" ""

hn,0 // Hn(E)

En,0
∞

- 


;;
et Hn(E)

## ##

h0,n // E0,n
2

E0,n
∞

. �

<<

Théorème C.4. Si F
i
↪→ E

f→ B est une �bration de Serre, avec B simplement connexe,
alors on a la suite de Serre

Ep,q
2 = Hp(B,Hq(F )) =⇒ Hp+q(E),

et les morphismes de bord sont donnés par (on suppose que F est 0-connexe pour le premier)

Hn(B)
f∗ // Hn(E)

En,0
2

// // En,0
∞
?�

OO
et Hn(E)

����

i∗ // Hn(F )

E0,n
∞
� � // E0,n

2

Démonstration. Montrons que hn,0 = f ∗ et h0,n = i∗. Là aussi, la naturalité de la suite,
couplée avec le morphisme

F F

i
��

F

��

i // E

f
��

pt // B

produit un morphisme (Ep,q
r )→ (Ẽp,q

r ) où la deuxième suite est celle de F → pt. On a

Ẽp,q
r = Hp(pt, Hq(F )) = δp,0H

q(F ),
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donc cette suite s'e�ondre en deuxième page et on a un carré entre morphismes de bord

Hn(F )

h̃0,n

��

Hn(E)i∗oo

h0,n

��
Hn(F ) Hn(F )

id
oo

et par e�ondrement, on a hn(F ) = Ẽ0,n
∞ = Ẽ0,n

2 = Hn(F ) et h̃0,n = id et donc h0,n = i∗. De
même, le morphisme

F //

i
��

pt

��
E

f //

f
��

B

B
1 // B

donne un morphisme (Ẽp,q
r )→ (Ep,q

r ) et un carré

Hn(B)

hn,0

��

Hn(B)idoo

h̃n,0

��
Hn(E) Hn(B)

f∗oo

et on a Ẽp,q
2 = Hp(B,Hq(pt)) = δq,0H

p(B), ce qui garantit l'e�ondrement de la suite (Ẽp,q
r )

et donc Hn(B) = Ẽn,0
2 = Ẽn,0

∞ = Hn(B), d'où h̃n,0 = id et hn,0 = f ∗.

Remarque C.5. Ici aussi, on a

∀r > max(p, q + 1), Ep,q
r = Ep,q

∞ .

C.3 Récapitulatif

On résume maintenant les résultats obtenus jusqu'à présent, sous la forme la plus concise
et complète possible.

Fixons un groupe abélien M .

Théorème C.6. (Suite homologique)
Sur la catégorie des �brations de Serre, il existe un foncteur spectral homologique de pre-
mier quadrant, à valeurs dans les groupes abéliens, aboutissant à l'homologie de l'espace total
H•(E,M) et dont le terme initial est

E2
p,q(E → B) = Hp(B,Hq(F,M)).

De plus, si B est 1-connexe et F est 0-connexe, alors les morphismes induits en homologie

i∗ et f∗ sont les morphismes de bord de la suite spectrale associée à la �bration F
i→ E

f→ B.
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Théorème C.7. (Suite cohomologique)
Sur la catégorie des �brations de Serre, il existe un foncteur spectral cohomologique de premier
quadrant, à valeurs dans les groupes abéliens, aboutissant à la cohomologie de l'espace total
H•(E,M) et dont le terme initial est

Ep,q
2 (E → B) = Hp(B,Hq(F,M)).

De plus, si B est 1-connexe et F est 0-connexe, alors les morphismes induits en cohomologie

f ∗ et i∗ sont les morphismes de bord de la suite spectrale associée à la �bration F
i→ E

f→ B.

C.4 Aperçu de la structure multiplicative sur la suite cohomolo-

gique

L'avantage de considérer la suite spectrale de cohomologie et le même que celui de consi-
dérer la cohomologie singulière : on dispose d'une structure multiplicative supplémentaire,
donnée par le cup produit. Nous allons donner brièvement le cup produit sur un système
local en nous inspirant de l'exposé de [36], section 9.4.

Si A = {Ax, τAγ } : Π(X) → Ab et B = {Bx, τ
B
γ } : Π(X) → Ab sont deux systèmes

locaux sur un espace X, on forme le système local A ⊗ B où (A ⊗ B)x := Ax ⊗Z Bx et
(x

γ→ y) 7→ τAγ ⊗ τBγ . Alors, on peut dé�nir un "cup produit" local

Cp(X,A)⊗ Cp′(X,B)
∪l // Cp+p′(X,A⊗B)

(
∏

σ:∆p→X Aσ0)⊗ (
∏

τ :∆p′→X Bτ0) //
∏

µ:∆p+p′→X Aµ0 ⊗Bµ0

où, pour tout µ : ∆p+p′ → X, on pose

(aσ)σ × (bτ )τ 7→ aµ|[e0,...,ep] ⊗ (τBµ0,p)
−1bµ|[ep,...,ep+p′ ]

.

Pour f : E → B une �bration de Serre et R un anneau commutatif, on a le cup produit usuel
sur H•(Fx) := H•(Fx, R) pour tout x ∈ B et on peut dé�nir

Ep,q
1 ⊗ E

p′,q′

1

��

Cp(B,Hq(F ))⊗ Cp′(B,Hq′(F ))
∪l //

��

∏
µH

q(Fµ(0))⊗Hq′(Fµ(0))

(−1)p
′q×∪usuel

��
Ep+p′,q+q′

1 Cp+p′(B,Hq+q′(F ))
∏

µH
q+q′(Fµ(0))

De longs (et pénibles) calculs permettent de montrer que, sous cette construction, la di�é-
rentielle d1 est une "dérivation", au sens du théorème suivant. De plus, ce cup produit passe
à la cohomologie et donne à la suite de Serre une structure multiplicative. Remarquons que
d'après [73], 5.2.13, une fois le produit construit en deuxième page, le fait que d1 soit une
dérivation assure que ce produit se propage dans la suite de façon canonique. Il resterait à
montrer que ce produit se comporte bien avec la limite et on obtient

158



Théorème C.8. (voir [19], Lemma 9.23 and Theorem 9.24)
La suite spectrale cohomologique d'une �bration de Serre f : E → B, à coe�cients dans

un anneau commutatif R, admet une application naturelle de cup produit

Ep,q
r ⊗ Ep′,q′

r
∪→ Ep+p′,q+q′

r

telle que

1. Pour tout r ≥ 2, E•,•r est un anneau bigradué,

2. dr : Er → Er est une dérivation, i.e.

∀(x, y) ∈ Ep,q
r × Ep′,q′

r , dr(x ∪ y) = dr(x) ∪ y + (−1)p+qx ∪ dr(y),

3. Ep,q
r+1 ' H•(Er, dr) est un isomorphisme d'anneaux bigradués,

4. Ep,q
2 ' Hp(B,Hq(F )) est un isomorphisme d'anneaux bigradués,

5. La �ltration de H•(E,R) est multiplicative,

6. Ep,q
∞ ' F pHp+q(E,R)

/
F p+1Hp+q(E,R) est un isomorphisme d'anneaux bigradués.

C.5 Suites exactes de Gysin et de Wang

Terminons cette section en donnant le cas cohomologique de deux suites exactes longues
particulières découlant de la suite de Serre. Ces suites apparaissent dans le cas où l'espace
�bré est à �bre ou à base sphérique. Dans le premier cas, on parle de la suite de Gysin et
dans le second, de la suite de Wang.

Proposition C.9. (Suite de Gysin)
Soit Sn → E

π→ B un espace �bré, avec n > 0. Alors, il existe un morphisme φ : H∗(E) →
H∗−n(B), dit de Gysin, s'insérant dans une suite exacte longue

· · · // Hp(E)
φ // Hp−n(B)

dn+1 // Hp+1(B) π∗ // Hp+1(E)
φ // Hp+1−n(B) // · · ·

En particulier, on a
Hp(E) = Hp(B), ∀p < n.

Démonstration. Dans la suite de Serre, on a

Ep,q
2 = Hp(B,Hq(Sn)) =

{
Hp(B) si q = 0, n

0 sinon

La seule di�érentielle non nulle est donc dn+1 et on a

Ep,q
2 = Ep,q

3 = · · · = Ep,q
n = Ep,q

n+1 et Ep,q
n+2 = Ep,q

n+3 = · · · = Ep,q
∞ .

On a aussi
ker(dn+1 : Ep,n

n+1 → Ep+n+1,0
n+1 ) = Ep,n

n+2

coker (dn+1 : Ep−n−1,n
n+1 → Ep,0

n+1) = Ep,0
n+2,
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d'où une suite exacte

0 // Ep,n
n+2

// Ep,n
n+1

dn+1 // Ep+n+1,0
n+1

// Ep+n+1,0
n+2

// 0

0 // Ep,n
∞

// Ep,n
2 dn+1

// Ep+n+1,0
2

// Ep+n+1,0
∞

// 0

(21)

Ensuite, on a par convergence

Ep,q
∞ ' F pHp+q(E)

/
F p+1Hp+q(E)

et les seuls termes non nuls de E∞ sont Ep,0
∞ et Ep,n

∞ , pour p ≥ 0. On a alors Ep,0
∞ = F pHp(E)

/
F p+1Hp(E)

Ep−n,n
∞ = F p−nHp(E)

/
F p−n+1Hp(E)

donc la �ltration de Hp(E) est de la forme

Hp(E) = · · · = F p−nHp(E) ⊇ F p−n+1Hp(E) = · · · = F pHp(E) ⊇ F p+1Hp(E) = · · · = 0

et donc, {
Ep,0
∞ = F pHp(E)

Ep−n,n
∞ = Hp(E)

/
F p−n+1Hp(E)

d'où une suite exacte courte

0 // Ep,0
∞

// Hp(E) // Ep−n,n
∞

// 0 (22)

Donc, en recollant (21) et (22) et en tenant compte du fait que Ep,0
2 = Ep,n

2 = Hp(B), on a
le résultat.

En procédant de manière analogue, on obtient

Proposition C.10. (Suite de Wang) Soit F
ι→ E → Sn un espace �bré, avec n > 1. Alors,

il existe un morphisme ψ : H∗(F ) → H∗−n+1(F ), dit de Wang, s'insérant dans une suite
exacte longue

· · · // Hq(F )
ψ // Hq−n+1(F )

dn // Hq+1(E) ι∗ // Hq+1(F )
ψ // Hq−n+2(F ) // · · ·

En particulier, on a
Hq(F ) = Hq(E), ∀q < n− 1.

Bien-sûr, on a des versions homologiques, pour lesquelles on pourra consulter [73], �5.3,
Application 5.3.5 et Application 5.3.7 ou encore [43].

160



D La suite spectrale d'Eilenberg-Moore

D.1 Préliminaires : couples exacts, diagrammes en escalier et suites

spectrales

Avant d'attaquer la construction de la suite d'Eilenberg-Moore, nous allons passer en
revue la construction de couples exacts à partir de "diagrammes en escalier" et en dériver
une suite spectrale et ce sera de cette façon qu'apparaîtra la suite d'Eilenberg-Moore. Notre
exposé s'inspire très largement de celui concis de [40], section 1. Pour un exposé plus détaillé et
général sur les couples exacts et les suites spectrales qui en découlent, on pourra consulter [73],
section 5.9.

Bien qu'intéressé par la cohomologie, nous allons inspecter le cas homologique, qui se
dualise parfaitement. Commençons avec un "diagramme en escalier" dans lequel les suites
du type de celle surlignée en rouge (qui forment un escalier) sont supposées exactes :

...

��

...

��

...

��
· · · // A1

p,q+1

��

// E1
p,q+1

// A1
p−1,q+1

��

// E1
p−1,q+1

// A1
p−2,q+1

��

// · · ·

· · · // A1
p+1,q

��

// E1
p+1,q

// A1
p,q

//

��

E1
p,q

// A1
p−1,q

��

// · · ·

· · · // A1
p+2,q−1

��

// E1
p+2,q−1

// A1
p+1,q−1

//

��

E1
p+1,q−1

// A1
p,q−1

//

��

· · ·

...
...

...

(23)

Posons A = A1 :=
⊕

p,q A
1
p,q et E = E1 :=

⊕
p,q E

1
p,q. En regroupant les �èches, on obtient

un triangle

A i // A

j��
E

k

__

tel que 
ker i = im k
ker k = im j
ker j = im i

Un tel triangle est appelé un couple exact. Dé�nossons d := jk, de telle sorte que d2 = jkjk =
0. On peut donc dé�nir

E ′ := ker d /im d, A′ := i(A), i′ := i|A′ , j′(ia) := [ja] ∈ E ′, k′[e] := ke ∈ A′

où j′ est bien dé�nie car dja = jkja = 0 et si ia = ib, alors a− b ∈ ker iim k ⇒ j(a− b) ∈
im jk = im d. De plus, comme jke = de = 0, on a ke ∈ A′ = ker j et si e = de′, alors
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ke = kde = kjke = 0, donc k′ est également bien dé�nie. De plus, par calculs directs, on voit
que le couple ainsi obtenu (appelé couple dérivé)

A′
i′ // A′

j′~~
E ′

k′

``

est exact.
En itérant ce procécé, on obtient une suite spectrale (cf [73], section 5.9). Plus précisément,

dans le cas d'un diagramme en escalier comme (1) ci-dessus, dans le couple dérivé, chaque
A1
p,q est remplacé par un sous-groupe A2

p,q : l'image de A1
p−1,q+1 par i1. Les di�érentielles

d1 = j1k1 avancent de deux unités vers la droite et on remplace E1
p,q par

E2
p,q := ker d1

/
im d1

= ker(E1
p,q

d1→ E1
p−1,q)

/
im (E1

p+1,q
d1→ E1

p,q)

Les termes du couple dérivé s'organisent ainsi (les directions se voient en regardant la dé�-
nition du couple dérivé) :

...

��

...

��

...

��
· · · // A2

p,q+1

��

99

E2
p,q+1

// A2
p−1,q+1

��

99

E2
p−1,q+1

// A2
p−2,q+1

��

;;

· · ·

· · · // A2
p+1,q

��

99

E2
p+1,q

// A2
p,q

99

��

E2
p,q

// A2
p−1,q

��

;;

· · ·

· · · // A2
p+2,q−1

��

99

E2
p+2,q−1

// A2
p+1,q−1

99

��

E2
p+1,q−1

// A2
p,q−1

;;

��

· · ·

...

99

...

99

...

;;

On répète ceci pour obtenir

...

��

...

��

...

��
· · · // A3

p,q+1

��

E3
p,q+1

// A3
p−1,q+1

��

E3
p−1,q+1

// A3
p−2,q+1

��

· · ·

· · · // A3
p+1,q

��

BB

E3
p+1,q

// A3
p,q

BB

��

E3
p,q

// A3
p−1,q

��

EE

· · ·

· · · // A3
p+2,q−1

��

BB

E3
p+2,q−1

// A3
p+1,q−1

BB

��

E3
p+1,q−1

// A3
p,q−1

DD

��

· · ·

...

BB

...

BB

...

EE

On fera une première supposition
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(i) Presque toutes les applications verticales sur chaque A-colonne de (1) sont des isomorphismes.

Par exactitude, c'est équivalent à dire que presque tous les termes d'une E-colonne sont nuls.

Ainsi, sur chaque A-colonne, les groupes Ap,q ont une valeur supérieure commune, notée
A1
−∞,n (où n = p+q est le numéro de la colonne concernée) et une valeur inférieure commune

A1
∞,n. D'après (i), comme chaque dr monte de (r − 1) lignes, toutes les dr partant de et

arrivant sur une E-colonne donnée sont nulles pour r assez grand. On notes E∞p,q ces valeurs
stables. On fera l'une des deux hypothèses supplémentaires suivantes

(ii) ∀n, A1
−∞,n = 0.

(iii) ∀n, A1
∞,n = 0.

En regardant le rème couple dérivé, Er
p,q se place dans une suite exacte

Arp+r−2,q−r+2
i // Arp+r−1,q−r+1

jr // Er
p,q

kr // Arp−1,q
i // Arp,q−1

jr

��
Er
p+r−1,q−r+2

kr

OO

Er
p−r+1,q+r−2

(24)

En �xant p et q et en faisant r → +∞, par (i), les termes extrèmes sont nuls et en supposant
(ii), les deux derniers termes en A sont nuls également et donc

∀r � 0, Er
p,q ' Arp+r−1,q−r+1

/
i(Arp+r−2,q−r+2) ' ir−1(A1

p,q)
/
ir(A1

p−1,q+1) ,

quotient de sous-groupes de A1
p+r−1,q−r+1 = A1

∞,n. Ainsi, si on note F p
n := im (A1

p,q → A1
∞,n),

alors on a E∞p,q ' F p
p+q

/
F p−1
p+q

.

Par ailleurs, en supposant (iii), les deux premiers termes en A de la suite (2) sont nuls,

donc Er
p,q = ker(Arp−1,q

i→ Arp,q−1). Pour r � 0, les éléments de ces groupes proviennent de
A1
−∞,n par des itérées des applications verticales i, donc si on pose F n−1

p = ker(A1
−∞,n−1 →

A1
p,n−1), alors E∞p,q ' F p+q−1

p

/
F p+q−1
p−1

. On a donc prouvé le

Théorème D.1. Posons{
F p
n := im (A1

p,q → A1
∞,n), n = p+ q

F n−1, p := ker(A1
−∞,n → A1

p,q−1), n = p+ q

Alors F •n (resp. F n−1
• ) est une �ltration (croissante) de A1

∞,n (resp. de A1
−∞,n−1). Via ces

�ltrations, on a les assertions suivantes :

1. Sous les hypothèses (i) et (ii), la suite spectrale (Er
p,q) converge vers A1

∞,•.

2. Sous les hypothèses (i) et (iii), la suite spectrale (Er
p,q) converge vers A1

−∞,•.
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On peut dualiser ceci et regarder le cas de la cohomologie :
On commence avec un diagramme en escalier

...

��

...

��

...

��

· · · // Ap,q−1
1

��

// Ep+1,q−1
1

// Ap+1,q−1
1

��

// Ep+2,q−1
1

// Ap+2,q−1
1

��

// · · ·

· · · // Ap−1,q
1

��

// Ep,q
1

// Ap,q1
//

��

Ep+1,q
1

// Ap+1,q
1

��

// · · ·

· · · // Ap−2,q+1
1

��

// Ep−1,q+1
1

// Ap−1,q+1
1

//

��

Ep,q+1
1

// Ap,q+1
1

//

��

· · ·

...
...

...

Si on suppose (i) et (iii) (cette dernière condition s'écrit ici A−∞,n1 = 0 pour tout n) et si
l'on note F n

p := ker(A∞,n1 → Ap,q1 ) (avec n = p + q), alors F n
• est une �ltration décroissante

de A∞,n1 et on a Ep,q
∞ ' F p+q

p

/
F p+q
p+1

, d'où le résultat qui nous servira

Théorème D.2. Sous les conditions (i) et (iii), on a

Ep,q
r =⇒ A∞,p+q1 .

D.2 Construction de la suite spectrale d'Eilenberg-Moore

On �we k un corps commutatif, sur lequel on calcul la cohomologie singulière, que l'on
notera H∗(−) := H∗(−,k). On se propose de prouver le résultat suivant :

Théorème D.3. (Eilenberg-Moore, voir [40], Theorem 3.2 ou [69], Theorem 3.5)
Soient Y → B une �bration de Serre et f : X → B une application continue. On suppose
que B est 1-connexe et que les cohomologies de X, de Y et de B sont de dimension �nie sur
k en tout degré. Alors, il existe une suite spectrale cohomologique convergente

Ep,q
2 = TorH

∗(B)
p,q (H∗(X), H∗(Y )) =⇒ Hp+q(X ×B Y ).

Remarque D.4. 1. La graduation Tor p =
⊕

q Tor p,q est un fait général : Si R est un
anneau gradué et si A et B sont deux R-modules gradués, alors on peut choisir une
résolution libre de A en R-modules gradués, avec di�érentielle préservant la graduation.
La tensorisation par B nous donne un complexe gradué et son homologie Tor Rn (A,B)
est également graduée et les termes de cette graduation sont notés Tor Rn,p(A,B).

2. Ce résultat n'est pas optimal. En e�et, on peut montrer (cf [55], Theorem 7.1 et [69],
Theorem 3.5) que l'hypothèse de dimension �nie sur les cohomologies de X, Y et B est
super�ue.
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Démonstration.
• Premièrement, au-lieu de considérer toutes les fonctions f : X → B, on ne prend que les
rétractions r : X → B où B ⊂ X. On peut le supposer car si f : X → B est quelconque, on
pose XB := X tB et on dé�nit r : XB → B par r(x) = f(x) et r(b) = b.
• Soit donc CB la catégorie dont les objets sont les rétractions r : X → B et dont les
morphismes (X

r→ B)→ (Y
s→ B) sont les f : X → Y telles que sf = r :

X

r   

f // Y

s~~
B

Autrement dit, CB est la sous-catégorie pleine de Top/B formée des rétraction. La catégorie
CB possède des quotients. En e�et, si (X,A) est une pair dans CB, on dé�nit sur X la relation
d'équivalence ∼ engendrée par r(a) ∼ a pour tout a ∈ A et on pose X /A := X/ ∼. La
rétraction de X induit une rétraction sur X /A , donc ceci est un quotient dans CB. Ensuite,
si f : X → Y est un morphisme dans CB, on a un cône. On prend le cylindre

Mf := (X × I) t Y
/

(x, 1) ∼ f(x) ,

puis,

M̃f := Mf

/
(b, t) ∼ b,

et en�n
CB
f := M̃f

/
(x, 0) ∼ r(x) .

Autrement dit,

CB
f := (X × I) t Y

/
((x, 1) ∼ f(x), (x, 0) ∼ r(x), (b, t) ∼ b) ,

et les rétractions de X et Y induisent une rétraction de CB
f de telle sorte que CB

f ∈ CB et
on l'appelle le cône de f . Ensuite, CB possède des produits �nis : si on a rX : X → B et
rY : Y → B dans CB, on prend pour produit r : X ×B Y → B dé�ni par r(x, y) := rX(x)(=
rY (y)). En�n, CB a des smash produits, dé�nis par

X ∧B Y := X ×B Y
/

((x, b) ∼ rX(x), (b, y) ∼ rY (y)) .

Par dé�nition, on a
XB ∧B YB = (X ×B Y )B.

• Comme on a
H∗(XB, B) ∼ H∗(X),

on peut travailler avec la cohomologie relative à un espace base. On peut voir ceci comme une
cohomologie réduite dans la catégorie CB. Si on a une pair (X,A) dans CB, avec X /A ∈ CB et
si A est un rétract par déformation d'un ouvert de X, on peut appliquer l'excision et comme
on travaille sur un corps, la version duale du théorème 2.13 de [39] et les considérations qui
y �gurent en page 200 montrent que l'on a une suite exacte

· · · // Hn−1(A,B) // Hn
(
X /A,B

)
// Hn(X,B) // Hn(A,B) // Hn−1

(
X /A,B

)
// · · ·
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De plus, si Y ∈ CB, on a par dé�nition

X ∧B Y
/
A ∧B Y '

(
X /A

)
∧ Y

et donc, si A est un rétract par déformation d'un ouvert de X, alors on a une suite exacte

· · · // Hn−1(A ∧B Y,B) // Hn
(
X /A ∧B Y,B

)
// Hn(X ∧B Y,B) // Hn(A ∧B Y,B) // · · ·

• On va construire un diagramme

X = X0
// K0

  

// K1

!!

// K2

!!

// · · ·

x1

>>

X2

==

· · ·

(25)

tel que l'application de H∗(−, B) donne une résolution de H∗(X,B) par des H∗(B)-modules
libres. On appliquera ensuite − ∧B Y au diagramme (3) puis H∗(−, B) pour obtenir un
diagramme en escalier, qui nous donnera notre suite spectrale.

Soit K0 :=
(
X /B

)
× B, vu dans CB avec B '

(
B /B

)
× B ⊂

(
X /B

)
× B, muni de

la rétraction pr2 : X /B × B → B. Par le théorème de Künneth (les cohomologies sont de
dimension �nies, ce qui rend la formule de Künneth licite), on a

H∗(K0) ' H∗
(
X /B

)
⊗k H∗(B) ' H∗(X,B)⊗k H∗(B)

et comme on a K0
pr→ B, l'action de H∗(B) est donnée par (x⊗ y)b = x⊗ yb, donc H∗(K0)

est un H∗(B)-module à droite, libre. Soit f : X → K0 dé�ni par x 7→ (x, r(x)). C'est un
morphisme dans CB. Comme on a un triangle commutatif

X /B
id //

f $$

X /B

K0 /B

pr2

::

on obtient que f ∗ : H∗(K0, B) → H∗(X,B) est surjective. Posons X1 := CB
f ∈ CB. On a la

propriété suivante, que l'on utilisera plus tard :

(H i(X,B) = 0, ∀i < n) ⇒ (H i(K0, B) = 0, ∀i < n) et H i(X1, B) = 0, ∀i < n+ 1. (26)

La première moitié est claire car H∗(K1, B) ' H∗(X,B) ⊗ H∗(B). Pour la seconde moitié,
on a H0(B) = k, donc Hn(f) est un isomorphisme et comme on a une suite exacte courte

0 // Hn(X1, B) // Hn(K0, B)
Hn(f) // Hn(X,B) // 0

on obtient bien l'assertion (4).
On peut itérer cette construction et on obtient le diagramme voulu, qui répond à la ques-
tion puisqu'on a une résolution libre (c'est une résolution car les suites exactes courtes se
recollent) :

· · · // H∗(K2, B) //

&&

H∗(K1, B) //

&&

H∗(K0, B)

&&

0

· · · H∗(X2, B)

''

88

H∗(X1, B)

88

''

H∗(X,B)

;;

· · · 0

77

0

77

0
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Maintenant, on applique −∧B Y au diagramme (3). Si f : Xp → Kp, alors Xp+1 = CB
f , d'où

une suite exacte longue

· · · // Hn(Xp+1 ∧B Y,B) // Hn(Kp ∧B Y,B) // Hn(Xp ∧B Y,B) // · · ·

et ce pour tout p ≥ 0. Ces suites se regroupent dans un diagramme en escalier

...

��

...

��
· · · // Hn(Kp ∧B Y,B) // Hn(Xp ∧B Y,B)

��

// Hn(Kp−1 ∧B Y,B) // Hn(Xp−1 ∧B Y,B) //

��

· · ·

· · · // Hn+1(Kp+1 ∧B Y,B) // Hn+1(Xp+1 ∧B Y,B)

��

// Hn+1(Kp ∧B Y,B) // Hn+1(Xp ∧B Y,B)

��

// · · ·

...
...

(27)

et ceci nous donne une suite spectrale. Reste à calculer sa limite et sa deuxième page.
• Calculons la deuxième page. Si X = Z×B s'écrit comme un produit, alors on a X×B Y =
Z × Y , avec la seconde projection pour rétraction. Dans ce cas, on a donc un isomorphisme

H∗(X ×B Y ) ' H∗(Z × Y ) ' H∗(Z)⊗k H∗(Y ) ' H∗(Z)⊗k (H∗(B)⊗H∗(B) H
∗(Y ))

' (H∗(Z)⊗k H∗(B))⊗H∗(B) H
∗(Y ) ' H∗(Z ×B)⊗H∗(B) H

∗(Y ) ' H∗(X)⊗H∗(B) H
∗(Y )

' (H∗(X,B)⊕H∗(B))⊗H∗(B) (H∗(Y,B)⊕H∗(B))

' (H∗(X,B)⊗H∗(B) H
∗(Y,B))⊕H∗(X,B)⊕H∗(Y,B)⊕H∗(B).

On en tire
H∗(X ∧B Y,B) ' H∗(X,B)⊗H∗(B) H

∗(Y,B).

En particulier, avec Kp = Xp /B ×B, on obtient

H∗(Kp ∧B Y,B) ' H∗(Kp, B)⊗H∗(B) H
∗(Y,B),

donc avec la construction de la section 0.1, on obtient la première page de la suite spectrale :
Ep,•

1 = H∗(Kp∧B, Y, B) = H∗(Kp, B) ⊗H∗(B) H
∗(Y,B), qui est donc de premier quadrant.

Plus précisément, on a
Ep,q

1 = Hp+q(Kp ∧B Y,B)

et la di�érentielle d1 : Ep,q
1 → Ep+1,q est donnée en tensorisant par idH∗(B) la di�érentielle de

la résolution H∗(B)-libre de H∗(X,B). On obtient donc bien, par dé�nition de la graduation
des Tor

H∗(B)
p ,

Ep,q
2 = TorH

∗(B)
p,q (H∗(X,B), H∗(Y,B)),

et
Ep,•

2 =
⊕
q≥0

Ep,q
2 = TorH

∗(B)
p (H∗(X,B), H∗(Y,B)).

• On va maintenant montrer que les hypothèses du Théorème D.2 sont satisfaites. On verra
en cours d'investigation pourquoi les termes Ep,q

r , pour p et q �xés, se stabilisent pour r assez
grand. En haut de la qème A-colonne de (5), on a le groupe Hq(X ∧B Y,B), qui est �ltré par
les

F p+q
p := ker(Hq(X ∧B Y,B)→ Hp+q(Xp ∧B Y,B)).
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Pour appliquer le Théorème D.2, il nous faut d'abord montrer que la qème A-colonne s'annule
si on descend assez ; i.e.

∀q, ∃p� 0 ; Hp+q(Xp ∧B Y,B) = 0.

C'est le fait que π1(B) = 1 qui va nous sauver.
Rappelons d'abord que

H∗(Kp, B) ' H∗(Xp, B)⊗k H∗(B)

et que

H∗(Xp+1, B) = ker(H∗(Xp, B)⊗k H∗(B)
µ→ H∗(Xp, B)) = ker(H∗(Kp, B)

µ→ H∗(Xp, B)).

Donc, si H̃ i(B) = 0 pour i = 0, 1, alors on a

(∀i < n, H i(Xp, B) = 0) ⇒ (∀i < n+ 2, H i(Xp+1, B) = 0).

En e�et, on a kerµ =
⊕

n kerµn où µn :
⊕

p+q=nH
p(Xp, B) ⊗ Hq(B) → Hn(Xp, B) et si

i < n, alors (H∗(Xp, B) ⊗ H∗(B))i = 0 donc H i(Xp+1, B) = 0 ; et si i = n + 1, n + 2, alors
(H∗(Xp, B)⊗H∗(B))i = H i(Xp, B) et µi = id donc H i(Xp+1, B) = ker id = 0.

Comme H i(X0, B) = H i(X,B) = 0 pour i < 0, par récurrence, on obtient

∀i < 2p, H i(Xp, B) = 0 = H i(Kp, B).

En particulier, on a Ep,q
1 = 0 si p > q, donc les termes Ep,q

r se stabilisent pour p, q �xés, quand
r → +∞. De plus, la seconde égalité ci-dessus montre que la condition (i) du Théorème D.2
est remplie.

Avant de prouver l'assertion concernant les A-colonnes, rappelons l'énoncé du cas relatif
de la suite spectrale de Serre (voir [40], Chapter I, p.17 ou [19], Theorem 9.33) :

Théorème D.5. (Serre relative en cohomologie)
Si F ↪→ E

π→ B et une �bration de Serre, si B′ ⊂ B et si E ′ = π−1(E), on a une �bration
de Serre F ↪→ E ′ → B′. On suppose que B est 1-connexe. Alors il existe une suite spectrale
convergente

SEp,q
2 = Hp(B,B′, Hq(F )) =⇒ Hp+q(E,E ′).

Dans notre situation, on a un produit �bré

Xp ∧B Y //

��

Y

��
Xp r

// B

avec r une rétraction ; et on considére alors le produit �bré (restriction)

B ×B Y

��

// Xp ×B Y

��
B incl. // Xp

auquel on peut appliquer, puisque B est 1-connexe, la suite spectrale relative de Serre pour
obtenir

SEi,0
2 = H i(Xp, B) = 0, ∀i < 2p
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et ceci entraîne que
H i(Xp ×B Y,B ×B Y ) = 0, ∀i < 2p.

Dans la situation su théorème, on prend Y de la forme YB = Y tB pour une �bration de
Serre Y → B. Alors, Xp ∧B YB est Xp×B Y muni du sous-espace B×B Y écrasé sur B, donc

∀i < 2p, H i(Xp ∧B Y,B) = H i(Xp ×B Y,B ×B Y ) = 0,

donc la condition (iii) du Théorème D.2 est remplie également. On peut donc l'appliquer et
la suite spectrale converge vers H∗(X ∧B Y,B).
• En�n, dans la situation de l'énoncé du théorème, on considère XB et YB et, par les consi-
dérations précédentes, on a une suite spectrale

Ep,q
2 = TorH

∗(B)
p,q (H∗(XB, B), H∗(YB, B)) =⇒ Hp+q(XB ∧B YB, B).

Or, on a H∗(XB, B) ' H∗(X) et de même pour Y , donc la deuxième page se réécrit

Ep,q
2 = TorH

∗(B)
p,q (H∗(X), H∗(Y )).

Finalement, on a H∗(XB ∧B YB, B) = H∗((X×B Y )B, B) ' H∗(X×B Y ) et la limite est bien
celle annoncée, ce qui termine la démonstration.

En appliquant ce résultat au cas où X = pt, on obtient le

Corollaire D.6. Soit F ↪→ E → B une �bration de Serre à base simplement connexe et telle
que les cohomologies de E et F soient de dimension �nie sur k en tout degré. Alors, il existe
une suite spectrale convergente

Ep,q
2 = TorH

∗(B)
p,q (k, H∗(E)) =⇒ Hp+q(F ).

Remarque D.7. On note que l'association du couple exact ci-dessus au contexte du théorème
est naturelle et contravariante (on travaille avec de la cohomologie) et, la suite spectrale d'un
couple exact est naturelle ; en somme, la suite d'Eilenberg-Moore est naturelle : il s'agit donc
d'un foncteur spectral cohomologique. Ceci nous servira dans le résultat suivant.

Corollaire D.8. Soit F
ι
↪→ E

π→ B une �bration de Serre. On note ρ := H∗(ι) : H∗(E) →
H∗(F ) la restriction et γ : H∗(E) � k ⊗H∗(B) H

∗(E) l'épimorphisme canonique. Dans la
suite d'Eilenberg-Moore (Ep,q

r )r≥2 associée à la �bration, on dé�nit

ε : H∗(F )� E0,∗
∞ ↪→ E0,∗

2

le morphisme d'arête ("edge homomorphism"). Alors, il existe un automorphisme linéaire σ
de H∗(E) tel que l'on ait

ε ◦ ρ = γ ◦ σ.

En particulier, si la suite d'Eilenberg-Moore de la �bration s'e�ondre en page 2, alors ε est
un isomorphisme et donc la restriction ρ : H∗(E)→ H∗(F ) est surjective.
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Démonstration. On considère le morphisme de �brations de Serre

E

p

��

E

��
B // pt

.

En notant (Ẽp,q
r ) la suite d'Eilenberg-Moore de la seconde �bration, on obtient par naturalité

un morphisme (Ẽp,q
r ) → (Ep,q

r ). Ce morphisme induit un carré commutatif au niveau des
morphismes d'arêtes

E0,n
2 Hn(F )εoo

Ẽ0,n
2

OO

Hn(E)

ρ

OO

edge
oo

Maintenant, on a

Ẽ0,n
2 = Tor

H∗(pt)
0,n (k, H∗(E)) = Tor k0,n(k, H∗(E)) = (k⊗k H∗(E))n = Hn(E)

et (Ẽp,q
r ) converge vers H∗(E). Ensuite, on a

E0,n
2 = Tor

H∗(B)
0,n (k, H∗(E)) = (k⊗H∗(B) H

∗(E))n

et (Ep,q
r ) converge vers H∗(F ). De plus, par dé�nition de notre morphisme de �brations, le

morphisme induit Ẽ0,n
2 → E0,n

2 est γ et, puisque la suite (Ẽp,q
r ) s'e�ondre en seconde page

(seule la 0ème ligne de la deuxième page est non nulle), le morphisme "edge" de cette suite
est un automorphisme de H∗(E), que l'on note σ et le carré ci-dessus peut alors se réécrire

k⊗H∗(B) H
∗(E) H∗(F )εoo

H∗(E)

γ

OO

H∗(E)

ρ

OO

σoo

d'où le résultat.
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E Cohomologie du faisceau constant et cohomologie sin-

gulière

E.1 Préliminaires : résultats techniques sur l'héréditaire paracom-

pacité

Nous allons donner ici quelques résultats liminaires de topologie générale, concernant la
paracompacité ; pour lesquels on pourra consulter [65], chapitre 1, section 1.4. Rappelons
tout d'abord qu'un préfaisceau abélien F sur un espace topologique X est par dé�nition
un foncteur contravariant dé�ni sur la catégorie des ouverts de X et à valeurs dans celle des
groupes abéliens. De plus, un préfaisceau F est un faisceau s'il véri�e l'axiome de recollement
avec unicité, écrit succinctement :

∀U =
⋃
i∈I

Ui, ∀si ∈ F(Ui) ; si|Ui∩Uj = sj |Ui∩Uj , ∃!s ∈ F(U) ; s|Ui = si, ∀i ∈ I.

On peut néanmoins considérer un préfaisceau F véri�ant l'axiome de recollement sans
exiger l'unicité de la section s ∈ F(U) prolongeant les si. La terminologie n'est pas standard,
mais dans ce papier, on dé�nit :

Dé�nition E.1. Soit X un espace topologique et soit F ∈ PAbX un préfaisceau abélien
sur X. On dira que F est un préfaisceau épique s'il véri� l'axiome de recollement sans éxiger
l'unicité. S'il ne véri�e que l'unicité (i.e. s'il existe une section prolongeant les si, alors elle
est unique), on dira que c'est un préfaisceau monique. Ainsi, un faisceau est un préfaisceau
qui est à la fois monique et épique.

Passons maintenant à quelques dé�nitions de topologie sur la paracompacité. Nous énon-
cerons et démontrerons deux lemmes ensuite, qui nous serons utiles dans la section suivante.
Nous �xons, une fois pour toutes, un espace topologique X.

Dé�nition E.2. (voir [65], Appendix, 2.1 et [66], pp. 1)

1. Un recouvrement ouvert (Ui)i est dit localement �ni si, pour tout x ∈ X, il existe un
voisinage ouvert V de x n'intersectant qu'un nombre �ni des Ui.

2. Un ra�nement d'un recouvrement ouvert (Ui)i de X est un recouvrement ouvert (Vj)j
tel que

∀j, ∃i ; Vj ⊂ Ui.

3. Si (Ui)i∈I est un recouvrement ouvert de X, un rétrécissement de (Ui) est un recouvre-
ment ouvert (Vi)i∈I tel que

∀i ∈ I, Vi ⊂ Ui.

4. X est dit paracompact s'il est séparé et si tout recouvrement ouvert de X admet un
ra�nement localement �ni.

5. X est dit héréditairement paracompact si chacun de ses ouverts est paracompact.

171



Remarque E.3. • Un espace héréditairement paracompact doit donc être séparé. Ceci est
une obstruction majeure à l'application du résultat principal de ce papier au cas des
variétés algébriques. Cependant, Sella ( [66]) à trouvé une extension de ce résultat, dans
le cadre duquel les variétés algébriques rentrent. Nous verrons ceci plus tard.

• Par des arguments standards de topologie générale, tout espace paracompact est nor-
mal ; et tout recouvrement ouvert d'un espace normal admet un rétrécissement.

Lemme E.4. (voir [65], Lemma 1.13)
Soient (Ui)i∈I un recouvrement ouvert localement �ni d'un espace U et (Vi) un rétrécissement
de (Ui). Alors, pour tout x ∈ U , il existe un voisinage ouvert Mx de x tel que l'ensemble
Ix := {i ∈ I ; Mx ∩ Vi 6= ∅} soit �ni et, pour tout i ∈ Ix, on ait x ∈ Vi et Mx ⊂ Ui.

Démonstration. Comme (Ui) est localement �ni, (Vi) l'est aussi et l'existence de Mx tel que
Ix soit �ni est claire. On remplace alors Mx par

Mx ∩
⋂

i∈Ix;x/∈Vi

U \ Vi 6= ∅

pour avoir |Ix| < ∞ et, par construction, x ∈ Vi pour tout i ∈ Ix. Comme (Vi) est un
rétrécissement, on a Vi ⊂ Ui et, pour tout i ∈ Ix, on a x ∈ Vi ⊂ Ui, donc x ∈

⋂
i∈Ix Ui et on

peut encore remplacer Mx par
Mx ∩

⋂
i∈Ix

Ui 6= ∅,

pour obtenir le résultat.

Lemme E.5. (voir [65], Proposition 1.14)
Soient X un espace héréditairement paracompact et F un préfaisceau épique abélien sur X.
Si on note F+ ∈ AbX le faisceau associé à F , alors, pour tout ouvert U de X, le morphisme
canonique F(U)→ F+(U) est surjectif.

Démonstration. Soit σ ∈ F+(U). Par dé�nition, σ : U → Et(F) est une section continue de
l'espace étalé Et(F) sur F . Donc, pour tout x ∈ U , il existe un voisinage ouvert Nx de x dans
U et une section sx ∈ F(Nx) tels que sx soit envoyée sur σ(x) dans (F+)x = Fx. La section
(sx)+ ∈ F+(Nx) et σ coïncident en x et par dé�nition de la �bre, il existe un voisinage ouvert
N ′x ⊂ Nx tel que (sx)+

|N ′x
= σ|N ′x . Ainsi, (N ′x)x est un recouvrement ouvert de U tel qu'il existe

sx ∈ F(N ′x) véri�ant
∀a ∈ N ′x, (sx)a = σ(a).

U étant paracompact, on peut trouver un ra�nement localement �ni (Ui)i∈I de (N ′x) et
des si ∈ F(Ui) telles que, pour tout x ∈ Ui, on ait (si)x = σ(x) dans Fx. Toujours par
paracompacité de U , on peut choisir un rétrécissement (Vi) de (Ui).

Pour x ∈ U �xé, on choisit un voisinage ouvert Mx donné par le Lemme E.4. On peut
alors supposer que l'on a

∀i, j ∈ Ix, si|Mx
= sj |Mx

.

En e�et, on peut e�ectuer une récurrence descendante sur |Ix| < ∞. S'il existe i, j ∈ Ix
tels que si|Mx

6= sj |Mx
, comme on a Mx ⊂ Ui et Mx ⊂ Uj, on a x ∈ Ui ∩ Uj 6= ∅ et

172



(si)x = σ(x) = (sj)x, donc il existe un ouvertW ⊂ Ui∩Uj contenant x et tel que si|W = sj|W .
On remplace alors Mx par Mx ∩W 6= ∅ et Ix par Ix \ {j}. En itérant le processus, on en
tire que les restrictions des si à Mx sont toutes égales ; et notons s(x) ∈ F(Mx) cette valeur
commune.

Alors, (Mx)x est un recouvrement ouvert de U et, si z ∈ Mx ∩My 6= ∅, il existe i ∈ I tel
que z ∈ Vi et alors i ∈ Ix ∩ Iy. Du coup, on a

s
(x)
|Mx∩My

= (si|Mx
)|Mx∩My = si|Mx∩My

= (si|My
)|Mx∩My = s

(y)
|Mx∩My

,

donc, par l'axiome de recollement (sans unicité), on peut trouver s ∈ F(U) telle que s|Mx =
s(x), pour tout x ∈ U . Ainsi, pour x ∈ U , on a (s+)x = ((s|Mx)

+)x = σ(x) et, comme
σ, s+ ∈ F+(U), ceci entraîne σ = s+ et la surjectivité annoncée.

Remarque E.6. • Insistons sur le fait que, pour pouvoir utiliser le Lemme 1 (et donc
pour avoir la conclusion du Lemme 2), l'existence de rétrécissements et de ra�nement
localement �nis est nécessaire. Ainsi, on a besoin de l'héréditaire paracompacité, et
donc de la séparation. Cette di�culté réapparaîtra plus tard.

• On peut montrer (cf. [65], Proposition 1.11 et 1.12), que dans le cas général, F est un
préfaisceau monique (resp. un faisceau) si et seulement si, pour tout ouvert U de X,

l'application canonique F(U)
+→ F+(U) est injective (resp. un isomorphisme).

E.2 Comparaison des cohomologies : cas des espaces héréditaire-

ment paracompacts

Pour ce qui va suivre, on se réfère à [16], section 2.
Fixons les notations. On se donne un espace topologique X, un groupe abélien A et on

note H•sing(X,A) la cohomologie singulière de X à coe�cients dans A et A ∈ AbX le faisceau
constant surX, associé au préfaisceau U 7→ A. On note égalementH•(X,A) = R•Γ(X,−)(A)
la cohomologie de X à coe�cients dans A. On a le

Théorème E.7. Soit X un espace topologique héréditairement paracompact et localement
contractile. Alors, on a des isomorphismes fonctoriels de groupes abéliens

∀n ≥ 0, Hn
sing(X,Z) ' Hn(X,Z).

Démonstration. Pour un ouvert U de X et q ≥ 0, soit

Cq(U) = Cq(U,Z) := Hom Z(Cq(U),Z),

où Cq(U) := Z 〈σ : ∆q → U〉 est le complexe des chaînes singulière à valeurs dans U . Notons
aussi Cq le préfaisceau abélien U 7→ Cq(U), ainsi que Cq le faisceau associé.

1) On a une résolution �asque dans AbX :

0 // Z ε // C0 δ0 // C1 // · · · // Cn δn // Cn+1 // · · · (28)
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En e�et, les di�érentielles singulières ∂nU : Cn(U) → Cn+1(U) sont compatibles aux
restrictions

Cn(U)
res.→ Cn+1(U)

ϕ 7→ (σ 7→ ϕ(ι ◦ σ))
où V

ι
↪→ U sont des ouverts de X,

et donnent des morphismes δn : Cn → Cn+1 ; et on a de plus un morphisme canonique
ε : Z → C0. Le complexe (1) est une résolution. En e�et, si U ⊂ X est contractile, on
a une suite exacte

Cn−1(U)
∂n−1
U // Cn(U)

∂nU // Cn+1(U)

et, comme X est localement contractile, pour tout x ∈ X, on peut utiliser une base de
voisinages contractiles de x pour calculer la suite des �bres en x, donc la suite

Cn−1
x

δn−1
x // Cn δnx // Cn+1

x

est exacte, donc aussi

Cn−1 δn−1
// Cn δn // Cn+1 .

Ensuite, on a ker(C0 → C1) = Z. En e�et, si ϕ ∈ C0(U,Z) est un 0-cocycle sur U
contractile, on a, pour x, y ∈ U et α : ∆1 → U un chemin de x à y, on a

0 = ∂0
uϕ(α) = ϕ(d1α) = ϕ(y)− ϕ(x),

donc ϕ est constante sur U . Ainsi, si ϕ ∈ C0(U) est un 0-cocycle sur un ouvert U
quelconque de X, alors ϕ est localement constante sur U et provient donc d'un élément
de Z(U). Ainsi, par locale contractibilité, pour tout x ∈ X, on a ker δ0

x = im εx, donc
ker δ0 = im ε et donc (1) est bien exacte et Z ε→ C• est une résolution de Z. Maintenant,
pour tout q ≥ 0, le préfaisceau Cq est épique. Expliquons rapidement l'argument. Si
on a un recouvrement ouvert U = (Ui)i d'un ouvert U et si on a des ϕi ∈ Cq(Ui) qui
coïncident sur les intersections Ui∩Uj, on doit trouver ϕ ∈ Cq(U) prolongeant les ϕi. Il
su�t donc de dé�nir ϕ sur les simplexes singuliers σ : ∆q → U . Soit donc σ : ∆q → U et
notons CUq (U) le groupe abélien libre de base les simplexes singuliers à valeurs dans un
des Ui. Par le théorème des U -chaînes (cf. [39], Proposition 2.21), il existe un morphisme
de complexes ρ : C∗(U) → CU∗ (U) tel que, si ι : CU∗ (U) → C∗(U) est l'injection
canonique, alors on a ρι = id et ιρ est homotope à l'identité. Si ρ(σ) =

∑
j ajτj ∈ CUq (U)

avec τj à valeurs dans Uij , alors on pose ϕ(σ) :=
∑

j ajϕij(τj). Ceci est bien dé�ni car
si τj est à valeurs dans Uij ∩ Ukj , alors on a ϕij(τj) = ϕkj(τj) et, si σ ∈ Cq(Ui), alors
ρ(σ) = σ et on a ϕ(σ) = ϕi(σ).
Ainsi, on peut appliquer le Lemme E.5, puisque X est héréditairement paracompact,
est obtenir, pour tout ouvert U , que le morphisme canonique

Cq(U)
+→ Cq(U)

est surjectif. Ensuite, si q ≥ 0 et si on a des ouverts V
ι→ U , alors la restriction

Cq(U)→ Cq(V ) est surjective. En e�et, si ψ ∈ Cq(V ) et si σ : ∆q → U , on pose

ϕ(σ) :=

{
ψ(σ̃) si ∃σ̃ : ∆q → V ; ι ◦ σ̃ = σ

0 sinon
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Alors ϕ ∈ Cq(U) et ϕ|V = ψ. Ainsi, Cq est �asque et le carré commutatif

Cq(U)

res.
����

// // Cq(U)

res.

��
Cq(V ) // // Cq(V )

montre que Cq est �asque. Finalement, Z ε→ C• est une résolution �asque du faisceau
constant et, par le théorème de De Rham formel, on peut l'utiliser pour calculer les
foncteurs dérivés H•(X,Z) = R•Γ(X,Z).

2) Il existe des isomorphismes de préfaisceaux

Cq
/
Cq

0

' // Cq ,

où, pour tout ouvert V de X, on dé�nit

Cq(V )0 = {ϕ ∈ Cq(V ) ; ∃V = (Vi)i∈I recouvrement ouvert de V tel que ϕ|Cq(Vi) = 0, ∀i ∈ I}.

En e�et, on prend le morphisme canonique

Cq(V )
+→ Cq(V )

qui est compatibles aux restrictions et surjectif, en vertu du Lemme E.5. Pour ϕ ∈
Cq(V ), on a

ϕ+ = 0 ⇔ ∀x ∈ X, ϕx = (ϕ+)x = 0 ⇔ ∃V =
⋃
i

Vi ; ϕ|Cq(Vi) = 0, ∀i ⇔ ϕ ∈ Cq(V )0.

Ainsi, ker(+) = Cq
0 et on obtient bien les isomorphismes voulus.

3) Les complexes C•(X) et C
•(X)

/
C•(X)0

sont quasi-isomorphes.

En e�et, si U = (Ui) est un recouvrement ouvert de X, l'injection canonique jU :
CU• (X) → C•(X) possède un inverse homotopique hU : C•(X) → CU• (X) tel que
hUjU = id. Donc, en notant πU := j∗U : C•(X)→ C•U(X) le dual de jU alors on a que πU
est une équivalence d'homotopie véri�ant πUh∗U = id, donc πU est surjective. La suite
exacte longue de cohomologie associée à la suite exacte courte de complexes

0 // kerπU // C•(X)
πU // C•U(X) // 0

montre que kerπU est acyclique ; et ce quel que soit le recouvrement ouvert U de X.
Maintenant, on a

C•(X)0 =
⋃

U∈Cov(X)

kerπU = lim−→
U∈Cov(X)

kerπU

et comme le foncteur lim−→ est exact, on a

H•(C•(X)0) = lim−→H•(kerπU) = 0

et, par la suite exacte longue associée à

0 // C•(X)0
// C•(X) // C•(X)

/
C•(X)0

// 0

donne le résultat voulu. On pourra consulter [72], chapitre V, section 5.32 pour cet
argument.
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4) On recolle les morceaux, en utilisant le théorème de De Rham formel : pour tout q ≥ 0,
on a

Hq
sing(X,Z)

def
= Hq(C•(X))

3)
' Hq

(
C•(X)

/
C•(X)0

)
2)
' Hq(C•(X))

1)
'
dR
Hq(X,Z).

On remarque qu'en remplaçant Z par un groupe abélien quelconque A et en gardant la
même démonstration, on obtient la généralisation légère suivante :

Corollaire E.8. Soient X un espace localement contractile et héréditairement paracompact
et A un groupe abélien. Alors on a un isomorphisme naturel de groupes abéliens gradués

H•sing(X,A) ' H•(X,A).

E.3 Généralisation : théorème de Ramanan-Sella

L'hypothèse de locale contractibilité semble raisonnable, puisque le rang de H0(X,Z) est
le nombre de composantes connexes par arcs de X, alors que celui de H0(X,Z) = Γ(X,Z) est
le nombre de composantes connexes de X. Les composantes 0-connexes et les composantes
connexes doivent donc coïncider, ce qui est (non trivialement) le cas dans les espaces locale-
ment connexes par arcs, en particulier dans les espaces localement contractiles.

Par contre, l'héréditaire paracompacité peut sembler super�ue... et c'est le cas ! Pour
notre preuve cependant, cette hypothèse est cruciale car autrement, le Lemme E.5 tombe en
défaut. Dans son article [66], Sella donne le contre-exemple suivant :

Exemple E.9. (voir [66], Example 0.3)
Posons X := {1, 2, 3, 4, 5}, de topologie donnée par la base d'ouverts

U1 := {1, 2, 3, 4}, U2 := {2, 3, 4, 5}, {2, 3}, {3, 4}, {3}.

X est localement contractile car 3 est dans tous les ouverts de X, mais X n'est pas séparé.
Maintenant, soient

f1 ∈ C1(U1) ; f1(σ) :=

{
1 si σ(∆1) ⊂ {2, 3} ou σ(∆1) ⊂ {3, 4}
0 sinon

et

f2 ∈ C1(U2) ; f2(σ) :=

{
1 si σ(∆1) ⊂ {2, 3} ou {3, 4}
2 sinon

Alors, f1 et f2 ont les mêmes germes en tout point de U1 ∩ U2 = {2, 3, 4}, donc f1 et f2

donnent un élément de C1(X), mais ne se recollent pas en un f ∈ C1(X).

Cependant, les cohomologies singulière et du faisceau constant coïncident encore sur un
espace dit "semi-localement contractile" :
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Dé�nition E.10. (cf. [66])
Un espace X est semi-localement contractile si tout ouvert U de X admet un recouvrement
ouvert U =

⋃
iWi tel que pour tout i,Wi ⊂ U soir contractile dans U (i.e. l'injectionWi ↪→ U

est homotope à une application constante).

On a alors le résultat de Sella suivant, qui généralise (grandement) le Théorème démontré
ci-dessus :

Théorème E.11. (Ramanan-Sella, [66], pp. 2)
Si X est un espace topologique semi-localement contractile et si A est un groupe abélien, alors
on a des isomorphismes naturels en X :

∀n ≥ 0, Hn(X,A) ' Hn(X,A).

La preuve fait treize pages... Expliquons-en rapidement le principe. Il s'agit d'utiliser un
argument du type de celui de Ramanan, mais en choisissant une autre résolution �asque,
plus subtile que celle utilisée ici.

On prouve tout d'abord le lemme suivant :

Lemme E.12. (cf. [66], Lemma 0.1)
Soient X un espace semi-localement contractile et F∗ un complexe de faisceaux abéliens sur
X tel que, pour tout ouvert U de X, le complexe F∗(U) est limite inductive de surjec-
tions F∗α(U) → F∗β(U), pour α ≤ β dans un certain ensemble �ltrant D, muni de quasi-
isomorphismes surjectifs πU,α : C∗(U,A)→ F∗α(U) pour tout α ∈ D qui commute à la limite
inductive. Alors, F∗ constitue une résolution �asque de A et le morphisme limite C∗(X,A)→
F∗(X) est un quasi-isomorphisme, induisant l'isomorphisme désiré H∗(X,A) ' H∗(X,A).

Il s'agit donc d'appliquer ce lemme. On introduit la notion de "nidi�cation" :

Dé�nition E.13. Une nidi�cation η sur X est la donnée, pour toute suite �nie (éventuelle-
ment vide) de X, d'un ouvert de X, véri�ant

i) η(∅) = X,

ii) Pour tout n ≥ 1 et toute suite x1, . . . , xn telle que x1 ∈ η(x2, . . . , xn), l'ouvert η(x1, . . . , xn)
est un voisinage ouvert de s1 dans X,

iii) Pour toute application croissante f : {1, . . . ,m} → {1, . . . , n}, on a η(x1, x2, . . . , xn) ⊂
η(xf(1), xf(2), . . . , xf(m)).

Remarquons qu'une conséquence de la condition iii) et que

η(x1, . . . , xn) ⊂ η(x2, . . . , xn) et η(x1, . . . , xn) ⊂ η(x1, . . . , xn−1).

Ensuite, étant donné un simplexe σ : ∆n → X, soit b(σ) l'image du barycentre de ∆n

dans X.
Si l'on se donne n ≥ 0 et une nidi�cation η sur X, soit Cη

n(X) le groupe abélien libre de
base les simplexes σ : ∆n → X tels que, pour tout chaîne de faces σ1 ⊂ · · · ⊂ σm ⊂ σ, la face
σ1 est contenue dans η(b(σ1), . . . , b(σm)). Posons aussi Cn

η (X,A) := Hom Z(Cη
n(X), A), ainsi

que
Cn(X,A) := lim−→

η

Cη
n(X,A),
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où on ordonne les nidi�cations par ra�nement.
On véri�e que si σ : ∆n → X est dans Cη

n(X), alors dσ ∈ Cη
n−1(X), donc Cη

∗ (X) est un
complexe, de telle sorte que C∗η(X) soit aussi un complexe. En passant à la limite, on obtient
que C∗(X) est également un complexe.

Soit donc X semi-localement contractile. On charche à appliquer le lemme 3 au complexe
de préfaisceaux C∗(−, A) sur X. Pour tout ouvert U , le complexe C∗(U,A) est par dé�nition
une limite inductive des complexes C∗η(U,A), qui sont munis de surjections canoniques πU :
C∗(U,A)→ C∗η(U,A).

La suite de la preuve consiste à justi�er que les préfaisceaux C∗(−, A) sont en fait des
faisceaux. Ensuite, Sella utilise un argument de type chaînes U -petites (mais encore plus
technique et évolué) pour montrer que, pour tout espace U et toute nidi�cation η sur U ,
l'inclusion Cη

∗ (U) ↪→ C∗(U) est une équivalence d'homotopie, de telle sorte que le dual πU :
C∗(U,A) � C∗η(U,A) est aussi une équivalence d'homotopie ; et les conditions du lemme 3
sont alors remplies et le résultat est acquis.
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