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Introduction

Le but principal du présent travail est de donner une introduction a la cohomologie équi-
variante des espaces munis de 'action d’un groupe topologique G. Il s’agit d’une théorie
cohomologique permettant de rendre compte de la structure de I'espace X en question, mais
contenant aussi des informations sur la maniére dont G agit sur X. Une série d’exemples
particulierement importants est issue des groupes de Lie. Plus précisément, lorsque 'on a un
groupe de Lie compact connexe K, muni d'un tore maximal T, on dispose de la variété de
drapeauzr K /T, sur laquelle T' agit de fagon naturelle et on peut étudier cette action via la
cohomologie T-équivariante de K /7. Ce mémoire se penche donc sur la construction et les
propriétés élémentaires générales de la cohomologie équivariante, ainsi que sur le cas parti-
culier des groupes de Lie et de leur variété de drapeaux.

Trois résultats remarquables rythmerons notre exposé. Le premier concerne la notion
d’équivariante formalité, dégagée par Goresky-Kottwitz-MacPherson en 1998 (voir [37]).
Celle-ci est intéressante car elle englobe beaucoup de cas d’actions topologiques et, en par-
ticulier, le cas de la variété de drapeaux. Le théoréme que nous démontrerons est le suivant

Théoréme 0.0.1. (2.4.18)
Soient G un groupe de Lie compact conneze et X un G-espace. On suppose que la cohomologie
rationnelle de X est de dimension finie en tout degré et que X est connexe par arcs. On

consideére également lespace fibré wa[X] = (X S Xo D Bg). Alors, les assertions suivantes
sont équivalentes :

i) La suite spectrale de Leray-Serre associée 4 wg[X]|
Byq = H?(Ba, H'(X)) = HE"(X)
dégénere en deuzriéme page.
i) X est équivariamment formel, i.e. on a un isomorphisme de H*(Bg)-modules :

HAH(X) ~ H*(Bg) @ H*(X).

i) Le H*(Bg)-module HE(X) est libre.
iv) Le morphisme * est un épimorphisme.

De plus, sous une de ces hypothéses, le morphisme ™ est un monomorphisme.

Un deuxiéme outil fondamental de cohomologie équivariante est le principe de localisation.
Il s’agit de comparer la cohomologie équivariante d’un G-espace X avec celle de ses points
fixes. En fait, modulo localisation, elles sont isomorphes; plus précisément, on prouvera le

Théoréme 0.0.2. (Localisation de Borel-Atiyah-Segal-Hsiang, [2.5.8))
Soient G un groupe de Lie compact agissant sur un espace paracompact X, de dimension
cohomologique finie, R := H*(Bg) et S C Z(R) un systéeme multiplicatif et s € S. Posons

X% :={re X ; Snker(R— H*(Bg,)) = 0}.
Alors, le localisé de la restriction est un isomorphisme de R-modules
ST HE(X) = STUHEL(X®).
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De plus, si X ne posséde qu’un nombre fini de types d’orbites, alors on a un isomorphisme

STUHY(X) = STUHEL(XS).

Dans le cas ou l'action est équivariamment formelle, ce théoréme posséde un corollaire
particuliérement intéressant, qui nous sera utile dans 1’étude de la variété de drapeaux K/T,
puisqu’il nous permettra de donner une description combinatoire explicite de la cohomologie
équivariante Hy (K /T), due & GKM. Il s’agit du résultat suivant

Corollaire 0.0.3.

Soit M une variété lisse compacte connexe sur laquelle agit un tore compact T. Supposons
Paction équivariamment formelle et notons vy : MT — M Uinclusion canonique. Alors, la
restriction

vy Hy(M) — Hi(M)

est injective.

Enfin, dans le cas de la variété de drapeaux K /T, on a le groupe de Weyl W associé au
systéme de racines de T' et K. Nous verrons que ’on peut, pour chaque w € W, construire une
classe de cohomologie équivariante X, € H;.(K/T), appelée classe de Schubert. Ces classes
permettent de décomposer H}.(K/T) comme suit :

Théoréme 0.0.4. (3.2.3)
En notant R := H*(Br), on a un isomorphisme de R-modules

H7(K/T,Q) ~ € R (X,

weW

Ceci sera notre point de départ dans I'étude de Hy(K/T). Ce dernier espace étant ca-
noniquement muni d’une structure de R-algébre, il est naturel de se demander quelle est
le comportement du cup-produit sur H5(K/T'), ce que nous étudierons. Signalons que nous
ne démontrerons complétement que le cas ordinaire de ce résultat; le cas équivariant sera
seulement décrit succinctement.

Nous décomposons notre travail en plusieurs parties. En premier lieu, nous verrons que la
construction de la cohomologie équivariante présente déja quelques subtilités. Par exemple,
pour obtenir une cohomologie de I'espace X tenant compte de 'action du groupe G, on se-
rait tenter de définir la cohomologie équivariante Hj (X, R) & coefficients dans 'anneau R
comme la cohomologie ordinaire du quotient X/G. Cependant, nous verrons que ceci n’est
pas satisfaisant ; en prenant le quotient, on perd trop d’information sur la topologie de X.
Pour remédier a cela, nous emploierons la définition de Borel, datant de 1959, utilisant une
construction (due a Milnor en 1956) d’espace fibré universel attaché a un groupe topologique
G donné. Dans la premiére partie, nous nous attardons donc sur quelques propriété élémen-
taires des espaces fibré, et sur cette construction.

Ensuite, nous construisons la cohomologie équivariante H7 et en donnons quelques pre-
miéres propriétés. Aprés avoir décrit la décomposition de Bruhat d’un groupe de Lie et de
sa variété de drapeaux, nous l'utilisons de maniére cruciale dans ’étude du comportement
cohomologique des groupes de Lie. Ceci débouche en particulier sur la réduction aux tores et
sur la localisation. Nous terminons cette partie par une description sommaire de la cohomo-
logie d’un groupe de Lie H*(G,Q), en analysant sa structure d’algébre de Hopf.
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Nous en venons alors a I’étude de la cohomologie T-équivariante de la variété de drapeaux
K/T d’un groupe de Lie compact connexe K. Plus précisément, nous construisons les classes
de Schubert ordinaires X,, € H*(K/T,Q) indexées par le groupe de Weyl. Puis, nous nous
inspirons de ceci pour construire les classes de Schubert équivariantes X, € H}.(K/T,Q). Par
la suite, nous donnons trois descriptions de H}.(K/T) : celle de Schubert, consistant & écrire
une classe de cohomologie dans la base formée des classes X, celle de Borel permettant de
voir H3.(K/T') comme le quotient d’une algébre de polynomes et celle de GKM, plus combina-
toire et basée sur le graphe de GKM du groupe de Weyl. Chacune de ces descriptions posséde
ses avantages et inconvénient : par exemple, celle de Borel permet de calculer facilement le
produit de deux classes dans H5(K/T), quand celle de GKM le permet de fagon encore plus
efficace et rapide. Cependant, ces deux descriptions font perdre le lien avec la géométrie de
K/T et avec les classes de Schubert. C’est pourquoi nous décrirons quelques algorithmes de
conversions permettant de passer d’une description & une autre. Nous étudions alors le cas
des systémes de racines irréductibles de rang 2. D’autre part, ces algorithmes permettront
également de résoudre le probléme des constantes de structure, qui consiste a déterminer les
Ciw € R = H*(Br) pour lesquels on a

Yu,v e W, X, UX, = c’ X

u, v W

weW

Trouver les ¢, revient donc a déterminer totalement la structure de R-algébre de Hp-(K/T).

Par ailleurs, nous donnons en annexe les résultats importants de topologie algébrique
nécessaires et, plus particuliérement, la suite exacte longue d’homotopie d'une fibration de
Serre, ainsi que les constructions des suites spectrales de Leray-Serre et d’Eilenberg-Moore.
Nous terminons ceci par une comparaison entre la cohomologie singuliére et la cohomologie
du faisceau constant sur un espace topologique. Plus précisément, nous démontrerons que
ces cohomologies coincident naturellement au-moins dans le cas d’un espace héréditairement
paracompact et localement contractile ; ce qui est le cas des espaces que nous considérons
dans ce travail. Ce résultat nous permet de justifier la convention suivante : dans ce travail,
sauf mention explicite du contraire, lorsque I’on parle de la cohomologie d’un
espace topologique, nous faisons référence a sa cohomologie singuliére. Ainsi, si 'on
préfére travailler avec la cohomologie des faisceaux, plus universelle, on est libre d’appliquer
le résultat susdit, et les énoncés donnés ici restent donc inchangeés.

Enfin, je tiens a4 remercier chaleureusement David Chataur, Daniel Juteau et Karine Sorlin
pour leur gentillesse, leur disponibilité, leur patience et le secours qu’ils m’ont porté tout au
long de cette aventure. Je remercie également infiniment ma famille et ma compagne Delphine
pour leur soutien, leur écoute et leur amour...



Premiére partie

(Généralités sur les espaces fibrés

Pour construire la cohomologie équivariante Hf, on a besoin d’'un peu de théorie géné-
rale des G-fibrés (avec G un groupe topologique) et notamment de 'existence d’un G-fibré
principal universel Eg — Bg. On va suivre ici la construction de Milnor (voir [56]) donnée
dans [46]. On verra ensuite la construction de Borel.

Pour ce qui suit, on renvoie le lecteur au chapitre 4 de [46].

Définition 1.0.1. On appelle ici fibré tout triplet topologique (E,p,B) avec p : £ — B
continue. E est appelé espace total, B est la base et, pour b € B, p~'(b) est une fibre.
On notera £ = (E,p, B) un tel triplet. Un morphisme de fibrés ¢ : & — & est un couple
¢ = (fE, [B) rendant commutatif le diagramme

E- B

'

B2 p

De plus, si B = B’ est fg = idg, on dit qu’on a un B-morphisme. Les catégories ainsi
obtenues sont notées respectivement ‘Bun et ‘Bunpg.

1.1 Fibrés définis par des groupes topologiques de trans-
formations

Définition 1.1.1. Un groupe topologique est un groupe G muni d’une topologie rendant
I’application

GxG — G

(s,t) > st7t

continue. Autrement dit, ¢’est un objet en groupes dans la catégorie des espaces topologiques,
i.e. ¢’est un espace topologique G muni d’applications continues m : G X G - G, 1 : G - G
et e : pt — G rendant commutatifs les diagrammes

GxGxGPaxa G xpt L ax G GA2.axG ™ gxq
mxidl lm prll lm l beid jm
GxG—7pfp—CG G——G pt— GxG—"=G



Ce dernier diagramme peut se réécrire plus symétriquement :

G x G

2T
GxG—2_@ pt—~G
XG/

G

Exemple 1.1.2. Les groupes suivants sont naturellement topologiques :

R, R*, GL,(R), GL,(C), O(n,R), SO(n,R), U(n), SU(n), Sp(2n,R), ...

Définition 1.1.3. Si G est un groupe topologique, un G-espace (a droite) est un espace X,
muni d’une application continue y: X x G — X telle que

X xGxGP2 X x G X xpt L X x G

e |+ J»

ie (x-s)-t=ux-(st) et x-1=x. et de méme pour une action a gauche u: G x X — X.

On a une correspondance naturelle entre les deux notions d’action ci-dessus.

Exemple 1.1.4. R™ est un GL, (R)-espace a gauche et un O(n)-espace a gauche.

Définition 1.1.5. Une application h : X — Y entre G-espaces est un G-morphisme si
h(xzs) = h(x)s pour tous z € X et s € G, i.e. le diagramme suivant commute

XxG 2 x
hxidl jh
Y x G2y

On note Mg(X,Y) 'ensemble des G-morphismes et on obtient alors la catégorie Sp. des
G-espaces.

On a une relation d’équivalence classique
r~1 & dseG; 2 =us

et on note xG lorbite de x € X, ainsi que X (mod G) := X /¢ := {2G, x € X}. On dispose
de la projection canonique 7 = 7wy : X — X /G et on munit X /i de la topologie quotient.



Proposition 1.1.6. Pour un G-espace X, 'application

X = X
r = IS

est un homéomorphisme pour tout s € G et la projection
X —=X/q
est une application continue ouverte.
De ceci, on tire que tout G-espace X détermine un fibré
a(X) = (X,?T,X/G) :
Sihe Mg(X,Y), on ah(xG) C h(x)G pour tout x et on a donc une application quotient

h: Xlg = Y/g
G~ h(z)G

ainsi qu’un diagramme commutatif

X" .y

X/Gi)Y/G

et on note a(h) := (h,h) : a(X) — a(Y) le morphisme de fibrés associé.

Proposition 1.1.7. La collection o : Gp, — Bun est un foncteur pleinement fidéle.

Définition 1.1.8. Un fibré £ = (X, p, B) est un G-fibré s'il existe une structure de G-espace
sur X et un homéomorphisme f : X /G — B tels que (id, f) : a(X) — £ soit un isomorphisme
de fibrés. Autrement dit, on requiert U'existence d’un homéomorphisme f : X /G — B tel

que fr=p:
o

1.2 Premiéres notions sur les fibrés principaux

Définition 1.2.1. Un G-espace X est dit libre si 'action est libre, c’est-a-dire si chaque
stabilisateur est trivial.
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Pour un G-espace libre X, on pose
X*={(r,2) € X?; Is€ G ; ' =xs}.
Autrement dit, X* est le produit fibré

X ——X

s

Il existe alors une unique fonction 7 : X* — G telle que
V(z,2') € X*, x7(x,2") =2/,

que 'on nomme fonction de translation. Elle vérifie de plus

T(z,z) =1
Ve, o' 2" € X, ¢ 7(x,2")r(2/,2") = 7(x, 2")
(2, x) = 7(x,2")7 !

Définition 1.2.2. Un G-espace X est dit principal si ¢’est un G-espace libre et si la fonction
de translation 7 : X* — G est continue.
Un G-fibré principal est un G-fibré (X, p, B) tel que le G-espace X est principal.

Exemple 1.2.3. e L’espace produit B x GG est un G-espace, une fois muni de 'action
(b,t) - s := (b, ts). C’est un espace principal. En effet, on a

((b,1), (0, #)) € (Bx Q) < b=V

et on a

T((b,1), (V1)) =t~

Le G-fibré principal associé (B x G, pry, B) est le fibré produit. On appelle le G-fibré
principal produit (ou trivial).

e Soit G un sous-groupe fermé d’un groupe topologique I'. On a une action par multipli-
cation I' x G — T' et on a (z,2') € '* si et seulement si 7'/ € G, d’ou la continuité
de 7(z,2") = z7'2’. L’espace de base du G-fibré principal associé est I’ensemble des
classes a gauche, I' /(7.

e Soit G = {£1} = Z /oy =: 7 et soit S" la sphére unité de R™"', munie de I’action
de G donnée par I'antipode. Alors, (S")* = {(x, +x), x € S"} et 7(z, —z) = —1, qui
est continue (de toute fagon il ne peut en étre autrement puisque G = Z, est discret).
Ce Zsy-espace principal définit un Zy-fibré principal de base RP". Nous rencontrerons a
nouveau cet exemple plus tard.

Proposition 1.2.4. Soit £ = (X, p, B) un G-fibré principal. Alors, & est un fibré de fibre G.
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Définition 1.2.5. Un morphisme (u, f) : (X,p, B) — (X',p/, B’) entre G-fibré principaux
tel que u : X — X' soit un G-morphisme est appelé un morphisme principal. Si B = B’ et
f =1idp, u est appelé un B-morphisme principal.

Remarque 1.2.6. Dans ce cas, puisque p~'(p(z)) = 2G et que f(zG) = u(x)G, la donnée de
u détermine f et donc suffit & définir le morphisme de fibrés.

Comme la composée de morphismes principaux (resp. de B-morphismes principaux) est
un morphisme principal (resp. un B-morphisme principal), on peut considérer la catégorie
PBun(G) des G-fibrés principaux, ainsi que la sous-catégorie Bung(G) des G-fibrés principaux
au-dessus de B. On a deux foncteurs d’oubli canoniques

Bung(G) — Bun(G) — Bun.

Théoréme 1.2.7. La catégorie Bung(G) est un groupoide. C’est-a-dire que tout morphisme
dans Bung(G) est un isomorphisme.

1.3 Changements de base et fibrés principaux

On rappelle que si on a un fibrée £ = (X,p,B) et f : B — B, on en déduit un fibré
(&) = (X',p',B’), on X' = B’ xp X, via le produit fibré

B'xpg X —=X

A

B!

La propriété d’étre un G-fibré (principal) est invariante par changement de base. Plus
précisément :

Proposition 1.3.1. Soit X un G-espace, de fibré associé & = (X,p, B). Pour chaque f :
B' — B, lespace total X' = B' xg X de f*(§) = (X',p/, B') a une structure naturelle de
G-espace et on a un homéomorphisme g : X! /G — B’ tel que

X' X
/ V{ Lp
X)g——"——sB =B

De plus, la structure de G-espace sur X' est unique si l'on impose a fe d’étre un G-morphisme.
Enfin, si & est un G-fibré principal, alors f*(§) est aussi un G-fibré principal.

Dans la démonstration de ceci et du théoréme qui suit, on a besoin des trois lemmes

suivants, pour lesquels on fixe un fibré quelconque £ = (F,p, B), une application continue
f:B = Bet f*(¢) = (B, B) :
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Lemme 1.3.2. L’application p' est ouverte dés que p [’est.

Lemme 1.3.3. Considérons fc : E' — E. Alors, pour tout morphisme de fibrés de la forme
(v, f) : m = &, il existe un unique B'-morphisme w : n — f*(§) tel que feow =v.

Lemme 1.3.4. On a un foncteur
f*:Bung — Bung.

De plus, pour un B'-morphisme u : £ — n, on a un diagramme commutatif

E(f*(n) —= /E(n)
f*(“) u
E(f(€)) ‘ LR (09
\ f \

Théoréme 1.3.5. Soient (v, f) : n — & un morphisme de G-fibrés principauz et

w * fe

n—=f"(§) —=¢
la factorisation du deuxieme lemme ci-dessus. Alors w est un isomorphisme de fibrés princi-
pauz au-dessus de B(n) et donc n et f*(§) sont des G-fibrés principauz isomorphes. Finale-
ment, la collection

f* : %unB(G) — %UUB/(G)

est un foncteur.

1.4 Deéfinition des espaces fibrés & groupe structural

Définition 1.4.1. Soient £ = (X, p, B) un G-fibré principal et F' un G-espace a gauche. La
relation (z,y) - s := (vs,s 'y) définit une structure de G-espace a droite sur X x F. On

considére le quotient
pri

et pr 1 Xp — B la factorisation de la composée X x F 25 X 5 B par la projection
XxF— Xp:

X xF2L x
L)
X2 . B

i.e. pr((z,y)G) = p(x) pour tout (x,y) € X x F. Le fibré (Xp,pr, B) =: {[F] est par
définition le G-espace fibré sur B de fibre F' (vu comme G-espace), de fibré principal associé
. G est appelé le groupe structural de lespace fibré ¢[F].
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Exemple 1.4.2. Soit & le Z-fibré principal

Sl
RP! = S!
et soit F':=[—1,1] le Zy-espace a gauche muni de I’action (1)t := +¢t. Alors, I'espace total

du Zs-espace fibré £[F] est la bande de Mébius. Informellement, on part du fibré principal,
on attache le segment [—1,1] aux deux points de S' au-dessus d’un point de RP! = S! et on
fait tourner le segment autour de la base pour obtenir la bande de M&bius.

Remarque 1.4.3. Intuitivement, un G-fibré principal £ = (X, p, B) consiste en copies de G,
une pour chaque point de B, recollées via la topologie de X. Le G-espace fibré associé £[F]
consiste en copies de F', une pour chaque point de B, recollées via la topologie de X, 'action
de G sur X et laction de G sur F. De maniére générale, 'espace total de {[F] refléte la
"torsion" dans la topologie de X et celle de 'action G O F.

Proposition 1.4.4. Soit {[F| = (Xp,pr, B) le G-espace fibré associé au G-fibré principal
¢ = (X,p,B) et ala fibre F. Pour tout b € B, la fibre pp'(b) est homéomorphe a F.

1.5 Propriétés fonctorielles des espaces fibrés

Soient ¢ = (X,p,B), ¢ = (X',p/,B") deux G-fibrés principaux, (u,f) : £ — & un
morphisme principal et F' un G-espace a gauche. Le morphisme (u, f) définit un G-morphisme
u X idp : X x F'— X' x F et en passant au quotient, on obtient up : Xp — X}, induisant
un morphisme de fibrés (up, f) : E[F] — '[F].

Définition 1.5.1. Un morphisme de G-espaces fibrés [F] — &'[F] est un morphisme de
fibrés de la forme (up, f) : {[F] — £'[F], ou (u, f) : & — & est un morphisme de fibrés
principaux. Si B = B’ et f = 1p, alors up : {[F] — &'[F] est un morphisme d’espaces fibrés
au-dessus de B.

Le but ici est d’étudier Bun(G) et la catégorie des espaces fibrés de fibre F' et de groupe
structural G.

Proposition 1.5.2. Les associations £ — E[F| et (u, f) — (up, f) définissent un foncteur
de Bun(G) dans la catégorie des espaces fibrés admettant une structure d’espace fibré de fibre
F et de groupe structural G.

Remarque 1.5.3. Un morphisme de G-espaces fibrés (up, f) : §[F] — &'[F] est un isomor-
phisme si et seulement si (u, f) : £ — £ est un isomorphisme de fibrés principaux.
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Proposition 1.5.4. Soient & = (X,p, B) un G-fibré principal et {[F] un G-espace fibré
associé. Pour toute application f : B' — B, il existe un isomorphisme canonique de fibrés
au-dessus de B', f*(E[F]) 2 f*(&)[F) tel que le morphisme naturel fp : f*(€[F]) — £[F)] se
factorise

Considérons un fibré £ = (X, p, B) et A C B un sous-ensemble. Puisqu’on a {4 := ¢*(§)
ol ¢ : A — B, de la proposition précédente, on tire le

Corollaire 1.5.5. Soient {[F] un G-espace fibré au-dessus de B et A C B. Alors, on a un
A-isomorphisme canonique de fibrés

E[F)ja— (§a)[F] .

1.6 Espaces fibrés triviaux et localement triviaux

Le lecteur aura remarqué que, contrairement a la terminologie usuelle, ce que nous avons
appelé jusqu’ici un espace fibré n’a aucune raison d’étre localement trivial. C’est pourquoi,
dans la définition [I.4.1], nous avons insisté sur le mot G-espace fibré, la dénomination espace
fibré étant alors simplement un raccourci. Aussi, dans la suite, ce que nous appellerons espace
fibré désignera un espace fibré de fibre F', au sens usuel; c’est-a-dire un fibré localement
isomorphe au fibré produit.

Soient £ = (B x G, pr1, B) le G-fibré principal produit et F' un G-espace a gauche. Alors,
le G-espace fibré £[F] = (Y, q, B) est B-isomorphe au fibré produit (B x F,pry, B). En effet,
le morphisme

g : Y — BXF
(0,5,y)G +— (b,sy)

Définition 1.6.1. Deux G-fibrés principaux £ et n sur B sont localement isomorphes si tout
b € B admet un voisinage ouvert U tel que {p et ny soient U-isomorphes comme fibrés
principaux. Deux espaces fibrés {[F| et n[F| sont localement isomorphes si £ et n le sont.

Définition 1.6.2. Un G-fibré principal £ sur B est trivial (resp. localement trivial) si £ est
un G-fibré principal isomorphe (resp. localement isomorphe) au G-fibré principal produit. Un
G-espace fibré £[F] est trivial (rvesp. localement trivial) si & Pest.
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Remarque 1.6.3. La nature est bien faite : par le corollaire [I.5.5] un G-fibré principal ou un
G-espace fibré qui est trivial ou localement trivial est aussi trivial ou localement trivial en
tant que fibré. Ainsi, par le laius introductif de cette section, un G-espace fibré localement
trivial est un exemple d’espace fibré. Par contre, la réciproque est fausse :

Contre-exemple 1.6.4. On prend £ = (X, p, B) non trivial (par exemple Zy O S! — RP!).
Soit F' # pt muni de I'action triviale de G. Alors, £[F] est un G-espace fibré non trivial mais
est trivial de fibre F. En effet, comme on a (z,y)s = (xs,y), il vient

Xp=XXxF)/ag~X/gxF~BxF
et pr((x,y)G) = p(x) donc prp = pry et donc {[F| = (B x F,pry, B) est trivial.

1.7 Description des sections d’un G-espace fibré

Théoréme 1.7.1. Soient £ = (X, p, B) un G-fibré principal, {|F| = (X, pr, B) un G-espace
fibré associé avec F' un G-espace & gauche. En notant I'(B,&[F]) 'ensemble des sections du
fibré £[F, on a une correspondance bijective

[(B,¢[F)) +— {¢: X = F; ¢(at) =t '¢(z), Vo € X, Vt € G},
la section associée a ¢ : X — F est
5o(2G) = (z,¢(x))G € Xp, V2G € B.

Si on fait agir G sur F par u- g := g 'u et si s € I'(B,&[F]), alors on a ¢s € Mg(X, F)
et donc
Mo (X, F) = T(B,€[F)).

Cette observation méne aux corollaires suivants :

Corollaire 1.7.2. Soient ¢ = (X,p,B), & = (X',p',B") deuzx G-fibrés principauz. Tout
morphisme de G-fibrés principaur & — £ est de la forme (¢s, f), pour s € I'(B,£[F]). De
plus, en utilisant la relation Xx = X, on a f = (p'y)s. On a le diagramme

XX'—(XXX/)/G:XE(

supx/ lp'x

B B’

Remarque 1.7.3. Ce résultat réduit le probléme de V'existence de morphismes principaux
& — & a celui, plus maniable, de I'existence de sections.

Corollaire 1.7.4. Pour un G-fibré principal £, les assertions suivantes s’équivalents
i) Le fibré & admel une section,
ii) Le fibré & est isomorphe a f*(n) ou n est le fibré produit sur un point et f est 'unique
application constante,
iii) Le fibré & est trivial.
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1.8 G-espaces fibrés nombrables sur B x [0, 1]

Définition 1.8.1. Un recouvrement ouvert localement fini (U;);cs d’un espace B est nom-
brable §'il existe une partition de 'unité (localement finie) (u;);cs telle que

Vi e S, u;*(]0,1]) C Us.
Par définition, il revient au méme d’imposer U'existence de fonctions u; : X — [0, 1] telles
que

1. supp(u;) C U,

2. Pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert de x sur lequel seuls un nombre fini des
u; sont non nulles,

3. Ve e X, Y cqui(r) = 1.

Une telle partition (u;) est dite subordonnée au recouvrement (U;). Dans ce cas, le recouvre-
ment ouvert (u; *(]0,1])) est un raffinement de (U;).

Remarque 1.8.2. On a un résultat classique de topologie générale affirmant qu’un espace
séparé est paracompact si et seulement si tout recouvrement ouvert est nombrable.

Définition 1.8.3. Un G-fibré principal £ sur un espace B est nombrable si B admet un
recouvrement nombrable (U;) tel que y, soit trivial pour tout i.

Remarque 1.8.4. Tout G-fibré principal nombrable est un espace fibré (i.e. est localement
trivial) et tout G-fibré principal localement trivial sur un espace paracompact est nombrable.

Proposition 1.8.5. Soient f : B — B une application continue et & un fibré nombrable sur
B. Alors f*(§) est un fibré nombrable sur B'.

Lemme 1.8.6. Soit £ un G-fibré principal sur B = B1UBs ot By = AXla, c] et By = AX|c, b,
a<c<b. 5i§p, et{p, sont triviauz, alors il en est de méme de §.

Lemme 1.8.7. Posons I := [0,1] C R et soit & un G-fibré nombrable sur B x I. Alors, il
eziste un recouvrement nombrable (U;);cs de B tel que, pour tout i € S, &, <1 soit trivial.

Théoréme 1.8.8. Définissons

r : BxI — BxI
(b,t) — (b1)

et soit £ = (E,p, B x I) un G-fibré principal nombrable sur B x I. Il eziste alors g : E — FE
tel que (g,r) : &€ — & soit un morphisme principal.
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Corollaire 1.8.9. Avec les notations du théoréme[1.8.8, on a un (B x I)-isomorphisme entre
les G-fibrés principauz & et r*(§).

Remarque 1.8.10. Soient ¢ = (X,p, B) un G-fibré principal et W un espace localement
compact. Alors la relation (z,w)s = (xs,w) confére & X x W une structure de G-espace
a droite. La translation 7y pour X x W s'écrit 7 ((z,w), (2/,w)) = 7(z,2’) ou 7 est la
translation pour X. La fonction

o (XxW)/a — X/gxW
(x,w)G  — (G ,w)

est alors un homéomorphisme. Nous sommes ici intéressés par le cas W =1 = [0, 1]

Théoréme 1.8.11. Soit £ un G-fibré principal nombrable sur B x I. Alors, les fibrés &,
(§Bx1) x I et ({Bxo) x I sont G-isomorphes. De plus, si on note ¢, : B — B x I avec
€i(b) = (b,1), pour i = 0,1, alors €§(§) et €;(§) sont des fibrés B-isomorphes.

Théoréme 1.8.12. Soient & un G-fibré principal nombrable sur B et f, : B — B une
homotopie. Alors, les G-fibrés principauz f§(§) et f{(&) sont B'-isomorphes.

1.9 Le foncteur contravariant kg

Pour chaque espace B, soit kg(B) 'ensemble des classes d’équivalence de G-fibrés princi-
paux nombrables sur B. On note {¢} la classe de ¢ dans kg (B). Pour une classe d’homotopie
[f] : X — Y, on définit une fonction

ka(lf) = ke(Y) = ka(X)
{& = {r©

Par le théoréme {f*(§)} ne dépend pas du représentant & de {&} choisi et par le
théoréme {f*(€§)} ne dépend pas du représentant f de [f]| choisi. Par conséquent,
ka([f]) @ ke(Y) — ka(X) est bien une fonction et [f] — ky([f]) est bien définie. Notons
HTop la catégorie homotopique des espaces topologiques.

Théoréme 1.9.1. Les relations kg : HTop — Get forment un foncteur contravariant.

Corollaire 1.9.2. Si f : X — Y est une équivalence d’homotopie, alors kg([f]) : ka(Y) —
ka(X) est une bijection.

Corollaire 1.9.3. 5@ X est contractile, tout G-fibré principal nombrable sur X est trivial.
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Soit w = (Fy, po, Bp) un G-fibré principal fixé, nombrable. Pour chaque espace X, on

définit une fonction
¢u(X)  [X,Bo] — ka(X)
v = {u(w)}
ou [X, By| désigne I'ensemble des classes d’homotopie d’applications continues X — By. Par

le théoréme [1.8.12] ¢,,(X) est bien une fonction.

Proposition 1.9.4. ¢, définit une transformation naturelle
¢w : [_7BO] — kG

entre foncteurs $HTop — Set.

Définition 1.9.5. Un G-fibré principal nombrable w = (Ey, po, By) est universel si ¢, :
[—, Bo] — kg est isomorphisme de foncteurs. By est alors appelé I'espace classifiant de G.

Proposition 1.9.6. Un G-fibré principal nombrable w = (Ey,po, Bo) est universel si et
seulement si, pour tout espace X, on a les deuxr propriétés suivantes

1. Pour tout G-fibré principal nombrable & sur X, il existe f : X — By telle que & ~ f*(w)
sur X,

2. Si f,g: X — By sont telles que f*(w) ~ g*(w) sur X, alors [ et g sont homotopes.

On a encore une définition concernant 'universalité :

Définition 1.9.7. Un fibré w est dit n-uniwersel, ou universel pour les dimensions < n, dés
que ¢, (X) est bijective, pour tout CW-complexe X de dimension au plus n.

1.10 La construction de Milnor

On va maintenant pouvoir construire (et ainsi affirmer I'existence) de G-fibrés universels,
en vue de définir la cohomologie équivariante. La construction est celle de John Milnor
(voir [56]), détaillée dans [46].

Définition du G-espace E¢ : Construisons

Eqg=G+«G*xGx---xGx---

(pour la définition du joint X * Y, voir [17]). Plus précisément, on prend

Eg = {(xat):(‘riati)iZOEHGXI; [{i s & # 0} < oo, Zti=1}7
i=0

€N
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et considérons la relation d’équivalence
(z,t) ~ (2, 1) & Vi, ty =1 et Vj; t;=1;>0, ;=1

et formons le quotient
EG = EG /N .

La classe de (z,t) dans Eg sera notée (z,t) =: (x,t) = (toxo, t121,. .., txTk, ... ). On définit
une action a droite de G sur Eg :

(x,tyy = (zy,t), ie. (toxo,t121,...,)y = (to(xoy), t1(x1Y),...).
On met sur Fg une topologie qui en fait un G-espace. Pour ceci, on pose, pour tout ¢ > 0,

t; Eq — [0, 1]

z; o t;1(0,1]) — G

et (x,ty = a

On a les relations
Va € Eg, Yy € G, zi(ay) = xi(a)y, ti(ay) = ti(a),

et on munit Eg de la topologie la moins fine rendant continues les ¢; : Eq — [0, 1] et les z; :
t1(10,1]) — G, ot t;1(]0,1]) est muni de la topologie induite. Formellement, sur ¢; '(]0, 1]),
on prend la topologie initiale associ¢e aux t; : t; 1(]0,1]) — [0, 1] et aux =, : t;*(]0,1]) — G et
on décréte quun sous-ensemble U C Eg est ouvert si UNt; *(]0,1]) est ouvert dans t;'(]0, 1])
pour tout ¢ > 0 (topologie faible). On dispose alors de la propriété universelle suivante :
Une application f : X — FEg est continue si et seulement si ¢;f est continue, ainsi que
zif - f71(t;71()0,1])) — G, pour tout i > 0.
Chaque t;(]0,1]) x G — t;(]0, 1]) est continue car t;(ay) = t;(a) et on a les diagrammes

t;1(10,1]) x G —=1t;1(]0,1])

GxG = G

(illustrant les relations z;(ay) = z;(a)y) et comme G est un groupe topologique, chaque

t;(10,1]) x

G G
t;1(]0,1])

est continue, ainsi que t;'(]0,1]) x G — [0, 1], donc par propriété universelle, 'application

E(;XG—>EG

est continue et donc Eg est un G-espace.
On note le quotient Bg := £ /¢ et on a un G-fibré

wag = (EG>p7 BG)

C’est, la construction de Milnor.
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Théoréme 1.10.1. Le G-fibré wg est un G-fibré principal nombrable.

Démonstration. Tout d’abord, wg est un G-fibré principal. En effet, I'action de G est libre
et, sur t;1(]0,1])2N EE, on a
7(a,d") = zi(a)z;(a’) .
Comme Eg C |, t7'(]0,1]), 7 : E5 — G est continue et le G-fibré wg est donc principal.
Ensuite, puisque t;(ay) = t;(a), on peut définir une unique application continue u; : Bg —
0,1] telle que

EG # [07 1]

| <

Bg

On montre alors que wg est trivial sur V; := u;*(]0,1]) = p(¢;1(]0,1])) en définissant une
section continue s; € I'(V;,wg) et en utilisant le corollaire [1.7.4] Posons

spoc t71(10,1]) = #71(J0,1])

a —  azi(a)™?
On a
si(ay) = ayai(ay)™" = ay(zi(a)y) ™ = azi(a)™" = sj(a).

En passant au quotient, on obtient s; : V; — ti_l(]O, 1]) < Eg telle que

£71(0.1]) " Eg

pi /
Vi
Pour a € t;'(]0,1]), on a p(a) = p(si(a)), donc pour tout b € V;, en notant b = p(a), on a
psi(b) = p( i(p(a))) = p(si(a)) = p(a) = b, dons s; € I'(Vj,we) # 0. Ceci montre que wgyy;
est trivial.

Enfin, pour prouver que wg est nombrable, il nous reste a construire une partition de
I'unité localement finie (v;);>o sur Bg telle que v; 1(]0,1]) C Vi = u; *(]0, 1]). Posons

w; b max <O7ui(b) — Zl@(b)) :

j<i
Alors, w; : Bg — [0,1] est continue et w;'(]0,1]) C V;. Pour b € Bg, soient m :=
min{i ; w;(b) # 0} et n = max{i ; u;(b) # 0}. Alors, on a > _.. u;(b) = 1. Aussi,
U (b) = wi(b) et Be = |J, w;*(]0, 1]). Puisque u;(b) = 0 pour tout i > n, on a u;(b') < %
pour ' tel que Y, u;(b') > 1. Notons

N, (b) = {b’ € B : iui(b’) > %}

i=0
Alors, N, (b) est un voisinage ouvert de b dans Bg et pour tout &' € N, (b), on a w;(b') =0
pour tout ¢ > n. Ainsi, on a

Vi >n, N,(b)Nw;*(]0,1]) =0

et le recouvrement ouvert (w; '(]0,1])); de Bg est localement fini. On remplace alors w; par
v = Z“’iw_ pour achever la preuve. O
j Wi
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Remarque 1.10.2. On a des filtrations
CEg<7’L) CEg(n+1> - CEG:@Eg(n>

CBg(n) CBg(n+1) C--- CBGI@Bgﬁw
ou (tozg, t121,...) € Eg(n) si t; =0 pour tout ¢ > n et Bg(n) = p(Eq(n)).

Exemple 1.10.3. 1. G =7, : On a Ez,(n) ~ S™ et Paction de Zy sur S™ est Pantipode
et By, (n) = RP", les injections Ez,(n) < Ez,(n+1) et Byz,(n) — Bz,(n+ 1) étant les
injections naturelles S* C S"*! et RP* C RP"*!. On a

EZZ = @Sn =S et GZQ = hﬂRPn = RP*°.
Le fibré (S™™! p, RP™"!) est alors n-universel et Fz, est asphérique.
2. G =S8': On prend Eg (n) ~ S**! avec action donnée par

0 0

(20,. .., 2n)e" = (e?2y,...,e"2,).

Alors Bgi(n) = CP" et les inclusions sont les naturelles S*"*1 < §2"3 ot CP" —
CP"™. On a

ESI = thgl (n) =S et BSI = @Bgl (n) = CP*.

La aussi, le fibré (S?"*! p, CP") est 2n-universel et FEgi est également asphérique.

Remarque 1.10.4. Par un théoréme de Dold (voir [25], theorem 7.5), un G-fibré principal
nombrable £ = (E, p, B) est universel si et seulement si ’espace total F est contractile. Dans
I'exemple ci-dessus, les Eg construits sont asphériques, donc ont de bonnes chances d’étre
contractiles : on est sur la bonne voie...

Montrons maintenant que le fibré de Milnor w¢g est universel.

Proposition 1.10.5. Soit £ = (E, p, B) un G-fibré principal nombrable. Alors, il existe une
partition de ['unité dénombrable (u,)n>o telle que §|u;1(]07”) soit trivial pour tout n € N.

Démonstration. Soit (v;);er une partition de I'unité sur B telle que §ju=1(0,17) SOit trivial pour
tout ¢« € T. Pour une partie finie S C T', on définit I'ouvert

W(S):={be B ; vi(b) >v;(b), Viec S, Vj €T\ S} Cv;'(0,1]), Vk € S
qui trivialise £. Soit ug : B — [0, 1] donnée par

ug = b — max(0, ieg}ljr;és(vi(b) —v;(b))).

Alors, W(S) = ug'(]0,1]). Si S # S’ mais card(S) = card(S5’), alors W (S) N W(S") = 0 car
siieS\S etjeS\S, onauv(b)>v;b) pour b € W(S) et v;(b) < v;(b) pour b € W(S")
et ces relations sont incompatibles. Enfin, posons

W= |J W), waibe > ugb).

card(S)=m card(S)=m
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Alors, 32, w,(b) # 0,00, w1(]0, 1)) = Ug ug-(J0, 1]) = Ug W(S) = W,, et soit

Wy, (b)
> wa(b)

Comme u;,*(]0,1]) = W, et que W, est une union disjointe, & (s) est trivial, donc &y, aussi
et (un)n>o est la partition de I'unité désirée. O

U (b) ==

Montrons maintenant la condition 1. de la proposition [I.9.6] pour wg :

Théoréme 1.10.6. Pour tout G-fibré principal nombrable { = (E, p, B), il existe f : B — Bg
telle que & et f*(wg) soient des G-fibrés principaur B-isomorphes.

Démonstration. Par le théoréme pour montrer que f*(wg) et € sont isomorphes, il suffit
de trouver un G-morphisme (g, ) : & = wg :

(9,f)

Par la Proposition [1.10.5] on peut supposer qu’il existe une partition de I'unité dénombrable
(un)n sur B telle que &y, soit trivial pour tout n, ou U, = u,'(]0,1]) et soit h, : U, x G —
E(&§u,) C E(§) = E un U,-isomorphisme. On définit g : £ — E¢ par

9(2) = (uop(2)(qohg " (2)); - -, unp(2)(@nhy (2)), - )

ol q, = pry : U, Xx G — G. Si, pour un z € E, h,'(z) n’est pas défini, alors u,p(z) = 0, donc
g est bien définie et continue. En effet, par la propriété universelle de la topologie de F¢, il
suffit de montrer que t;g et ;g sont continues sur leurs domaines respectifs. Or, t;g = u;p est
continue et g~(¢;1(]0,1])) = p~(V;) donc z;9 = ¢;h; ' sur p~1(V;), donc est continue et donc
g est bien continue. Ensuite, pour 2’ = h,(z), on a h,'(zs) = h;'(2)s donc g(zs) = g(2)s et
donc g : E — Eg est un G-morphisme. g induit alors f : B — B¢ par factorisation :

E—2-Fq
pt ch
B—1-Bg
et (g, f) : £ = wg est un G-morphisme ; d’ou le résultat. O
Posons _ )
EY = {(z,t) € Eg ; taip1 =0, Vi > 0} = ;50 iy (0)
EY :={(x,t) € Eg ; ty =0, Vi > 0} = ;502 (0)
ainsi que

B! = pa(EE)
B = pa(EF)
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Soient ensuite I, := [1 — (%) , % ] ainsi que

o, @ I, — [0, 1]
b 2027 —2n 4 1)

On a « (1 — (%)n) =0et a, ( nH = 1. On définit ensuite une homotopie

hgd B R Eq
(1) = (1)

telle que hod(z,t)y = hod(xy,t), o, pour s € I,,

( x; si 0<i<n
Xl = s i=n+2j—1, 0<j<o0
nty i=n+2j, 0<j<o
t = an(s)tn—; si i=n+2j—1, 0<j<o

(1 —an(8)tn—; si  i=n+2j, 0<j<oo

\

et, pour s = 1, on prend (z/,t') := (x,t). Sis=1—-2"€ [, N1, 1,ona

X 0<i<n X 0<i<n
g=9  fi=at2-1) | al={  fi=n+2-1
) f=n+2j—1 " i=n+2j
17 0<i1<n t; 0<i<n
th=23 tho1yj i=n+2(j—1) | t! = 0 1=n+25-1
0 t=n+25—1 lnyj t=n+2j
n—1 n

et alors (2/,t') = (2”,t") et donc h°? est bien définie et donne

hed . IxXE; — Eq
(s, (x,1) = he((x,t))

Remarque 1.10.7. Pour s € I,,, on a plus explicitement

hgd(tgxo, oo kT ) = (LoToy - oy tn Ty A () 1Tyt (1= (8)) i1 Tns1, n(8)tnioTnie, - . .

On voit alors aisément que t;h°d : I x Eg — [0,1] est continue, ainsi que z;h°? :
hed ™ (£71(0,1])) — G, pour tout i et donc h°d est continue. Chaque h% : Eq — Eg in-
duit gsd Bg — B(;, d’ott g°d : I x Bg — Bg et (h%%,¢°Y) : wg — wg, ainsi qu'un morphisme
prln(:lpal (hod, g°) . I x wg — wg. (h°4, g°9) réalise une homotopie entre les G-morphismes

(hgd, g89) et 1. De plus, on a
hgd(<ZE, t>) = (tol’o, O,tll’l, O, tgl’g, Ce ) - Egvd
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ainsi que h(Eg) = B et g3%(Bg) = B
En définissant
hiv : EG — EG
(x,t)y — (2" t")

par
( x; si 0<i<n
xl = s 1=n+2j—1, 0<j<o©
nts i=n+2j, 0<j<oo
t; si 0<:<n
t7 =<8 (I—ap(s))tpy; si i=n+2j—1, 0<j<o0
\ a(8)tntj si i=n+2j, 0<j<o0
et h§¥ = 1., on obtient de méme une homotopie (h®,¢*) entre (h{',gf) et 1,., avec

he'(Eq) = EY et ¢&"(Bg) = BY. Enfin, le fait que (h94,¢%") = (h$Y,¢8¥) = 1 permet
d’invoquer le théoréme [1.8.12] pour avoir (¢59)*we =~ wg =~ (g5¥)*wg. Pour résumer, on a
prouvé la

Proposition 1.10.8. [l existe deuz homotopies (h°%, g°?) (resp. (R, g%) ) entre le morphisme
(hgd, g&?) (resp. (hE, g8")) et 1, : wg — we telles que

{ h§!(Ec) = E¢ { hi'(Ec) = E¢
96"(Ba) = BY' 9¢"(Be) = B

De plus, les fibrés wg, (g8%)*wqa et (&) wa sont isomorphes.

On peut maintenant montrer que la condition 2. de la proposition [1.9.6 est remplie :

Théoréme 1.10.9. Soient fo, fi : X — Bg telles que f§(wg) ~ fi(wa), alors fy et f1 sont
homotopes.

Démonstration. Soit £ = (E,p, B) un G-fibré principal nombrable isomorphe a fj(wq) et

fF(wg). Alors, par la Proposition [1.10.8] f; est homotope a gi¢fy et fi est homotope a
g¢¥ f1 Par conséquent, quitte a remplacer fy par g3%fy et f1 par ¢g&¥ fi, on peut supposer que

fo(X) € B et fi(X) C GY. Définissons un G-morphisme (k, f) : € x [ — wg tel que
fixxo = fo et fixx1 = fi. Posons ff(wg) := (Ej,p;, X) pour j =0,1:

E, -~ Eq et E, -2~ Eq
x . B, x - B,

et
(95, 1x) : € = fi(wa)-

Posons aussi, pour z € E,

to(z) = ta(g1p1(2)) si n impair
" tn(gopo(2)) si  n pair

(z) = Tn(g1p1(2)) si n impair
" Tn(gopo(z)) si n pair
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de telle sorte que
{ gowo(2) = (to(2)xo(2),0,ta(2)z2(2),0,...) =: k(z,0)
g191(2) = (0,11 (2)a1 (), 0, t5(2)s (2), ... ) = k(z, 1)
On prolonge ceci & £ x [ :

kK ExI — Eq
(z,8) = ((1=9)to(2)zo(2), st1(2)x1(2), (1 — $)ta(2)z2(2),...)
Pour y € G, on a k(zy, s) = k(z, s)y, donc k induit
f:X xI— Bg

et un morphisme de fibrés
(k‘,f) Z§><[—)(,<JG

vérifiant, pour p(z) = x,

f(2,0) = pa(k(2,0)) = pa(gopo(z)) = fopowo(z) = fo(p(2)) = fo(x),

donc f(—,0) = fo et de méme, f(—,1) = fi. Ainsi, f : X x I — Bg est une homotopie entre
fo et fi, ce qui achéve la démonstration. O

Ainsi, par la proposition[1.9.6] le fibré de Milnor wg est universel. En somme, on a prouveé :

Théoréme 1.10.10. (Théoreme de Milnor)
Tout groupe topologique G admet un G-fibré principal nombrable universel wg = (Eq, pa, Ba)-

Exemple 1.10.11. Si G = Z, ou G = S', on a Eg = S*. Rappelons que le théoréme de
Dold ( [25], thm 7.5) affirme qu'un G-fibré principal nombrable est universel si et seulement
si son espace total est contractile. Or, S est contractile. En effet, c¢’est un CW-complexe
(avec une n-cellule pour tout n > 0), par le théoréme de Whitehead (voir |29], théoréme 7.21
ou [39|, theorem 4.5), il suffit qu’il soit asphérique (i.e. que tous ses groupes d’homotopie
solent triviaux) et par le théoréme de Hurewicz (voir [29], théoréme 7.18 ou [39], theorem
4.32 et corollary 4.33), il suffit que son homologie singuliére soit triviale. Or, sin > 1, on a

7 si k=n
0 sinon

VkeN,ﬁugw:{
donc a la limite (voir |39], proposition 3.33 et section 3.F), on obtient
§% =lmS" = H(S") = lim Hx(S") = 0, Vk > 0,

donc S est bien contractile. Ainsi, les fibrés

ZQ et S\[
See SIO
RP> CP>

sont bien des fibrés universels pour Z, et S', respectivement.
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Exemple 1.10.12. On peut donner plus explicitement ’espace Eg dans le cas ou G est un
groupe de Lie compact (voir |64], Proposition 3.1) ou un groupe algébrique.

Supposons que G soit un groupe de Lie compact. Par le corollaire 4.6.5 de |28, il existe une
représentation linéaire fidéle G — GL(V') avec V un C-espace vectoriel de dimension finie. Si
G est un groupe algébrique, par [60], Chapter 3, §6, Theorem 8, il existe une représentation
rationnelle fidéle G — GL,(C) et on peut remplacer V, ; dans ce qui suit par l'espace des
familles libres & n vecteurs de C*. Ainsi, il suffit de traiter le cas oit G est un groupe de
Lie compact. Puisque G est compact, on peut supposer qu’on a un plongement G < U(n).
Par le théoréme 4.3 de [10], si on a un fibré principal universel Ey,y — By, le fibré
Eymy — Eum) /G en sera un pour G (il est universel en vertu du théoréme de Dold). 1l reste
donc a trouver un espace contractile Ey,) sur lequel U(n) agit librement.

Soit
Fn(Ck) = mG(C) = mG

I'espace des familles orthonormales de n vecteurs de C* (variété de Stiefel) et soit
Grn,k = Grn,k(C)

I'espace des sous-espaces vectoriels de dimension n de C* (variété de Grassmann, ou grass-
mannienne). Le groupe U(n) agit librement sur V,, , et on a

Vak /U(n) ~ Gry, k.
On peut supposer n > 2 et on a un espace fibré de fibre V,,_ 5 :

mG — SQk_l
(e1,...,en) — e,

ainsi que la suite exacte longue d’homotopie
o Tt (87— mp (Vi pm1) —— mp (Vi) — mp (871 —— -+

et si p < 2k — 2, alors m,(S*1) = m,11(S*1) = 0 et donc 7,(V;,—14-1) = mp(Vyx). Ensuite,
si k> %ern—l, alors p < 2k — 2 et alors

7TP(Vn,k) = 7T10(‘/71—1,/%:—1) == 7Tp(vl,/k:—n-&d) = Wp(Sk_n)

et ce dernier groupe est trivial dés que k > n + p. Posons alors

Vn,oo = hﬂ mG.
k

Si on a une application continue v : SP — V,, o, comme SP est compact, y(S?) C V,,; pour
un certain k > 0 et si k est assez grand, alors m,(V,,x) = 0, donc [y] = 0 et on en déduit
que 7y(Vi0o) = 0 pour tout p > 1, i.e. V,, o est asphérique. Par ailleurs, I'action de U(n) sur
V0o est libre et les espaces V), i, et Gy, sont des CW-complexes. On peut en outre choisir
une décomposition cellulaire telle que celle de V}, 41 (resp. Gry, x41) soit induite par celle de
Vi (resp. Gry), done V,, o est un CW-complexe et par le théoréme de Whitehead, V;, o

est contractile, donc Ey(,) := V;, o convient et By, = Eym) /U(n) ~ Gy oo = liﬂGrn,k.
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Deuxiéme partie
Introduction a la cohomologie
équivariante

2.1 Construction de la cohomologie équivariante

Nous allons introduire ici la cohomologie équivariante. Grossiérement parlant, il s’agit
d’une théorie cohomologique permettant de retranscrire le comportement de 'action d’un
groupe topologique sur un espace donné. Donnons d’abord une motivation pour 'introduction
d’une telle théorie, que l'on trouvera dans [71]. Pour ce qui concerne cette section et la
suivante, on pourra se référer a [54], [47] et [64].

Supposons que 'on ait une action topologique G O X. Un premier candidat pour la
cohomologie équivariante H(X) serait de prendre Hf(X) := H*(X/G). Malheureusement,
ceci n’est pas une bonne idée car on perd trop d’information sur I'action. Par exemple, si
on fait agir G = S! sur X = S? par rotation autour de laxe z, alors S?/S! ~ [—1,1] est
contractile, donc n’a pas de cohomologie supérieure, mais 1’action n’est pas triviale. Pour
que le quotient X/G se comporte bien, il faut que I'action soit libre, ce qui n’est pas le
cas ici. C’est 1a I'intérét d’introduire I'espace Eg, sur lequel 'action de G est libre. L’action
g-(e,x) = (eg !, gx) est libre sur Eg x X, quelle que soit I'action de G sur X et comme Fg
est contractile, F; x X a le méme type d’homotopie que X et on peut donc poser

Hi(X) = H ((EG x X) /G> .

Nous allons formaliser ceci.

2.1.1 Construction de Borel

Soient G un groupe topologique et X un G-espace (disons a gauche). Considérons un
G-fibré universel wg := (FEg,pg, Bg). On définit une action G O Eg x X par g - (e,z) :=
(eg™!, gx). Alors, X := Eg x X est un G-espace libre et, soit

Xa :XE/G = (EG XX)/G =: B xg X.

On obtient un G-fibré principal Xz = X¢ de fibre G, ainsi qu'un espace fibré wg[X] =
(X¢@,px, Be) dont la fibre est X (voir la proposition |1.4.4). Ce fibré est la construction de
Borel associée 8 G O X.

Définition 2.1.1. Pour un anneau R et une action topologique G O X, on définit la coho-
mologie équivariante de X a coefficients dans R par

H:(X,R) := H*(X¢, R) = H*(Eq x¢ X, R).

A premiére vue, il semble que cette définition dépende du fibré universel we. En fait, il
n’en est rien :
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Proposition 2.1.2. La cohomologiec H*(Xg) ne dépend pas du G-fibré principal universel
wq choist.

Démonstration. On a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1.3. Soit F = 77'(b) 5 E = B un espace fibré avec F contractile (ot b = m(e)).
Alors, on a un isomorphisme linéaire

7. H*(B) — H*(E).

Démonstration. Comme F' est contractile, il est asphérique et par la suite exacte longue
d’homotopie, on a que m, : m,(F,e) — m,(B,b) est un isomorphisme pour tout n > 1 (et
une bijection pour n = 0), donc 7 est une équivalence faible d’homotopie et d’aprés 39|,
Proposition 4.21), m préserve donc la cohomologie. O]

Maintenant, si w; = (E, pg, Bg;) est un autre G-fibré principal universel, alors les pro-
jections

(Box Bax X) /g "= Egx¢ X et (BaxEexX)|q-—"—F.xgX

sont des espaces fibrés de fibres respectives E, et E¢, qui sont contractiles, donc le Lemme
donne

H*(Eg % X) ~ H' ((E&; x Eg x X) /G> ~ H*(E, xg X),

d’ou le résultat. ]

Remarque 2.1.4. On a la suite spectrale de Serre associée a ’espace fibré X — X — Bg
EYY = H?(Bg, HY(X, R)) = HEZ™(X, R).

Cette suite spectrale nous servira un peu plus tard. Nous I'appellerons occasionnellement la
suite spectrale de Borel. Remarquons que si G est connexe, alors Bg est simplement connexe
et cette suite spectrale se réécrit alors

EY? = HP(Bg, H(X, R)) = HZ(X, R).

2.2 Propriétés élémentaires de H,

Sauf mention explicite du contraire, toutes les cohomologies intervenant ici seront suppo-
sées & coefficients dans un corps commutatif k.

Si f: X — Y est un morphisme de G-espaces, alors on obtient id x f : E¢x X — EgxY
qui passe au quotient f : Eg x¢ X — Eg XY et celui-ci induit [ : H5(Y) — H5(X), don
la

Proposition 2.2.1. H} est un foncteur contravariant Sp, — (2Ulg.
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Exemple 2.2.2. e Si X = pt est un point, alors on a
Hy(pt) = H* (Ee % vt /) = B* (Ec /) = H'(Bo).

De plus, comme pt est final dans la catégorie Gp., pour tout G-espace X, on a un
morphisme de k-algébres

H"(Bg) = Hg(pt) = He(X),
qui confére a Hg(X) une structure canonique de H*(Bg)-module, et méme de H*(Bg)-
algébre. En outre, le morphisme [ : H5(Y) — Hg(X) est un morphisme de H*(Bg)-
algébres et donc H est en fait un foncteur contravariant

Hé : GPG — H*(BG)QHQ

e En fait, si X est un G-espace contractile, on a que Eg x X est contractile et comme
Paction de G sur Eg x X est libre, on a encore

Hg(X) = H'(Eg/G) = H(Bg).
e Si G ~ (S')™ est un tore compact, alors on a un fibré universel

done, puisque H*(CP>) = ko], avec |o| = 2 (ou |a| = deg(a) désigne le degré de a,
voir [39], Theorem 3.12), il vient

H*(Bg,k) = H.(pt, k) = H*((CP*)™, k) = k[x1, ..., %],
ou deg(x;) = 2 pour tout 1 < ¢ < m; et ce en vertu du théoréme de Kiinneth (on

utilise ici le fait que k est un corps). Cet exemple montre en particulier qu'une variété
de dimension n peut avoir des HE non nuls, méme si k > n.

Proposition 2.2.3. 5i l'action G O X est triviale, alors on a un isomorphisme d’anneaux

H:(X) ~ H*(Bg) @ H*(X) ~ HE(pt) ® H*(X).

Démonstration. Ceci découle directement du théoréme de Kiinneth appliqué au produit

EogxgX =EcxX)/a~Ec/qxX=DBgxX.

Remarque 2.2.4. Si G = 1 est trivial, alors pt — pt est un fibré principal universel, donc
HL(X) = H* ((pt x X) /G) — H*(pt x X) = H*(X),

et on retrouve la cohomologie usuelle de X.
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Proposition 2.2.5. Si on a une action libre G O X, alors

He(X) ~ B (X /@)

Démonstration. Le quotient X /¢ nous donne une fibration de Serre & fibre contractile
EG;)EG XgX—)X/G,

et on a déja vu (voir Lemme [2.1.3)) que ceci entraine H*(Eg x¢ X) ~ H*(X/G). O

Un diagramme

Nous allons maintenant explorer rapidement les propriétés fonctorielles de Hf. par rapport
a Pespace mais aussi au groupe G considéré. On pourra consulter [44], Chapter 111, §1.A.

Soient GG, K deux groupes topologiques et h : G — K un morphisme (continu), ainsi
que wg = (Eg,pe, Bg) et wg = (Ek,pk, Br) deux fibrés universels. On a une action a
droite de G sur Eg x K donnée par (e, ) - g = (eg, h(g~")z) et on fait agir K sur Eg xg K
via ((e,2)G) - k = (e,7k)G (on notera les orbites (e,z)G =: e %% 1) et on obtient que
wg|K] = (Fg x¢ K,p, Bg) est un K-fibré principal et comme wg est universel, on obtient
By, : B — By telle que wg[K] ~ By (wk) et soit Ej, la composée

B, Eqg— Eqgx K —» EqgxqgK — Eg.

On obtient un diagramme

Ep
Eg—"> Ex

ro |

BGTh'BK

Pour obtenir ce carré, on peut aussi partir des constructions de Milnor et poser

Eg/[ilnor N E%ilnor
(tol‘o, U %% ST ) — (toh(xo), . ,tkh(l'k), ce )

et utiliser I'universalité de wy et wg pour obtenir un morphisme (ou plutdt une application
h-équivariante i.e. vérifiant f(gz) = h(g)f(z))

Eh : EG N Eg/ﬁlnor N E%ilnor — EK

et prendre B, : B — By par factorisation.
De plus, pour tout G-espace X, on a clairement un diagramme commutatif

Eg<—E(;XXéX

T

Bg Xe—X /G

1
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Dongc, si Y est un K-espace, si h: G — K et f: X — Y est h-équivariante, alors on a un
diagramme commutatif

Eq Eqx X X

TSN

pG EK ‘ EK xY Y
. ‘ J
Be Xg X/G
In f
By,
B Yi Y/K

Tout ceci est donc fonctoriel et on a un foncteur de cohomologie équivariante :

(G-espace X) = (HH(X) = H*"(Xq))
(X LY, heequivariante) — (i : Hi(Y) = H5(X))

Exemple 2.2.6. e Si H est un sous-groupe fermé d’un groupe de Lie G, alors on a un
isomorphisme

H:(G/H,X) ~ H*(By, k).

En effet, G/H est naturellement un G-espace et on a un homéomorphisme

(BexG/H) |q — FEg/H
G(x,gH) — Hg 'z

d’inverse Hx +— G(z,H). Comme G est un groupe de Lie, G — G/H est un H-
fibré principal (voir [10], Theorem 4.3). Ainsi, (Eq, PG, Fq/H) est un H-fibré principal
universel, on peut donc prendre pour classifiant By = Eg/H, d’ou

H*(Bu) = H*(Eg/H) 5 H*(Eq xa G/H) = H(G/H).

De plus, si on note q : Eq/H — Bg, Hx — pg(zx), alors ¢* : H*(Bg) — HAL(G/H)
donne & H}(G/H) une structure de Hf(pt)-algébre.

Remarquons qu’en général, le fait que H soit un sous-groupe de G ne permet pas de dire
que Eg/H est un classifiant de H. Par exemple (voir [59]), on peut prendre G = (R, +)
est H = Q. Alors R — R/Q n’est pas un Q-fibré principal car sinon, il serait localement
trivial et comme R/Q est muni de la topologie triviale, il le serait globalement, ce qui
est absurde.

e Si H est un sous-groupe fermé et Y un H-espace, alors G Xy Y existe et on a

Proposition 2.2.7. Soit H un sous-groupe de G et supposons que G/H est contractile. Si
X est un G-espace, alors on a

He(X) ~ Hp(X).
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Démonstration. Soit wg = (Eg,p, Bg) un G-fibré principal universel. L’action restreinte
Eq O H est libre et on a un espace fibré

EG XHX—>EG XgX

dont la fibre en e x% 2 € Eg x¢ X est donnée par p~L(ex®z) = {H(f,y), (f,y) €exx} =
{H(eg™!, gz), g € G} et ce dernier espace est homéomorphe, via H(eg™', gx) — gH, a G/H.
On a donc un espace fibré

G/H‘—>EG XHX—»EG XgX
et comme G/H est supposé contractile, par le Lemme on en tire

]

Remarque 2.2.8. e En particulier, si G est contractile, alors H. = H*. On peut aussi le
voir directement car dans ce cas, G — pt est un fibré principal universel et on a que
g *% 2 +— ¢~z est un homéomorphisme Eg xg X = G x¢ G — X.

e SiR" O X, alors Hp.(X) = H*(X) : cet exemple n’est pas trés intéressant...

e Soit le tore algébrique T := (C*)¢ et considérons le tore compact maximal K := (S!)%.
On a

d
T/g~(C/s) = @Y,
donc T'/K est contractile et par la Proposition [2.2.7, si X est un T-espace, alors on a
H7(X) ~ Hj(X).
Dans ce cas, on peut rendre les choses plus explicites (pour ceci, voir [47], 1.6, p. 7-8).
Posons
Bp=(©\{0)! [ Ep = (st
Bl = (CP™)¢ B} = By = (CP™)¢
ainsi que, pour U € {T, K},
Egp = ling B
By = lim By
On a un 7-fibré (resp. un K-fibré) principal E}. — B} (resp. B} — B}) et un T-
fibré universel B — B (resp. E¥ — BY). Soit X un T-espace. Alors, on a Xp =
E¥ xr X = hgl(E:’ﬁ xp X) et Xg = hg(E?{ X g X), donc ( [39], Theorem 3F.5), on a

VieN, YU € {T,K}, Hi,(X,C) = n_rQHz'(E;} xy X,C) = thz‘ ((Eﬁ x X) /U,<C> .
En particulier, ‘ ‘
H'(Br,C) = lim H'((CP")*, C).

Or, comme on a ( [39], Theorem 3.12)

H(CP",C) = Cle] /(zn+1) on deg(z) =2,
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d’ott un isomorphisme d’anneaux

PRI

C[:cl,...,xd]/@vfﬂ anthy S H((CPYC), o] = 2. (1)

Sin > 1, I'isomorphisme de (1) envoie bijectivement Y, Cz; sur H?((CP")%, C) et l'in-

clusion ¢,, : (CP")¢ — (CP™*!)? induit, pour n > 1, un isomorphisme ¢* : H*((CP"*1)? C) =

H?*((CP")?,C) (on peut le voir en utilisant la cohomologie cellulaire, en utilisant le fait
que CP"! = CP" U es(n+1)). Ainsi, on a

Clay, ..., g = lim Cloy, -, 2d] /<x7+1, .. 2ty = lim H*((CP")*,C) = H*(Br,C).
Ensuite, si X est un T-espace, l'inclusion E% = (S§*"71)? — (C"*1\ {0})¢ = EZ induit
@Z)nE?( XKX—>E§L~ X7 X.

On recouvre B} par des ouverts V pour lesquels on a des homéomorphismes ¢y :
VXT = p, (V) et o = pvyur - VXK = (pf,)" (V). L'image réciproque de V' dans
E} xg X et B xp X s’identifie a V' x X et, sous cette identification, 1), est I'identité.
¥y, est donc un homéomorphisme et donc on a un isomorphisme ligH *(1,,) qui donne

Hi(X,C) ~ hﬂH*(E?( xxg X,C) > hﬂH*(E{ﬁ xp X,C) ~ Hi(X,C).
Avant de continuer, rappelons le

Théoréme 2.2.9. (Leray-Hirsch, cf. [39], Theorem 4D.1)
Soit F <> E 5 B un espace fibré et soit R un anneau commutatif. On suppose que
1. Pour tout n € N, H"(F, R) est un R-module libre de type fini,

2. Il existe des classes c; € H* (E, R) telles que 1*(c;) forment une base de H*(F, R) sur
chaque fibre F.

Alors, Uapplication

¢ : H*(B,R)®r H"(F,R) —  H*(E,R
th bz & L*(Cj) (g Zi,j p*(bl) U Cj

est un isomorphisme de H*(B, R)-modules.
On en déduit (cf [64], Proposition 4.5) :

Proposition 2.2.10. Faisons agir S' sur S* C R? par rotation autour de l’aze vertical.
Alors, on a un isomorphisme de H*(Bst)-modules :

Hz (S?) ~ H*(Bsi) @ H*(S?).

Avant de regarder la preuve, énoncons le principe de Mayer-Vietoris, version équivariante :

Théoréme 2.2.11. (Mayer-Vietoris)
Si le G-espace X s’écrit X = U UV avec U et V' deux ouverts G-invariants de X, alors on
a une suite exacte longue

= HET (UNV) —= HE(X) —= HE(U) ® HE(V) —= HHUNV) —= HGH (X) —= -
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Démonstration. Puisque application Eg x X — FEg Xg X est ouverte, on a une décompo-
sition en ouverts Eg Xg X = (Fg x¢ U) U (Eg X¢ V) et on peut appliquer la suite exacte
longue de Mayer-Vietoris a cet espace pour obtenir le résultat. O

Démonstration. (de la proposition [2.2.10). On a un espace fibré
S? Egi xg1 S? — Bg1

et comme H*(S?) est de type fini, par le théoréme de Leray-Hirsch, il suffit de montrer que
HE (S?) ~ H*(Bs1) ® H*(S?) comme C-espace vectoriel pour avoir le résultat. On a

H*(Bg1) = H*(CP*,C) = Clz], |z] =2
donc
dim H***1(Bg1) = 0
dim H?*(Bg1) = 1

Soient N :={z € §?; 20> —1} et S:={2€§%; 23 <1}. N est S sont contractiles et S!
invariants, donc par 'exemple [2.2.2, on a

si(N) = Hgi (S) = H*(Bg).

Ensuite, S! agit librement sur S N N et le quotient est un segment ouvert, donc par la
Proposition [2.2.5 il vient

H(SNN)=H* (SON [g1) = H*(pt).
Par le Théoréme [2.2.11] on a une suite exacte longue
o ——=HYY(NNS)— HE(S?) —= HA(N) & HY (S) —= HE (NN S) —- - -
qui se réécrit
e B (pt) = HE(S?) —— H"(Bgt )2 — H"(pt) —= HJ" (82) —> -

Distinguons trois cas, dans lesquels on notera hf(X) := dim H{(X) :
* n=0:0naH(S?*) - C?> - C — 0 donc hd,(S?) = 1 = dim(H"(Bs1) ® H°(S?)).
1:0naC? - C — H}(S?) — 0donc hl, (S?) = 0 = dim (@ H?(Bs1) ® H4(S2)).

* N

ptg=1
* n > 2: Comme H"(pt) =0, on a H (S?*) ~ H"(Bs:)?, donc
0 si n impair
n 2\ n _
31(87) = 20" (Bs1) = { 2 si  n pair
et

dim < @ Hp(Bs1)®Hq(S2)> _ { g s¥ n lmpair

si  n pair
pt+q=n
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Ainsi, pour tout n € N, on a

dim H (S*) = ) dim H?(Bg) dim H(S?)

ptq=n

= Z dlm(Hp<BS1) Rc HQ(SQ)) = dim ( @ Hp(BS1) Rc HQ(SQ>>
p+q=n p+q=n
d’ou
¥n €N, H:(S?) ~ P H"(Ba) ® HY(S?) € (H*(Bsr) ® H*(S?))"
pt+q=n
et donc, en tant qu’espaces vectoriels complexes, on a

§(8%) ~ H*(Bg1) @c H*(S?),

comme souhaité. O

Ce genre de résultat méne a la définition suivante :

Définition 2.2.12. ( [64], definition 4.4)
Un G-espace X est dit équivariamment formel (equivariantly formal) dés qu’on a un isomor-

phisme de H (pt)-modules
H{(X) ~ H(Bg) ® H*(X).

On verra un peu plus loin d’autres définitions essentiellement équivalentes a celle-ci.

Exemple 2.2.13. e Comme dans la preuve de la Proposition par le théoréme de
Leray-Hirsch, si H*(X) est de dimension finie, pour montrer que X est équivariamment
formel, il suffit de montrer que 'on a un isomorphisme d’espaces vectoriels H (X)) ~
H*(Bg) ® H*(X).

e La Proposition dit exactement que P’action par rotation horizontale fait de S? un
Sl-espace équivariamment formel.

e Par la Proposition [2.2.3] si 'action de G sur X est triviale, alors X est équivariamment
formel et I’exemple précédent S' O S? montre que la réciproque est fausse.

Remarque 2.2.14. Si K = (S')? est un tore compact et X un K-espace, alors on peut prendre
Ex = (S®)? et B = (CP>*)% On a une fibration de Serre

K «— (S®)? — (CP>)¢

et par la suite exacte longue d’homotopie, on a my(Bg) = m(Bk) = 1, donc Bk est simple-
ment connexe et comme on a l’espace fibré

LL)K[X] = (X — XK — BK)
qui est une fibration de Serre, on obtient la suite spectrale de Serre
E?? = H?(Bg, HY(X,R)) = HY (X, R).

Dans l'article [37] (section 1.2), I'équivariante formalité de X se définit en termes de dégéné-
réscence de cette suite en deuxiéme page. Nous allons tout de suite comparer ces différentes
définitions.
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Le lemme suivant concerne I'hypothése de dimension finie dans le corollaire de I’'An-
nexe. On pourrait s’en passer mais dans notre cas, c¢’est vrai.

Lemme 2.2.15. Si ' — E — B est un espace fibré a base simplement connexe et si les

cohomologies de I’ et B sont de dimension finie en tout degré, alors il en est de méme pour
E.

Démonstration. On utilise la suite spectrale de Leray-Serre associée a I’espace fibré :
EY" = H?(B,HY(F)) = H""(E).
Fixons n = p 4+ ¢ > 0. Par convergence, on a une filtration finie
O=F""cF'c..-cF'c F'=H"(E)

et par récurrence, pour montrer que dimy H"(FE) < oo, il suffit de montrer que les quotients
successifs sont tous de dimension finie. Or on a

F? [ pr+1 ~ BRI

donc il suffit de montrer que dim E?? < oo pour tous p et g. Or, pour p, q fixés, il existe r tel
que EP? = EP (en fait r > max(p, ¢+ 1) convient) et comme les EP? sont des sous-quotients
de EY? il suffit de montrer que dim EY? < co. Or, on a EY? = HP?(B, HY(F')). Comme on
est sur un corps, on peut utiliser le théoréme des coefficients universels pour obtenir

Vp,q =2 0, H"(B, H'(F)) ~ H"(B) @ H(F)
et ce dernier espace est de dimension finie par hypothése, comme souhaité. O

Nous pouvons maintenant prouver le résultat principal, concernant I'action des tores
compacts sur des espaces raisonnables :

Théoréme 2.2.16. Soient T := (SY)? un tore compact et X un T-espace. On suppose que
la cohomologie de X sur k est de dimension finie en tout degré et que X est connexe par
arcs. On considére également la construction de Borel wr[X]| = (X < X 5 Br). Alors, les
assertions suivantes sont équivalentes :

i) La suite spectrale de Leray-Serre associée a la construction de Borel :
Ey® = H"(Br, H'(X)) = Hp™(X)

dégénere en deuzriéme page.

ii) X est équivariamment formel, i.e. on a un isomorphisme de H*(Br)-modules :
H(X)~ H*(Br) ® H(X).

iii) H3(X) est un H*(Br)-module libre.
i) * est un épimorphisme.

De plus, sous une de ces hypothéses, le morphisme © est un monomorphisme.
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Démonstration. On va montrer i) = i) = i) = ) = i).
e Notons provisoirement H" := H}(X) = H"(X7). On a une filtration en k-espaces vectoriels

0=F"""H*C F"H"C---C F'H" C F°H" = H"
avec des isomorphismes
FPH™ /Fp+1HTL ~ E&n*p ~ Egrnfp,
le dernier isomorphisme provenant de la dégénérescence de la suite de Serre. Comme on est

en présence d’espaces vectoriels, on a
H' = F°H" = P @ (FOH" i) = -
~ @ FPH™ /Fp+1Hn ~ @ EPP ~ @ Eg’q.
0<p<n 0<p<n p+q=n

0
Comme X est connexe par arcs, on a E5" = HP(Br) et comme G est connexe, Br est
. 0, . L . .
simplement connexe et Fy'? = H?(X). Par ailleurs, on a le théoréme des coefficients universels,

qui donne
HP(Bp, HY(X)) ~ H?(Br) @ H1(X),

d’ou EY? = H?(Br) ® HY(X) et donc, on a un isomorphisme d’espaces vectoriels
Vn >0, H{(X)~ @ EY'~ @ H*(Br) @ HY(X) = (H*(Br) ® H*(X))"
pq=n ptq=n
donc, en tant qu’espaces vectoriels, on a un isomorphisme
H7(X) ~ H*(Br) ® H*(X).

Maintenant, comme pour la Proposition [2.2.10, comme H™(X) est de type fini sur k pour
tout n, le théoréme de Leray-Hirsch permet de conclure.

e Cette implication est triviale. En effet, si on a H*(X) = k) o D,c; k avec I un ensemble,
alors on a

Hi(X) ~ H*(Byp) ® H*(X) ~ (H*(Br) @ k)D ~ H*(B)?D,
e On a la suite spectrale d’Eilenberg-Moore
EMERa = Tor #"Br) (k, H; (X)) = H""I(X)

et, comme H7(X) est libre sur H*(Br), les foncteurs Tor supérieurs s’annulent et cette suite
spectrale s’effondre en deuxiéme page et donc

H*(X) >~k @p+5,) Hp(X).

On obtient alors que ¢* : Hj(X) — H*(X) est surjective, ce qu’il fallait montrer. Pour ceci,
consulter [32], Proposition 2.2.
e On a une décomposition (voir [58|, 2.10.9)

Hp(X) L H"™(X)
edgei
B e B O e B

38



et, comme (* est un épimorphisme, on obtient
0
Vr > 2, BE%" = E°" = B,

donc d2™ = 0 pour tout r > 2. De plus, par le théoréme des coefficients universels, on a un
carré commutatif

0 0, ~ ,
E2Y @ By BB

HP(Br) ® H1(X) —=> HP(Br, H(X))

dans lequel I'isomorphisme horizontale du haut est donné par la structure multiplicative de la
suite spectrale de Leray-Serre (cf [58], Chapter III, Lemma 2.15). Par récurrence sur r > 2,
si EP? = EP alors on a EPY ~ EPY @ E% et comme dP° = 0 (la suite est de premier
quadrant), pour tout FP¥ >z =2 ®y € EP'® E% on a

&z =d(z@y)=d’ry+ (1) r@d)ly=0 = d¥9=0 et EVf = EP?

et ceci montre que pour tout » > 2, on a d, = 0 et donc la suite spectrale de Serre dégénére
en deuxiéme page. Pour ces arguments, voir [58|, Chapter III, Lemma 2.15, Theorem 4.2 et

Theorem 4.4.
« Enfin, en supposant ), on a une décomposition (voir 58|, 2.10.10)

H"(Br) : H™(Xr) = Hp(X)

Jedge

Ey —E — . — EY ———F"

et si la suite dégénére, alors tous les morphismes horizontaux du bas sont des isomorphismes
et donc 7* est injective, d’ou le résultat. O]

Remarque 2.2.17. On note que l'implication i) = iv) est toujours vraie et que les relations
i) < iv) et i) = iv) restent vraies si X est juste supposé connexe par arcs.

Concernant cette question d’équivalences des définitions d’équivariante formalité, on pourra
également consulter [33], [52] ou encore [23].

2.3 Décomposition de Bruhat des variétés de drapeaux
complétes

Avant d’aller plus loin dans la cohomologie équivariante, nous allons discuter ici de la
décomposition de Bruhat de la complexification G d’un groupe de Lie compact connexe K
et celle de la variété de drapeaux associée K/T ~ G/B. Plus précisément, nous emploie-
rons I'axiomatique des systémes de Tits (appelés aussi (B, N)-paires) : nous allons définir
les systémes de Tits et leur associer une décomposition de Bruhat, puis nous construirons

39



un systéme de Tits associé au groupe de Lie complexe GL,(C) et, plus généralement, au
complexifié d'un groupe de Lie compact connexe, en utilisant la décomposition d’ITwasawa.
Nous verrons ensuite que cette décomposition induit une décomposition cellulaire de K/T en
cellules de dimension paire, dites de Schubert, ce qui nous donnera de précieuses informations
sur la cohomologie rationnelle de K /T, utilisées dans la preuve du théoréme

Notre référence principale pour cette section est le chapitre 27 de [12]|. Aussi admettrons
nous les bases de la théorie structurale des groupes de Lie (tout voisinage de 1 engendre
le groupe, l'existence de l’exponentielle, le systéme de racines associé a un tore maximal,
etc) ; pour lesquelles on pourra consulter les chapitre 1 et 2 de [12], ou encore [10], [60], ainsi
que [28]. Il y a cependant 14 une mise en garde a faire : nous utiliserons ici une notion de
systéme de racines légérement différente de celle généralement employée. Plus précisément,
on utilisera la définition suivante :

Définition 2.3.1. ( [12], Definition 18.1)
Soit V un espace euclidien. Un ensemble ® = () de vecteurs de V est un systéme de racines
(réel) de V si

(RS1) I'ensemble @ est fini et ne contient pas 0,

(RS2) Pour tout o € @, on a s,(P) = @, o1l s, est la réflexion par rapport a I'hyperplan at,

ie. (. )
(@, a)

Sa V=V, x+—>x—2

Y

(RS3) Pour tous «, 5 € ®, on a s,(8) — f € Za, i.e. 2§§3§ €7,

(RS4) Pour tout a € @ et tout A € R, si Ao € &, alors A = £1.

La dimension de V est alors appelée le rang du systéme de racines.

On a aussi une autre définition, valable dans le cas complexe :

Définition 2.3.2. ( [70|, Definition 18.2.1)
Un sous-ensemble ¥ = () d’un espace vectoriel complexe de dimension finie W est un systéme
de racines compleze si

(CS1) l'ensemble ¥ est fini et ne contient pas 0,
(CS2) Pour tout o € ¥, il existe a¥ € W* tel que a”(a) =2 et s,(¥) = ¥, ou

Sa W =W, x5 12—a’(x)a,

(CS3) Pour tous a, f € ¥, on a o¥(p) € Z,
(CS4) Pour tout aw € ¥ et tout A € C, si A € ¥, alors A\ = +1.

La aussi, le rang de ¥ est la dimension de W.

On remarque que si (V, ®) est un systéme réel, alors on peut poser W := V°© &t YV Qg C et
regarder & comme un sous-ensemble de W. Alors (W, @) est un systéme de racines complexe.
En fait, la discussion faite dans le §17 du chapitre V de [67] assure que si (W, U) est un systéme
complexe et si I’on considére V le sous-R-espace vectoriel de WV engendré par W, alors on a
VY ®r C = Vectc (V) et (V, V) est un systéme réel. On peut donc identifier les systémes réels
et complexes, via la complexification. En particulier, nous pourrons identifier le systéme de
racines réel ® défini sur V = R®; T ~ t* par un tore maximal 7" d’un groupe de Lie compact

40



connexe K (d’algébres réelles t et £) et le systéme complexe défini sur W = V¢ ~ b* par la
sous-algébre de Cartan h = t© associée au tore complexifié, dans 'algébre complexe g = €.

Un systéeme de racines au sens de Bourbaki (qui est un sens plus communément usité,
par exemple dans [45], §9.2 ou encore [10], V, Definition 3.3) est alors un systéme de racines
au sens de la définition [2.3.1] pour lequel on suppose en plus que ® engendre linéairement V.
Dans la suite, le systéme ® associé au tore maximal 7' que nous rencontrerons ne vérifiera pas
cette propriété, a moins que K ne soit semi-simple. Dans ce cas en complexifiant, on retrouve
la théorie classique du systéme de racines associé a une sous-algébre de Cartan d’une algébre
de Lie complexe semi-simple, pour laquelle nous renvoyons au troisiéme chapitre de [45].
Mentionnons par ailleurs que dans le chapitre 19 de [12], un groupe de Lie compact K est dit
semi-simple, si le systéme ® engendre V. Nous verrons que ceci est cohérent avec la définition
commune (3 savoir que son algébre de Lie € est semi-simple).

Signalons enfin que l'on pourra trouver dans [14], §3.1.7, une preuve géométrique de
la décomposition de Bruhat, utilisant une décomposition plus générale, dite de Bialynicki-
Birula.

Commencons par quelques rappels sur la complexification d’un groupe de Lie réel.

Définition 2.3.3. Soit K un groupe de Lie réel connexe. Une complexification de K est un
groupe de Lie complexe GG, muni d'un morphisme de groupes de Lie réels « : K — G tels
que, pour tout groupe de Lie complexe H et tout morphisme de groupes réels f : K — H, il
existe un unique morphisme de groupes de Lie complexes f : G — H tel que fo. = f.

En particulier, les représentations de dimension finie de K sont en bijection avec les repré-
sentations holomorphes de G.

Exemple 2.3.4. GL,(C) (resp. SL,(C)) est une complexification de U(n) (resp. de SU(n)
et SL,(R)). De plus, si T est un tore compact, 7'~ (R/Z)", alors une complexification de T
est donnée par T := (C*)". Le tore T posséde cette propriété remarquable que tout caractére
linéaire de T (i.e un morphisme continu 7" — C*) s’étend de fagon unique en un caractére

rationnel de TC (i.e un morphisme holomorphe TC — C*). Pour ceci, voir 12|, Proposition
15.6.

Proposition 2.3.5. ( [12], Theorem 24.1)

Si K est un groupe de Lie compact connexe, alors K admet une complexification + : K — G
(K est alors appelé une forme réelle de G). De plus, le morphisme induit m (1) : m (K) —
m(G) est un isomorphisme et, si g ;= Lie(G) et € := Lie(K), alors on a g = t @r C. Par
ailleurs, toute représentation compleze fidéle de K s’étend en une représentation holomorphe
(analytique) fidéle de G et toute représentation holomorphe de G est complétement réductible.

Indiquons rapidement comment I’on construit G. On veut que Lie(G) = £¢ = £¢®C. On sait
que K admet une représentation complexe fidéle (de dimension finie), qui est unitarisable :
K — U(n), de différentielle ¢ — u(n) C gl,(C) et ceci s’étend (de fagon unique) en un
morphisme d’algébres de Lie complexes €& — gl, (C). On pose alors P := {exp(iX), X €
t} = exp(it) C GL,(C) et G = PK C GL,(C).

Remarque 2.3.6. En particulier, g est réductive et admet une décomposition en sous-espaces
de poids, associée au systéme de racines donné par un tore maximal 7" de K (voir [12],

Chapitre 18).
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Définissons a présent les systemes de Tits, qui nous donnent un cadre axiomatique a la
décomposition de Bruhat.

Définition 2.3.7. Si G est un groupe (quelconque), B et N deux sous-groupes de G satis-
faisant :

(TS1) Le sous-groupe T := BN N est distingué dans N,

(TS2) Il existe un systéme S de générateurs du groupe de Weyl W := N/T, formé d’éléments
d’ordre 2,

(TS3) Pour w € W et se€ S, onawBs C BwsBU BwbB,
(TS4) Pour tout s € S, sBs™! # B (i.e. SN Ng(B) = 0),
(TS5) Le groupe G est engendré par N et B;

alors on dit que (B, N, S) est un systéme de Tits pour G.

En fait, on choisit un représentant w € N de w et on pose BwB := BwbB, ainsi que
Bw := Buw; définitions indépendantes du représentant choisi. En considérant C(w) := BwB,
on voit que 'axiome (7'S3) est équivalent a 'une des inclusions équivalentes suivantes :

C(w)C(s) C C(w) UC(ws), C(s)C(w) C C(w) UC(sw).
Dans ce contexte, on a une décomposition de Bruhat axiomatique :

Théoréme 2.3.8. (Décomposition de Bruhat d’un systéme de Tits, [12|, Theorem 27.3)
Soient G un groupe et (B, N, S) un systéeme de Tits pour G, de groupe de Weyl W := N/T =
N/(N N B). Alors, on o G = BW B et plus précisément, on a une partition

G= || BwB=|]cw)

weW weW

Cette décomposition s’appelle la décomposition de Bruhat de G relativement a (B, N, S).

Démonstration. Montrons que |, .y C(w) est un sous-groupe de G. Cet ensemble est claire-
ment stable par inversion et contient 1. Il reste & montrer qu’il est stable par multiplication.
Soient v,w € W et considérons C(v)-C(w). On va montrer par récurrence sur la longueur /(w)
de w (relativement & (W, S)) que ceci est inclus dans une union de doubles classes. Rappelons
que la longueur de w est le nombre minimal de réflexions simples nécessaires a ’écriture de
w en produit de telles réflexions. Si [(w) = 0 alors w = 1, auquel cas 'assertion est claire. Si
[(w) > 0, on peut écrire w = sw’ pour s € S et [(w') < l(w). Par (TS3), on a

C(v)C(w) = BuvBsw'B C BvsBw'B U BvBw'B = C(vs)C(w") UC(v)C(w')

et ceci est contenu dans une union de doubles classes, par hypothése de récurrence. Ainsi,
U, C(w) est un sous-groupe, qui contient clairement B et N, donc qui contient (B, N) qui
est égal & G par (TS5), d’ou G =, C(w).

Il reste & montrer que 'union est disjointe. Comme on a affaire & des doubles classes , si
C(w)NC(w') # 0, alors C(w) = C(w') et montrons que, dans ce cas, on a w = w'. On peut
supposer que [(w) < [(w') et procédons par récurrence sur [(w). Si I(w) = 0, alors w =1 et
alors C(w') = B = C(1). Ainsi, dans N, on a un représentant de w’ qui est aussi dans B et
comme BN N =T, ceci implique w’ = 1 = w. Supposons maintenant que [(w) > 0 et que,
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dés quion a I(wy) < I(w), alors Iégalité C(w,) = C(w}), entraine w; = w}. Ecrivons w = w”s
pour s € S, de telle sorte que [(w”) < [(w). Alors, w”s € C(w') et, comme s est d’ordre 2, on
a par (TS3),

w” € C(w')s C C(w's) UC(w').

Comme des doubles classes sont disjointes ou égales, on en tire
C(w")=C(w') oubien C(w")=C(w's).

Par hypothése de récurrence, ceci entraine w” = w’ ou bien w” = w's. Le premier cas est
exclu car [(w”) < l(w) < I(w'). Ainsi, on a w” = w's et alors w = w"s = w's*> = w', comme

annoncé. n

2.3.1 Premier exemple : G = GL,(C)

On prend T le groupe des matrices diagonales de G = GL,(C), N = Ng(T) son normali-
sateur (qui est le groupe des matrices monomiales), et B le groupe des matrices triangulaires
supérieures inversibles. On a bien BN N = T. Soit S := {s1,...,s,_1} 'ensemble des ré-
flexions simples, i.e. s; est 'image dans W = N/T de la matrice

Iy
eN

— O
O =

In—i—l

Si 'on se rappelle que le groupe de Weyl est le groupe symétrique W ~ &,,, qui est engendré
par les transpositions consécutives (7,7 + 1), on voit que s; est 'image dans le quotient de la
matrice associée a la transposition (i,7 + 1).

Soit X*(T') = Hom gg0(T, C*) le groupe des caractéres rationnels de 7. Dans ce contexte, a
une racine o € X*(T'), on peut associer un isomorphisme z, : C — X, < G, le sous-groupe
X, étant formé des matrices unipotentes, tel que

VteT, VA€ C, tra( A\t = xa(a(t)N).
Ici, on a n? — n racines, données par
g (t) == tit; ', VI <i#j<n.

Au niveau de 'algébre de Lie g := gl,(C), on a a;; = e; — e;. De plus, la racine «;; est
positive si ¢ < j et les racines simples sont les «; ;+1, pour 1 <7 < n—1. Notons ® le systéme
de racines de G (qui est isomorphe a celui de g).

Remarque 2.3.9. Rappelons que sil’on a un groupe de Lie compact connexe K, muni d’un tore
maximal 7" et si on a une représentation complexe p : K — GL(V'), alors p se restreint en une
représentation de T, qui est alors compleétement réductible et se décompose en représentations
de dimension 1. Les éléments de 7' = Hom gz, (7, C*) qui apparaissent dans p;r sont appelés
les poids de p. De plus, les poids non nuls de la représentation adjointe sont appelés les
racines de G relativement a T'. Leur ensemble est noté ® : c¢’est un systéme de racines réduit
(coir [12], Theorem 18.2).
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Revenons a notre discussion. Pour x,, on peut poser
xa()\) = In + )\E@j, ol o= (O7%E

avec E;; la matrice élémentaire, d’entrées 1 en position (4, j) et 0 ailleurs. On remarque que
la relation de conjugaison désirée est vérifiée et que la différentielle dx, : C — g est donnée
par A= AE;; € g, Ol go = {X € g; VH € t, [H, X] = da(H)X} désigne le sous-espace
de poids de a. Soit o = «; ;41 € II une racine simple et soit T, = kera < T'. Soient aussi
M, = Cq(T,) et P, := (B, M,). Le sous-groupe P, est dit parabolique standard (i.e. il
contient B). On a P, = MU, = M, x U, ou U, := (zg(A), A€ C, p € &7\ {a}).

Exemple 2.3.10. Sin =4 et a = ay 3, alors on a

5] x % % %

T, — to ’ P, — * % %
to * ok ok

t3 %

* 1 % *x x

Ma = * s Ua = Lo
1

* 1

Lemme 2.3.11. ( [12]|, Lemma 27.1)
Avec les notations ci-dessus, si s est une réflexion simple, alors BUC(s) est un sous-groupe

de GL,(C).

Démonstration. On écrit s = s, = 54,,,,. On a C(s,) C P, et B C P,. Il suffit de montrer
que P, C C(s,) U B; on aura alors égalité et I'union considérée sera un sous-groupe, car
égale a P,. Comme U, C B, ces deux doubles classes sont invariantes par multiplication &
droite par U,, donc il suffit de montrer que M, C C(s,) U B. En passant au quotient dans
P,/U, ~ M, ~ GLy(C) x (C*)""2 on est ramené au cas n = 2. Dans ce cas, on a une seule
racine simple o = a2 et on a

s {(; )0 ) ) -{(: ) eemoror)

et donc C(s,) U B = GLy(C). O

On a une action de W sur @ (induite par Uaction naturelle sur 7)) et si w = @ € N/T,

alors on a
w(a) € Pt = 1w, (A\)" € Ty(a)(C). (2)

Lemme 2.3.12. ( [12]|, Lemma 27.2)
Avec les notations ci-dessus, si a € 11 est une racine simple, s :== s, € S et w € W tel que
w(a) € ®F, alors on a



Démonstration. Montrons que wBs C BwsB. Ceci suffit car en multipliant a droite et a
gauche par B, on obtient C(w)C(s) C BwsB = C(ws) et 'autre inclusion est claire. Soient
W, $ € N tels que 1w = w et § = s dans W et soit b € B. On peut écrire b = tx,(\)u pour
teT, NeCetueclU,. Alors, il vient

wbs = (it ) (ze( N )ws (5 us).

Or, wtw™ € T C B car w € N(T), puis wza(A\)w™" € 2y (C) C B avec et enfin,
s 'us € U, C B car M, C Ng(U,) et $ € M,. Donc wbs € BwsB, comme voulu. O

Théoréme 2.3.13. ( [12], Theorem 27.1)

Si T est le groupe des matrices diagonales dans GL,(C), N := N(T) son normalisateur, B le
sous-groupe de Borel formé des matrices triangulaires supérieures inversibles et S [’ensemdble
des réflexions simples associées, alors (B, N,S) est un systéme de Tits pour GL,(C). En
particulier, on a la décomposition de Bruhat de GL,(C) :

GL,(C)= | J BuB= | ] BoB.

weW ceG,

Démonstration. Le normalisateur N (7T') est formé des matrices de permutations généralisées,
donc le fait que N et B engendrent G résulte du pivot de Gauk. Il reste donc & prouver que
(T'S3) est satisfait. Soit s = s, € S pour a € II et soit w € W. Si w(«) € T, par le Lemme

wBs C BwsB C BwsB U BwB.

Si w(a) € &~ alors ws, () = w(—a) = —w(a) € T et toujours par le Lemme [2.3.12} on a
wsBs C Bws’B = BwB. (3)

Ensuite, par le Lemme 2.3.11), BUBsB est un groupe contenant un représentant de s € N/T,
donc BU BsB = sB U sBsB et donc Bs C sBU sBsB et par , il vient alors

wBs C wsBUwsBsB C BwsB U BwB.

2.3.2 Second exemple : G = K avec K un groupe de Lie compact
connexe

Tout d’abord, rappelons 'important résultat suivant concernant les groupes de Lie sim-
plement connexes :

Théoréme 2.3.14. ( [12|, Theorem 14.2)

St G, H sont deuzx groupes de Lie réels, d’algebres de Lie respectives g et b et si G est
sitmplement connexe, alors tout morphisme d’algébres de Lie g — b est la différentielle d’un
morphisme de groupes de Lie G — H.
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Soient K un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal, G := K la complexifi-
cation de K, de tore T. Posons £ := Lie(K), t := Lie(T), g := Lie(G) = £*. On considére la
sous-algebre de Cartan b := t© de g et le systéme de racines associé ®, dont 'ensemble des ra-
cines simples est noté IT (on confond ce systéme avec celui de K et T'). On a la décomposition
en sous-espaces de poids (voir |12], chapitre 18) :

0="beEP g

acd

Remarque 2.3.15. On peut a présent compléter la remarque sur la semi-simplicité faite au
début de cette section. Plus précisément, en identifiant les systémes de racines sur t* et b*,
on a que K est semi-simple si et seulement si h* = Vect(®P), c’est-a-dire si et seulement si
est un systéme de racines au sens de Bourbaki. En effet, par définition, dire que K est semi-
simple c’est dire que € est semi-simple, ce qui revient a dire que g = E® C est semi-simple. On
sait déja (cf [10], Theoreme 3.12 et Remark 3.14) que si g est semi-simple, alors h* = Vect(P).
Réciproquement, comme g est réductive, on a g = 3(g) @ [g, g] et [g, g] est semi-simple ( [70],
Corollary 20.5.5). Il suffit donc de montrer que 3(g) = 0 dés que ® engendre h*. Si = € 3(g),
alors  normalise toute sous-algébre de Lie de g. En particulier, z € ng(h) = h. Soit o € P et
soit z4 € go \ {0}. Comme x € b est central, on a 0 = [z, 2,] = a(x)x, donc a(x) = 0 et ceci
vaut pour tout a € . Comme h* = Vect(P), on a A\(x) = 0 pour tout A € h* et donc z = 0.

Soient encore les sous-algeébres de Lie de g définies par n:= @ 4+ 8o €t b:=b @ n. On
admet le résultat suivant :

Théoréme 2.3.16. ( [12], Theorem 26.2)

1. Soient U = exp(n) < G et B := TCU. Alors U et B sont des sous-groupes fermés
connexes de G, d’algébres de Lie respectives n et b.

2. On peut choisir un plongement G — G L, (C) de telle sorte que K consiste en matrices
unitaires, TC en matrices diagonales et B en matrices triangulaires supérieures.

3. Si v est une sous-algébre de Lie complexe (resp. réelle) de n, alors V := exp(v) est un
sous-groupe de Lie complexe (resp. réel) connexe et 1-connexe de U, et v est son algébre
de Lie.

4. Si v, w sont des sous-algébres de Lie (complezes) de n telles que n = v & 1o, alors
V :=exp(v) et W := exp(w) sont des sous-groupes complezes de U tels que VW =1
et U=VW.

Définition 2.3.17. Le sous-groupe B du résultat précédent est appelé sous-groupe de Borel
standard. De plus, un sous-groupe conjugué a B est dit de Borel et un sous-groupe contenant
B (resp. un conjugué de B) est un sous-groupe parabolique standard (resp. un sous-groupe
parabolique).

Soient a := it et considérons le sous-groupe fermé connexe A := exp(a) de 7. Notons
quon aa+n+€=gpuisque h =a+t C a+tet g, C n+t. En fait, cette somme est directe.
Si on plonge K et G dans GL,(C) comme dans le théoréme ci-dessus, alors T est formé de
matrices diagonales et A consiste en les matrices de T" dont les valeurs propres sont réelles
positives. Dans ce contexte, on a le théoréme suivant, qui découle du cas G = GL,,(C) ( [12],
Proposition 26.1) et du plongement G — GL,(C) :
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Théoréme 2.3.18. (Décomposition d'Twasawa, 12|, Theorem 26.3)
Awvec les notations précédentes, on a un difféomorphisme

AxUxK — G
(a,u, k)  +— auk

Démonstration. Supposons acquis le cas ou G’ = GL,(C), K’ = U(n). Notons A’ le sous-
groupe de T formé des matrices a valeurs propres réelles positives, U’ le sous-groupe de G’
formé des matrices triangulaires supérieures unipotentes. Par le théoréme [2.3.16] on peut
plonger G dans G’ pour un n convenable de telle sorte que K soit envoyé dans K’ et alors A
est envoyé dans A’ et U dans U’. On a un carré commutatif dans lequel les fléches horizontales
sont les inclusions

AxXxUx K——= A" xU" x K’

mult.l lmult.

G© G’

Par le cas de GG/, la composée
AXUxK—AxU xK — G

est un difffomorphisme sur son image, donc la multiplication A x U x K — G est aussi un
diffeomorphisme sur son image. Il reste a montrer qu’elle est surjective. Comme A, U et K
sont fermés respectivement dans A’, U’ et K', I'image de la composée ci-dessus est fermée
dans G’, donc aussi celle de A x U x K — . Ensuite, on a

d(mult.)y : a+n+t — g
(x,y,2) — x+y+z

et cette application est surjective puisque a+n—+¢€ = g; donc la multiplication AxU x K — G
est une submersion, donc est ouverte. Son image est donc ouverte et fermée dans G qui est
connexe, donc est égale & G et donc A x U x K — G est un difféomorphisme.

Il reste a considérer le cas de G = GL,(C), avec K = U(n). Posons By := AU. Le
sous-groupe U est distingué dans B et By donc les écritures By = AU = UA et B =TU
traduisent des produits semi-directs. Dans ce cas, montrons d’abord que la multiplication
U x A x K — G est un diffeomorphisme. Soit g € G et soient vy, ..., v, les lignes de g. Par
orthogonalisation de Gram-Schmidt, on trouve des constantes 6; ; € C, pour i < j, telles que
les vecteurs

U; = vi+20i,jvj, n Z ) Z 1

j>i
(i.e. up = Uy, Up—1:=Vp_1 + 0p_1,0p,...) soient orthogonaux. Définissons
L O1p - O1p
1 0y
u_l :: ] '7n
1
de telle sorte que ug,...,u, soient les lignes de u=tg. Soit a := diag(|ui,...,|u.]) € A.
Alors k == a 'u~'g a des lignes orthonormales et donc ¢ = uak = byk est unitaire, ot

bp = ua € UA =: By. Ceci montre que la multiplication U x A x K — G est surjective.

47



De plus, puisqu'on a ByN K =1 et ANU = 1, celle-ci est aussi injective. Par ailleurs, on
voit aisément que les matrices a, u et k dépendent continiiment de g, donc U x A x K — G
est un homéomorphisme lisse, donc est un difféomorphisme puisque c’est une immersion et
une submersion, grace au fait que n® a® €t = g = gl,(C). Enfin, puisque AU = UA,
pour tout (a,u) € A x U on peut trouver un unique u’ € U tel que au = v'a et 'application
AxUx K — U x Ax K définie par (a,u, k) — (v, a, k) est un difféomorphisme. Maintenant,
la multiplication A x U x K — G étant la composée A X U x K - U x Ax K — G, cest
un difféomorphisme également, ce qui termine la preuve. O

Remarque 2.3.19. On peut aussi utiliser I’orthogonalisation de Gram-Schmidt pour prouver
le méme résultat dans le cas ot G = GL,(R), K = O(n), A le sous-groupe des matrices dia-
gonales a valeurs propres positives et U le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures
unipotentes.

De ceci, on tire un premiére conséquence sur la variété de drapeaux :

Corollaire 2.3.20. ( [12], Theorem 26.4)

Si K est un groupe de Lie compact connexe, T un tore mazimal, G le complezifié¢ de K et
B un sous-groupe de Borel associé, alors K/T est difféomorphe a la variété de drapeaux
G/B. En particulier, K/T peut étre muni d’une structure compleze telle que les translations
g : 2T — gxT soient holomorphes.

Démonstration. Par la décomposition d’Iwasawa,ona G = AUK = BK et comme KNB =T
(ceci est clair pour K = U(n) et le cas général découle alors du point 2. du théoréme [2.3.16)),
on a

G/B~BK/B~K/(BNK)=K/T
et ce difféeomorphisme est K-équivariant. De plus, comme B est un sous-groupe analytique du

groupe de Lie complexe G, le quotient G/B a une structure de variété analytique et action
de GG, donc de K, consiste en applications holomorphes. O

Soient maintenant B le sous-groupe de Borel standard du théoréme , N := Ng(T°),
S T'ensemble des réflexions simples de W et montrons que le triplet (B, N,S) associ¢ a
G = KC est un systéme de Tits pour G.

Rappelons que 'on a

W = N/T® ~ Ni(T) /T ~ W (®),

ou W (®) désigne le groupe de Weyl abstrait associé au systéme de racines ®. Utilisons la
théorie des sly-triplets pour définir des sous-groupes M,, U, et P, comme dans le cas de
GL,(C) : pour @ € O fixons 0 # e, € go. Ona g =tRC =€t + it et soitc:g — g
la conjugaison X + Y — X — Y. Par la proposition 18.4 de [12], on a c¢(g.) = g-a et
[ea, c(eq)] € it \ {0}, ainsi que

h si a+6=0
[ga,gg]C{gaw si a+p€d

Posons ici f, := c¢(eq) € g_o €t hy := [€q, fo] € b. Alors, le tripleton {e,, fo, ho} engendre
une sous-algebre sl, de g isomorphe & sly(C) et on a un isomorphisme

dig @ 5ly = sl,
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tel que

(0 1 . (0 0 (1 0
di,, (0 0)—ea, dig, <1 O)-fa, di,, <O _1)—ha.

On a donc les relations

[eaafa] = hou [homea] = 26&7 [houfa] = _2fa

Posons ¢, := ¢ N sl,. Remarquons que, pour h € t, on a [h, e,] = da(h)e,, donc si h € t, :=
ker(da), alors [h, e,] = [h, fo] = 0 et donc, pour tout x € £,, on a [h, x] = 0; autrement dit, ¢,
centralise £,. On a donc aussi un isomorphisme di,, : suy — £, et comme SU(2) est simplement
connexe, le théoréme [2.3.14] affirme que di, : sus — & est la différentielle d’un morphisme
que l'on note encore i, : SU(2) — K et puisque £, centralise t,, la connexité de SU(2)
entraine que i,(SU(2)) C Ck(T,)°, ou T, = kera < T. Par complexification, on obtient
ia : SLy(C) = SU(2)¢ — Ck(T,)¢ C Co(TS) d’ott un morphisme i, : SLy(C) — Ca(TS)°.

Soit donc a € II une racine simple et s0it i, : SLa(C) — Co(TS)° le morphisme construit
ci-dessus. Considérons le sous-groupe parabolique standard

P, := (i, (SLy(C)), B) .

Considérons aussi
M, = (ia(SLs(C)), T,

U, = @ 93-

BeDRT, B#a

Comme « € II, u, est une sous-algébre de Lie de n et par le théoréme [2.3.16] 3), il existe un
sous-groupe de Lie complexe U, de U, d’algébre de Lie u,.

ainsi que

Proposition 2.3.21. ( [12|, Proposition 27.2)
Awec les notations ci-dessus, M, normalise U, et on a un produit semi-direct P, = M,U,.

Démonstration. Clairement, B normalise U, (car B et U, sont connexes et b normalise u,,). Il
reste & montrer que i,(SLsy) C Ng(U,). Siy € T\ {a} et 6 = +a, alors 7+ # 0 et siy+0 €
P, alors v +0 € @ et v+ # a. Ainsi, on a [giq, g,] C u, et Valgébre de Lie de i,(SL2(C))
étant engendré par g, et g_,, il s’ensuit que 'algébre de Lie de i,(SL2(C)) normalise celle
de U, et comme ces groupes sont connexes, on obtient que i,(SL2(C)) normalise U, et donc
M, C Ng(U,), on peut donc définir M, U, = M, x U, et on a alors P, = M,U,. O

Lemme 2.3.22. ( [12]|, Lemma 27.3)
Toujours avec les mémes notations, si s € S est une réflexion simple, alors C(s) U B est un
sous-groupe de G.

Démonstration. Si s = s, pour a € II, montrons que C(s,) U B = P,.
Tout d’abord, M, contient un représentant de s, € N/TC. En effet, reprenons i, :
SU(2) — Ck(T,)° et di, : suy — € et soit

: . (0 -1
w()é‘_,l/a<1 O)GK.
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Alors, w, € Ng(T) et son image w, € W induit s, pour l'action sur X*(7'). Ici, on note
X*T) = T le groupe des caractéres continus T — C* qui, par la proposition 15.6 de [12], est
isomorphe au groupe X*(T) des caractéres holomorphes T® — C* de TC. Par la proposition
18.4 de |12], on a —ih, ¢ t,, donc t est engendrée par t, et di,(suz) Nt. Comme Lie(7,) = t,,
T est engendré par T, et T'Ni,(SU(2)). Par construction, w, normalise

T Nia(SU(2)) = ia { (g y(_)l) Y€ Sl}

et comme i,(SU(2)) C Ck(T,)° on a w, € Nk(T,) et donc w, € Ng(T). Par ailleurs,
W agit par conjugaison sur X*(7') et si on munit V := R ®z; X*(T') de I’action canonique
de W qui est fini, on peut choisir un produit scalaire W-invariant sur V et on retrouve

alors le systéme de racines (V, ®) associé¢ a T (voir [12], Theorem 18.2). Remarquons que si
lin. —lin.

T ~ (R/Z)", alors X*(T) ~ Z" et V ~ R™ ~ ¢ et en complexifiant, on voit que le systéme
® est isomorphe a celui de h* associé a la sous-algébre de Cartan h de g. Ici, tout élément
de W agit donc de facon orthogonale et comme w,, centralise T, il agit trivialement sur t,,
donc fixe ponctuellement un hyperplan de V. Comme w, () = —a, w, agit de la méme fagon
que la réflexion s, ; donc le représentant w, € i,(SLs) C M, de s, convient et I’assertion
est prouvée.

De ceci, on tire que B UC(s,) C P,. Réciproquement, B et C(s,) sont invariants par
multiplication a droite par U,, donc par la Proposition 2.3.21] comme P, = M,U,, il reste
a montrer que M, C B UC(s,). De plus, B et C(s,) étant invariants par multiplication a
droite par T, il est suffisant de montrer que i,(SLy) C BUC(s,). On a

. 10 0 1
dig ((C (0 _1) @ C (O 0)) CChya®Ce, Chd g, Cb,
donc, B étant connexe, on a
. fa b
Ta (O d) € B.
Ensuite, si ¢ # 0, alors

(G0 D6 -elt J)esme

et donc ;
- (a EE C(x %
o (c d) € lg (0 *) S Wy - g (0 *) C BsoB =C(s4),
d’ou
. (a b c B si ¢c=0
fele d C(sa) si c#0
et donc i, (SLy) C BUC(s,), comme annoncé. O

Lemme 2.3.23. Si o € 11 est une racine simple, s := s, € S la réflexion simple associée et
w €W est tel que w(a) € T, alors on a

C(w)C(s) = C(ws).
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Démonstration. Choisissons des représentants w, s € N respectifs de w et s. Par la preuve
du Lemme [2.3.22] on peut supposer que s € M,. Comme pour le Lemme [2.3.12] il suffit de
montrer que

wBs C BwsB.
Construisons les x5 comme pour GL,(C). Si 5 € &1\ {a}, soit

g+ C = g3 —u,
/\l—>/\6g

et considérons x5 : C — U, tel que dxg = x5. Alors, U, est engendré par les x5(\), pour A € C
et B € &1\ {a}. De plus, comme w(a) € O, en considérant le plongement G — GI,,(C)
donné par le point 2) du théoréme [2.3.16] on a la relation analogue a (2)) :

wxa()\)w_l S $w(a)((C) C B.
Enfin, si b € B, on peut écrire b = tx,(\)u avec t € T et u € U,. On a alors
wbs = (tr ) (e M) H)ws (5 us)

et wtv™! € TC C B, wr,(A\)w™t € B et §'us € U, C B car M, normalise U, et § € M,.
Ainsi, wbs € BwsB, d’ou le résultat. O

Lemme 2.3.24. Avec les mémes notations, le triplet (B, N,S) satisfait l'axiome (TS3) des
sysemes de Tits.

Démonstration. On peut reproduire la preuve du Théoréme [2.3.13| en utilisant les Lemmes

2.3.22 et 2.3.23l au lieu des Lemmes [2.3. 11l et 2.3.12] O

De plus, en considérant le plongement G < GL,(C), comme GL,(C) vérifie (TS5), G le
vérifie aussi et on a T = BN N < N, d’ot (TS1). Ensuite, (TS2) et (TS3) ont déja été vus
et si s € S, alors s(®T) # & et donc s € G ne normalise pas b, donc ne normalise pas non
plus B et ceci montre (TS4). En résumé, on a obtenu le

Théoréme 2.3.25. ( [12|, Theorem 27.2)

Soient K un groupe de Lie compact connexe, T un tore mazimal de K et G := KC le
complexifié de K, de tore TC. Si B est le sous-groupe de Borel standard de G, N := Ng(T®)
et S l'ensemble des réflerions simples du groupe de Weyl W = N/TC, alors le triplet (B, N, S)
est un systeme de Tits pour G.

En particulier, on a la décomposition de Bruhat :

G =BWB = |_| BuwB.
weWw

Remarque 2.3.26. On peut montrer (cf [5|, Chapter IV, §14.15) que si G est un groupe
algébrique (affine) connexe réductif, avec T un tore maximal dans G, B un sous-groupe de
Borel de G, N := Ng(T) et W = N/T le groupe de Weyl, alors (B, N, S) est un systéme de
Tits et on a donc une décomposition de Bruhat similaire a celle du Théoréme [2.3.25|

En fait, si K est un groupe de Lie compact connexe, alors le complexifiéc K posséde une
unique structure de groupe réductif connexe (voir [60], V, §5) et la décomposition de Bruhat
donnée par découle alors de celle du groupe algébrique réductif K.
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2.3.3 Cas de la variété de drapeaux G/B

Reprenons les notations précédentes : K groupe de Lie compact connexe, de tore maximal
T, G := K® son complexifié, etc. La décomposition de Bruhat

G = |_| BwB

weWw

induit une décomposition de la variété de drapeaux

G/p= |_| (BwB) /p

weW

et posons
Ve .= (BwB) /p, Yw e W.

Nous allons analyser la structure topologique des orbites Y,,, appelées cellules de Schubert.
Fixons w € W. On a le sous-groupe unipotent U, d’algébre de Lie nilpotente n = @, 4+ ga
et de méme, a la sous-algébre nilpotente n_ := @ 4- 00 = P co+ §—a correspond un
sous-groupe fermé connexe U_ de G. Définissons

Ul = UnwUw™, e UY:=UnwU_w

Alors on a
u¥ := Lie(UY) = nN Lie(wUw™") = @ O,
a€dTNwdt
ainsi que
u” = Lie(U") = nN Lie(wU_w™") = @ Ja-
acdtNuwd—

Ensuite, on a un homéomorphisme

vy — Y¢
u — uwB

En effet, il suffit de montrer que c¢’est une bijection, car Y,, := Y_u‘j C G/B ~ K/T est compact
et u — uwB est continue. on a clairement BwB/B = UwB/B et si u,u’ € U sont tels que
uwB = vwB, alors u'W'wB = wB et donc u v’ € UNwUw™ = UY. 1l reste donc a
montrer que toute classe dans U/UY posséde un unique représentant dans U" ; ce qui résulte
du point 4) du théoréme puisque n = u® @ u¥. Considérons maintenant

exp:u? — UY.
On a un plongement G — GL,(C) et si X € u®, Y :=exp(X) € U, alors

2 n
Y:[n—I—X+X—+---+X—,
2! n!

cette série est finie car X est nilpotent. Pour le voir, on note le plongement G — GL,(C)
(on identifie la matrice X € b avec son image) et par le théoréme de Lie ( [12], Theorem
26.1), on peut choisir une base de C™ telle que tous les X € b, soient triangulaires supérieurs.
Il nous faut donc montrer que si X € n, alors les entrées diagonales de X sont nulles et il
suffit de le faire pour X € g,, pour a € ®*. Par définition d’une racine, le caractére o de T'
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n’est pas trivial, donc da # 0. Choisissons donc H € t tel que da(H) # 0 et le commutateur
[H,X] = da(H)X est un multiple non nul de X et, en tant que multiple non nul d’un
commutateur de matrices triangulaires supérieures, la matrice X est triangulaire supérieure
a diagonale nulle, donc est nilpotente.

De plus, Y —1I,, est une somme finie de matrices triangulaires supérieures nilpotentes, donc
est elle-méme nilpotente et alors la série finie suivante est bien définie pour toute matrice
triangulaire supérieure unipotente Y :

Y —1,) — %(Y — L)+ %(Y — L) 4+ %(Y — I,)" =: log(Y)

et on a X =log(Y) dés que Y = exp(X). Ainsi, la série

log(Y) := Z(—l)”‘l—(y I

n=1

n

définit une application continue
log : UY — u¥
qui constitue une réciproque a exp : u¥ — UY. Ainsi, les espaces topologiques U" et u"
sont homéomorphes, via ’exponentielle et le logarithme. Remarquons que le méme argument
fonctionne en remplagant U" par un sous-groupe connexe fermé de U et montre en particulier
qu’un tel sous-groupe est simplement connexe (puisque homéomorphe a un espace euclidien).
On obtient donc une suite d’homéomorphismes

Yo ¥ (BuwB) /g ~ U¥ ~u® ~ Clmv"

et, puisque
dimu” = Z dimg, = [T Nwd ™| = I(w)
a€PTNwd—
et finalement, Y,2 est homéomorphe 4 C/™)| donc est une cellule (réelle) de dimension 21(w),
ce qui justifie la terminologie de cellule de Schubert.

Remarque 2.3.27. Un premier intérét de la variété de drapeaux concernant la théorie des
représentations est le théoréme de Borel-Weil ( |12|, Theorem 27.5), qui permet de réaliser
une représentation irréductible d’un groupe de Lie compact connexe (ou de son complexifié)
comme une action sur I'espace des sections globales d’un fibré en droites holomorphe sur la
variété de drapeaux. Cependant, nous n’irons pas plus loin dans cette direction.

De la discussion précédente, on tire alors le

Théoréme 2.3.28. Soient K un groupe de Lie compact connexe, T un tore mazrimal dans
K, G := K€ le complezifi¢ de K, N := Ng(T®), B le sous-groupe de Borel standard de G
associé a TC et W := N/T® ~ Ng(T)/T le groupe de Weyl. La décomposition de Bruhat de
G :

G= || BwB

weW
induit une décomposition de la variété de drapeaur G/B (également appelée décomposition
de Bruhat) :
K/T~G/B=||Yy, —ou Yg:=BwB/B.

weW
De plus, celle-ci constitue une décomposition cellulaire de G/B en |W| cellules (homéo-
morphes & C'™)), de dimension réelle paire 21(w), appelées cellules de Schubert.
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On en tire enfin le corollaire suivant, qui est utilisé dans la preuve du Théoréme [2.4.9|:

Corollaire 2.3.29. Si K est un groupe de Lie (réel) compact conneze et si T en est un tore

mazimal, alors on a
Vk >0, H*"YK/T,Q) =0

et
X(K/T) = dim H*(K/T,Q) = [W].

Démonstration. La premiére égalité résulte du calcul de la cohomologie cellulaire de K /T ~
G/B, qui est bien nulle en degrés impairs puisque les cellules Y2 sont de dimension paire
2/(w). On a donc aussi

X(K/T) = x(G/B) =Y dim H*(G/B,Q) = dim H*(G/B,Q) = dim H*(K/T, Q)
n>0
et ceci vaut |[W|, le nombre de cellules de Schubert de G/B. O

On peut méme donner une borne explicite optimale pour la cohomologie de K/T, en
utilisant I’élément de plus grande longueur du groupe de Weyl :

Corollaire 2.3.30. Soient K un groupe de Lie compact connexe et T un tore maximal.
Posons { := dim K — rg K = codimg(7T). Alors on a

HYK/T,Q) =Q et HYK/T,Q) =0, Vk > (.

Démonstration. Soient G := K€, N := Ng(T°) le normalisateur de T, B le Borel standard
de G, ® le systéme de racines associé et W := N/TC ~ Ny (T)/T ~ W(®) le groupe de
Weyl. On a la décomposition de Bruhat de G/B en cellules de Schubert :

G/B= |J BuB/B= ] Yy.

weWw weW

Soit wg € W I'élément de plus grande longueur de W. La cellule de Schubert Y, ~ CHwo) egt
de dimension réelle maximale 2I(wy) ; et ¢’est la seule cellule de cette dimension. Donc on a

H*")(K/T,Q) = H*"(G/B,Q) = H*")(Y,,,Q) = Q

et
H*(K/T,Q) = H*(G/B,Q) =0, Vk > 2l(wy).

Il reste donc & montrer que 21(wgy) = £ © dim K —rg K. Rappelons que le rang rg K de K est
par définition la dimension de 7', qui est indépendante du tore maximal choisi. Puisque wy
est caractérisé par wo(®*) = &7, on a l(wg) = |PT|, donc 2l(wy) = |P|. Soient g := Lie(G) =
Lie(K)® =: €€ et b := Lie(T®) = Lie(T)® =: t*. On a la décomposition

g:b@@ga

acd

o4



et, pour tout o € ®, on a dime g, = 1 ( [12], Proposition 18.6). Il vient alors
dimc g = dime b + Y dimc g = dime b + ||
acd

et donc
2l(wp) = |®| = dime g — dimg b.

Or, on a
) ) . 1 .. 1 .. C 1 .. )
dim K := dimp K = dimp ¢ = 3 dimg (¢ ®g C) = édlmR(E ) = édlng = dimc g
et de méme rg K := dimg T' = dim¢ b, d’ou
2l(wp) = || =dimg —dimbh =dim K —rg K = (.

]

Dans le cas particulier ou K = U(n), on peut interpréter la variété G/B en termes de
drapeauz (fait qui donne son nom & G/B) et ceci nous permet de donner une borne sur le
degré maximal de cohomologie non nulle de G/ B, sans utiliser la décomposition de Bruhat.
Nous utiliserons plutot les grassmanniennes.

Soient donc K := U(n), G = K® = GL,(C), T ~ (S')" le sous-groupe de K formé des
matrices diagonales, de complexifié TC ~ (C*)" le groupe des matrices diagonales de G et
N = Ng(T®) le groupe des matrices monoémiales. On a alors W = N/TC ~ &,,. Soit encore
B le sous-groupe de Borel standard de G, constitué des matrices triangulaires supérieures
inversibles. On va décrire la variété G/B en termes de drapeaux.

Commencons par quelques rappels sur les variétés de Grassmann. De facon ensembliste, la
grassmannienne compleze Gr(k,m) est 'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension
k de C™. On peut munir ceci d’une structure de variété complexe de dimension k(n — k)
(donc aussi une variété réelle lisse de dimension 2k(n — k)). De plus, Gr(k,n) peut se voir
comme une sous-variété analytique d’un espace projectif comme suit. Si W € Gr(k,m), on
choisit une base (wy, ..., wy) de W, on considére I’élément w; A - - - Awy, de /\k C™ et on pose
(W) :=[wi A+ Awg] € P(A"C™). On voit alors que ¢(W) ne dépend pas de la base choisie

et ceci définit une injection
k
t:Gr(k,m) —P </\(Cm> .

De plus, on a dim \/* C™ = (") et P(\"C™) ~ P(C(?)) ~ (CIP’(ZL)_l, donc

t: Gr(k,m) — cp()-! (4)

Ce plongement est appelé plongement de Pliicker.
Ensuite, soit I’ensemble des drapeaux de C"

Fo i ={(Vo,...,V,); V; <C", V; CViyq, dimV; =i}

Considérons la base canonique (e, ..., e,) de C" et soit

Fo:= (0, (e1), {e1,€9),...,{(e1,...,e,) =C") € Z,
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le drapeau de référence. On a une action naturelle G O .%,, et posons
v G — %,
g = gFo

Comme l'action de G est transitive, 'application ¢ est surjective et g € G vérifie gFy = Fy
si et seulement si g € B. On obtient donc une bijection

¢:G/B> 7,

Ceci permet de donner & .%,, une structure de variété analytique, induite par celle de G/B.
Cette variété %, s’appelle la variété de drapeaur de C". C’est ce phénoméne qui donne son
nom a la variété GG/B dans le cas général. De plus, on a un plongement canonique

Fn — Gr(l,n) x Gr(2,n) x -+ x Gr(n,n), (5)

qui fait de la variété de drapeaux une sous-variété complexe d’un produit de grassmanniennes
(donc aussi d’un espace projectif, via les plongement de Pliicker et de Segre).

Par ailleurs, G/B ~ K/T est aussi une variété réelle lisse compacte, ce qui permet d’uti-
liser la théorie de de Rham pour calculer la cohomologie de K/T. Pour une variété lisse
compacte M, on pose provisoirement

cd (M) := max{k >0 ; H*(M,R) # 0} = max{k ; H*(M,Q) # 0}.

Comme M est localement contractile et compacte, la cohomologie H*(M,R) est celle du
faisceau constant R (au sens foncteur dérivé des sections globales) et de plus, le théoréme de
de Rham assure que

Vk €N, H*(M,R) = H*(M,R) ~ Hk, (M).

Donc, si k > dim M, alors H*(M,R) = HE. (M) = 0 et donc cd M < dim M. Ici, on veut
une majoration de c¢d (K/T). On a

cd (K/T) < dimg K/T = 2dim¢ K/T = 2dim¢ G/B = 2dim¢ %,
et en utilisant le plongement (), on a
dim¢ #, < dim¢ < H Gr(k,n)) = Z dim¢ Gr(k,n) = Z k(n —k)
1<k<n 1<k<n 1<k<n

n*(n+1) nn+1)2n+1) nn+1)(n—1)

2 6 6 ’

et donc
n+1

(n* —n).

On obtient finalement
n+1

Vk > (n* —n), H*(K/T,Q) =0,

ce qui est une estimation moins précise que celle donnée par le Corollaire [2.3.30l En effet, on
a dim K = n?, rg K = n et [2.3.30| donne alors

H”™K/T,Q)=Q et HK/T,Q)=0, Vk>n?>—n.
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2.3.4 Deécomposition cellulaire des variétés de Schubert

Reprenons les notations usuelles : K désigne un groupe de Lie compact connexe (réel), T

un tore maximal, G = K© le complexifié de K, ® le systéme de racines, B le Borel standard,
W le groupe de Weyl, etc.
Rappelons que, sur W, on a I’ordre de Bruhat défini comme suit : si on a u,w € W, avec une
écriture réduite de w en produit de réflexions simples w = s;, - - - 55, , alors on dit que u < w
s'il existe une sous-suite (ji,..., 1) C (i1,...,1) telle que u = s;, - - - s;, (dans ce cas, on doit
avoir [(u) < I(w)). La proposition 25.4 de [12] assure que ceci est bien défini et munit W d’un
ordre partiel. En notant Y. := BwB/B ~ C!™) la cellule de Schubert de w, et Y, := Y
son adhérence (au sens de Zariski), appelée variété de Schubert, on peut se demander quelles
cellules contient la variété de Schubert Y,,. La réponse est donnée par 'ordre de Bruhat :

Yo =)V

u<w

Nous nous proposons ici de prouver cette formule. Elle nous sera grandement utile dans
I’étude des classes de Schubert, dans la partie suivante.
Reprenons les notations des systémes de Tits, introduite en début de section. On a

Lemme 2.3.31. ( [12]|, Proposition 27.1)
Siwe W sécrit w=sy---8, avec l(w) =r (i.e. on a une décomposition réduite), alors on
a la relation

C(w) =C(s1)---C(sg).

En particulier, si on a un w' = sy ---s.,, alors ww' = sy ---s,.8)--- s, et si l(ww') =7r+71/,

alors C(ww') = C(s1) ---C(s,)C(s}) - --C(s.,), d’ou

Vw,w € W, l(ww') = l(w) +(v') = Clww) =C(w)C(w').

Démonstration. Posons s, = s,, pour a € II une racine simple et w’' := s;---s,_1. Alors
l(w) = l(w') + 1 et d’aprés la Proposition 20.2 de [12], ceci entraine w'(a) € ®*. On peut
donc appliquer le Lemme pour obtenir C(w) = C(w’)C(s,) et une récurrence sur r
permet alors de conclure. O

Soient ensuite 7 := |II| le nombre de racines simples et {s; = s,,, 1 < i < r} I'ensemble
des réflexions simples. En prenant $; € Ng(TC) un représentant de s; € W = Ng(T°)/T€,
on considére le sous-groupe parabolique minimal

Alors, on a

Lemme 2.3.32. ( [12]|, Proposition 27.4)
On a
P, =C(1)UC(s;) = BUC(s;).

De plus, le quotient P;/B est difféomorphe a CP'. En fait, la variété algébrique P;/B est
1somorphe a la droite projective compleze.
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Démonstration. Par le Lemme C(1) UC(s;) est un sous-groupe de G, on a donc im-
médiatement P; = C(1) UC(s;). Ensuite, puisque SLy(C) est simplement connexe, l'injection
sly < g, correspondant au sly-triplet associé a la racine simple «; telle que s,, = s;, provient
d’un morphisme ¢; : SLy(C) — G (on a déja vu ceci dans la preuve de [2.3.20). L’image de ce
morphisme est contenue dans P;. Comme s; € ¢;(SLy) (preuve de[2.3.22)), on a P; = 1;,(SL»)B.

Ainsi, on a

P;/B ~ ti(5Ls) /Li(SLQ) nB ~9L(C) /g ~CP',

ol Bg = {(6\ /\,u1> , AeC* ue (C} est le Borel de SLs. Le dernier difféomorphisme est
a b —[a: (]
c d T

Pour un mot réduit to := (iy,..., 1) représentant w € W, on définit une action a droite
de B* sur P, x --- x P, par

donné par

]

(pla s 7pk’) : (b17 ceey bk) = (plbh b1_1p2b2a o 7b];711pkbk)

Le quotient Z,, := (P X -+ X Py) / B* est appelé la variété de Bott-Samelson de w. On a
aussi, pour to’ := (iy,...,7;_1), un morphisme

Zm _) Zm/
(p1s---,pk)BY = (p1,...,pr—1)BF!

Ceci définit un espace fibré, de fibre typique P, /B ~ CP!, par Ainsi, Z,, est obtenue
par fibrations successives de CP! et ¢’est en particulier une variété réelle compacte (on le savait
déja, puisque c¢’est une variété projective lisse). La variété de Bott-Samelson Z, présente le
désavantage d’étre moins canonique que celle de Schubert Y,,, puisqu’elle dépend du choix
d’un mot réduit o représentant ’élément w € W. Cependant, elle est plus facile a étudier,
car elle est lisse, contrairement a Y, qui présente des singularités. On a enfin un morphisme
canonique
T o - G/B
(1 spk)BY = pre--piB

Le résultat voulu est alors le suivant :

Théoréme 2.3.33. ( [12|, Theorem 27.4)
L’image de T est'Y,, et on a

Yo =)V (6)

u<w

Démonstration. Comme C(s;) est dense (pour la topologie usuelle) dans P;, le produit C(s;, ) X
-+ x C(s;,) est dense dans P;, x --- x P, . Son image dans G/B est C(s;,)--C(s;,), qui est
égal & C(w) d’aprés le Lemme [2.3.31] Donc, I'image de C(s;,) x --- x C(s;,) est Y0 et est
dense dans 7(Z,). D’autre part, 7(Z,) est fermée car Z, est compacte, et Y,, = Y2 est aussi
I'adhérence pour la topologie usuelle, donc 7(Zy) = Y2 = Y,

Maintenant, 7(Zy,) est I'union des C(s;,)---C(s;,)/B quand (ji,..., ;) parcourt 'ensemble
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des sous-mots de (iy,..., i) = to. Posons, pour un tel sous-mot, u := sj, - --s;,. Si c’est une
décomposition réduite, par |2.3.31, on a

(C<Sj1) o 'C(sz)) /B = C(u) /B

et donc chaque Y7, pour v < w, est dans Y, par définition de l'ordre de Bruhat. Si la
décomposition n’est pas réduite, ¢’est encore une union de C(v)/B pour v < u et ceci provient
de la remarque faite juste aprés la définition des systémes de Tits. O]

2.4 Cas des groupes de Lie et des groupes algébriques :
tores maximaux

Nous allons ici inspecter quelques résultats supplémentaires de cohomologie équivariante
dans le cas des groupes algébriques et surtout des groupes de Lie compact. Nous allons
notamment voir comment 'on peut relier la cohomologie équivariante de I'action de G avec
celle de l'action restreinte d’un tore maximal 7', via le groupe de Weyl W = N(T)/T.
Grossiérement parlant, les résultats que nous allons voir disent que H¢, peut se calculer a
partir de H7. et de W. Nous verrons aussi que l'on peut se restreindre aux groupes connexes,
en se ramenant au calcul de Hf,, avec G° la composante connexe de Iidentité. On peut
traduire ceci par de I'irréductibilité dans le cas des groupes algébriques, en prenant pour G°
la composante irréductible contenant 'identité.

Avant tout, rappelons quelques faits sur le groupe de Weyl. Dans la suite, un groupe de
Lie sera supposé réel et un groupe algébrique sera supposé complexe, affine. Sauf mention du
contraire, on notera simplement H* la cohomologie a coefficients rationnels.

Lemme 2.4.1. ( [28], Theorem 3.7.2 ou [10], IV, Theorem 1.5)
Si G est un groupe de Lie compact conneze et T un tore mazimal (i.e. un sous-groupe fermé
connexe compact abélien mazximal), alors le groupe de Weyl W := Ng(T)/T est fini.

Remarque 2.4.2. 1. Comme tous les tores maximaux sont conjugués (cf [28|, 3.7.1 et [10],
IV, 1.6), le groupe de Weyl ne dépend que de G.

2. Le résultat ci-dessus et l'unicité du groupe de Weyl demeurent vrais pour un groupe
algébrique (cf [70], 22.5.11), ot un tore est par définition un sous-groupe algébrique
connexe diagonalisable.

3. Le groupe de Weyl W agit sur le tore T par adjonction et si g (resp. h) désigne 1’algébre
de Lie de G (resp. de T'), alors b est une sous-algébre de Cartan de g est W agit sur b de
la méme facon que le groupe de Weyl du systéme de racines associé a b (en particulier,
W agit comme un groupe de réflexion). Pour ceci, voir [44], Theorem I1.3.

Lemme 2.4.3. ( [28], 1.9.1 et [70], 22.1.6)
Soit G un groupe de Lie compact (resp. un groupe algébrique) et soit G° la composante
conneze de G contenant e (resp. lunique composante irréductible contenant e, qui est aussi

la composante conneze de e ; puisqu’un groupe algébrique est connexe si et seulement sl est
irréductible, voir [70], 21.1.7). Alors G° QG et le quotient T := G /G° est fini.
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Démonstration. Dans les deux cas, on note p : G x G — G la multiplication et ¢+ : G — G
Iinverse. Alors pu(GYx G°) est connexe (resp. irréductible) et contient e, donc pu(G°xGY) C G°
et de méme pour ¢; donc G° est un sous-groupe de G. De plus, si g € G, alors ¢gG%g~ = 9G°
est un connexe (resp. un fermé irréductible) contenant e, donc YG° C G° et G° est bien un
sous-groupe distingué de G. Si G est un groupe de Lie compact, alors I' &~ 7y(G) est fini et si
G est un groupe algébrique, alors gG° est 'unique composante irréductible de G' contenant
g € G et dans tous les cas, on a bien |I'| < occ. ]

Avant de passer aux résultats de réduction, commencons par faire quelques remarques
sur les actions de groupes finis, le lien avec leur cohomologie (au sens de la cohomologie des
groupes, que 'on notera Hy = Ext},(Z,—)) et en particulier, la suite spectrale de Cartan-
Leray.

Lemme 2.4.4. ( 2|, Remark 2.3)
St G est un groupe fini et M un ZG-module, alors par la HLP, M définit un systéme local
de coefficients M sur le classifiant Bg et on a un isomorphisme d’algébres

H*(Bg, M) ~ Hg (G, M).

De plus, cet isomorphisme demeure en remplacant 7 par Q.

Démonstration. G agit librement sur Eg qui est contractile, donc le complexe singulier
S«(Eg) — Z est une résolution ZG-libre du G-module trivial Z. De plus, par des calculs
élémentaires, on voit que 'on a un isomorphisme C*(Bg, M) ~ Hom z¢(S.(Eqg), M), et donc

H*(Bg, M) ~ H*(Hom 7¢(S.(Eg), M)) ~ Ext%.(Z, M) & H%(G, M).

Proposition 2.4.5. (Suite spectrale de Cartan-Leray, |13, XVI, §8)
Soit G un groupe fini agissant librement sur un espace séparé X. Alors, on a une suite
spectrale d’algébres de premier quadrant convergente

By = H3(G, H(X,Q)) = H""(X/G,Q).

Démonstration. On a la construction de Borel wg[X] = (X — X — Bg) et la suite spectrale
de Leray-Serre associée s’écrit

E’é”q = HP(BG7 Hq(X7 @)) = Hp+q(XG7@)‘

Comme l'action est libre, la Proposition donne H*(Xq,Q) = H*(X/G,Q). De plus,
l'action de G sur X induit une action de G sur la cohomologie H%(X, Q) qui fait de ce dernier
espace un QG-module et par le Lemme , on a H*(Bg, HY(X,Q)) ~ Hy(G, H1(X,Q)),
d’ou le résultat. ]

Corollaire 2.4.6. Si un groupe fini G agit librement sur un espace séparé X, alors on a un
1somorphisme d’algebres

H*(X/G.Q) ~ H*(X,Q)°.
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Démonstration. Par 73], Theorem 6.5.8, si M est un QG-module et si m = |G|, alors pour
tout p > 0,on amHP?(G, M) = 0 et comme Q est de caractéristique nulle, on a H?(G, M) =0
pour tout p > 0 et en particulier, la suite spectrale de Cartan-Leray s’effondre en deuxiéme
page et donne donc

HY(X,Q)¢ = HY(G, H'(X,Q)) = B ~ H(X/G, Q).
L]

Remarque 2.4.7. Par le théoréme 4.3.13 de [26], si X est séparé et si G est un groupe fini
agissant librement sur X, alors la projection X — X /G est un revétement fini de fibre G.

Proposition 2.4.8. ( [44], Reduction 1, p. 35)
Soient G un groupe de Lie compact et T = G/G°. Alors on a
H*(Bg, Q) ~ H*(Bgo, Q)"

Démonstration. Par [ est fini et si wg = (G — Eg¢ — Bg), alors Eq/G ~ Bg et on
peut prendre Eg/G® ~ Bgo et on a donc une action libre de T’ sur Bgo, de quotient Bg et

un revétement fini I' — Bgo — Bg et le résultat découle alors du Corollaire [2.4.6] O

Théoréme 2.4.9. ( [44], III, Lemma 1.1)
Soient G un groupe de Lie compact connexe, T un tore mazrimal et W = N(T')/T le groupe
de Weyl de G. Alors G/N(T') ~q pt, i.e. on a

H*(G/N(T),Q) ~ H'(G/T,Q)" ~ H"(pt, Q).

Démonstration. W agit librement sur G/T et est fini, donc par on a
H*(G/N(T),Q) ~ H*(G/T,Q)"
et W — G/T — G/N est un revétement fini et la suite spectrale de Serre associée donne

X(G/N(T)) = ﬁxwm,

oll x désigne la caractéristique d’Euler. Du corollaire [2.3.29] qui découle de la décomposition
de Bruhat de G/T, on tire

H*(G/T,Q) =0 et dimgH*(G/T,Q) =Y dimg H*(G/T,Q) = x(G/T) = [W]|

k>0
et donc
k41  rp2k+1 wo_ . * _ _ X(G/T) _
H(GIN(T).Q) = H*'(G/T,Q)" =0 et dimg H'(G/N. @) = x(G/N) = X2 = 1.
d’ou le résultat. O
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Proposition 2.4.10. ( [44], Reduction 2, p. 35)
Si G est un groupe de Lie compact, T un tore mazimal et W = N(T)/T le groupe de Weyl,
vu comme agissant par automorphismes sur T, alors

H*(Bg,Q) ~ H*(Bnr), Q) ~ H*(Br,Q)".

Démonstration. Par G/N est Q-acyclique et G/N — By 5 B¢ est un espace
fibré pour lequel la suite spectrale de Serre s’effondre en deuxiéme page et donc 7* est un
isomorphisme

7™ : H*(Bg,Q) = H*(Bn 1), Q).

Maintenant, on a Ey(r)/T = Br et on a
H*(Bg,Q) & H*(B(r), Q) = H*(Br, Q"' = H*(Br, Q)"

]

Proposition 2.4.11. Si G est un groupe de Lie compact, G° la composante connexe de
Iidentité, T = G/G° et X un G-espace, alors on a

H}(X) ~ Hio (X',

Démonstration. G agissant librement sur X4, on a une action libre de I' sur X 4o, de quotient
X¢ et on obtient un revétement I' — X0 — X et par 2.4.6] on obtient le résultat. O

Remarque 2.4.12. Tout ceci reste vrai si G est un groupe algébrique réductif (i.e. R,(G) =1
ou R,(G) = (U(Q)) et le radical unipotent de G, avec U(G) P'ensemble des sous-groupes
algébriques unipotents de G). On peut montrer (cf [70], 27.2.1 et 27.2.2) que G est réductif
si et seulement si g est réductive et si tout élément de 3(g) est semi-simple.

Exemple 2.4.13. ( [{4)], III, Ezamples 1, 2)

1. Prenons le groupe de Lie réel compact G = U(n). L’algébre de Lie de G est g = u(n)
et on a un tore maximal

62i7r91 (0)
T = - , 0, €R p ~ (SH™

Ensuite, on a
W = N(T)/T = W(@u(n)) ~ Gn

et W agit sur 1" en permutant les 6;. On a vu en que
H*(BT7 @) = H*<B(S1)"7 Q) = H*((C]P)OO)”7Q) = @[Ila s 7xn]7

ou les z; sont de degré 2. Donc, W agit sur H*(Br, Q) en permutant les x; et on a

H*(BGaQ) = H*(BTvQ)Gn = Q[Ob e ao—n]>

ol les o; sont les polynémes symétriques élémentaires en les x;.
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2. Prenons G = SO(2n + 1) et Palgébre de Lie g = s0(2n + 1) est simple de type B,.
Alors X ~ &,, X (Z/27Z)" et on a un tore maximal

( <cos€1 —sin91> (0)

sinf; cosft;

T = . 0 Ry~ (SH™

(0) cosf, —sind,
sinf,, cos6,

0 1

\ Vs

Ici, W agit en permutant les 6; et en changeant les signes, donc

H*(BSO(2n+1)7@) - @[Ih B 7xn]W = Q[ph B 7pn]7

oil les p; sont les polynomes symétriques élémentaires en les x2.

3. Soit G = SO(2n), d’algébre de Lie g = s0(2n), simple de type D,. Alors, en notant
(Z)22)y = {(c1,...,00) € (Zy)" ; > ;0 =0}, ona W ~ &, x (Z/2Z)j et un tore

maximal est donné par

(cos f#; —sin 01) (0) )

sinf; cosb,

T = , 0, €R p ~ (SH"
(0) (COS 0, —sin 9n>

sinf, cos0,

et donc
H*(BSO(2n)7 Q) = Q[Ph <oy Pn—1, 6],
avec e = x1 -+ -, (on a alors e? = Pn)-

4. Choisissons enfin G = SU(2), de tore maximal

T_{(O X)’ AES

Calculons Ng(T). Par calculs directs, on a

<_al—) 2) < NSU(Q)(SI) < a=0o0ub= 0,

Nsu(2)(S') = <(_Oﬁ ’5) , HE Sl>.

On obtient le groupe de Weyl :

et alors

W = NSU(Q)(SI)/SI ~ 62 = {1,0’}

et action de W sur T est donnée par
(A0 _ (X0
77\o x) " \o A)
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Considérons I’algébre de cohomologie H*(Br) = H*(Bgi) = Q[z] avec |x| = 2. W = &,
agit sur H*(Br) en multipliant z par —1 : 0 - & = —z. Ainsi, si on pose ¢ := 2% on a

Q[7]®? ~ Q][] et |c| = 4. Par la Proposition [2.4.10, on a alors
H*(Bsu(), Q) = H(Bs1)" = Q[z]™* = Qld], |¢| = 4.
Plus généralement, on peut montrer que

H*(BSU(H)7Q) = Q[C27 s 7cn]7 |Cz| = 2.

Des considérations précédentes, on peut tirer les résultats importants suivants, dont cer-
tains seront précisés en fin de partie (voir section 2.6).

Proposition 2.4.14. La cohomologie (rationnelle) de lespace classifiant d’un groupe de Lie
compact est nulle en degrés impairs.

Démonstration. Par puisqu’on a H*(Bg, Q) = H*(Bgo, Q)T (o I' = G/G° est fini), il
suffit de montrer le résultat pour un groupe connexe. Ensuite, d’aprés [2.4.10] pour un groupe
connexe G, on a H*(Bg) = H*(Br)" et il suffit donc de regarder le cas ou G est un tore
compact. Or dans ce cas, on a G ~ (S')" et alors,

H*(Bg, Q) = H*((CP*)", Q) = Qt, - - -, 1],

avec les t; de degré pair et ceci permet de conclure. O

Corollaire 2.4.15. Si G est un groupe de Lie compact connezxe, de tore maximal T, alors
on a un isomorphisme de H*(Bg)-modules

H*(Br) ~ H*(Bg) ®q H*(G/T).

Démonstration. On a une fibration de Serre G/T — Br — Bg et la suite spectrale associée
EY? = H?(Bg, H(G/T,Q)) = H""(Br,Q).

Par compacité, on peut appliquer la formule de Kiinneth et obtenir ESY = H?(Bg) ®q
H9(G/T). Or, par la preuve de [2.4.9 et 2.4.14] on a

Vk, H2k+1<BG) — H2k+1(G/T) — 0’

donc la suite dégénére et on obtient alors

Vn >0, (H*(Bg) @ H'(G/T))" = € H"(Be) @ HY(G/T) = P EL*
pt+qg=n p+qg=n
=P =P (FPH”<BT) /FPHH"(BT)) = H"(Br),
pHq=n p+g=n
d’ou le résultat. O
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Remarque 2.4.16. Si G est un groupe de Lie compact connexe et H < G un sous-groupe
fermé, alors G agit par translation sur G/H et on a

(G/H)G = G/H Xa EG = (G XaG Eg)/H: Eg/HZ BH,

donc
He(G/H, Q) ~ Hy(pt, Q).
Or, en général on a

Hi(pt) # He(pt) @ H*(G/H),

donc l'action G O G/H n’est pas équivariamment formelle. Cependant, le Corollaire [2.4.15
ci-dessus affirme que c’est le cas quand H = T est un tore maximal de G.

Proposition 2.4.17. ( [44], III, Proposition 1)
Soient G un groupe de Lie compact connexe, T un tore mazimal, W = N(T)/T le groupe de
Weyl et X un G-espace. Alors, on a

1.
HE(X) o Hyyy (X) = Hyp(X)".

Hp(X) =~ HG(X) @y, o) Hr(p?)
= Hg(X) @u+Bg) H'(Br).

Démonstration. 1. On a G/N ~g pt, donc la suite de Serre de l'espace fibré G/N —
XN(T) — Xa donne
H*(Xe, Q) = H*(Xnr), Q)

et W — Xp — Xy(r) étant un revétement, on obtient
H*(Xnr), Q) ~ H* (X7, Q).
2. Par on a un isomorphisme de H*(Bg)-modules
H*(Br) = H*(Bg) &g H*(G/T)

donc H*(Br) est un H*(Bg)-module libre. Ceci permet d’affirmer que la suite spectrale
d’Eilenberg-Moore

B} = Tor ,, ") (H*(Br), Hy(X)) = H}™(X)
s’effondre en deuxiéme page :

Vp #0, EY® = Tor, ") (H*(Br), H;(X)) = 0
et on a

Hi(X) = Ey" = Tor o, ¢ (H*(Br), H5(X)) = H*(Br) ®u-(84) Hs(X).
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Regardons maintenant quelques applications a la notion d’équivariant formalité. En ins-
pectant la preuve du Théoréme on constate que la seule information sur H*(Bg)
utilisée est qu’elle s’annule en degré impair. On peut donc recopier mot pour mot cette
preuve pour généraliser ce résultat au cas des groupes compact connexes :

Théoréme 2.4.18. Soient G un groupe de Lie compact connexe et X un G-espace. On
suppose que la cohomologie de X est de dimension finie en tout degré et que X est connexe par

N . . L ™ . .
arcs. On considére également 'espace fibré X — Xqg — Bg. Alors, les assertions suivantes
sont équivalentes :

i) La suite spectrale de Borel :
Ey* = H?(Bg, H'(X)) = HE™(X)
dégénére en deuxéme page.
ii) X est équivariamment formel, i.e. on a un isomorphisme de H*(Bg)-modules :
H{(X) ~ H(Bg) ® H*(X).
iii) HE(X) est un H*(Bg)-module libre.
i) * est un épimorphisme.

De plus, sous une de ces hypothéses, le morphisme ™ est un monomorphisme.

On en vient au résultat assez surprenant suivant, donnant une condition suffisante d’équi-
variante formalité pour les actions de groupes de Lie compacts connexes.

Corollaire 2.4.19. Soit G un groupe de Lie compact connexe agissant sur un espace X. Si
X ne posséde pas de cohomologie en degré impair, alors il est équivariamment formel.

Démonstration. Dans la suite spectrale de Borel (Leray-Serre)
Ey® = H"(Bg, H'(X,Q)) = Hg(X),

on a EP? =0 dés que p ou ¢ est impair, donc cette suite dégénére et par le théoréme [2.4.18
on obtient le résultat. O]

Remarque 2.4.20. On retrouve le fait que I'action par rotation de S! sur S? est équivariamment
formelle, puisque H*(S?,Q) = Q si k = 0,2 et 0 sinon.

Soit maintenant G un groupe compact connexe (de sorte que B est simplement connexe).
Si G O X et H<G un sous-groupe fermé de G, alors on a un diagramme de fibrations de
Serre
X——X

L

G/H Xy Xe

L

G/H By Be

et par le cas générale de la suite d’Eilenberg-Moore [D.3| on obtient le
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Théoréme 2.4.21. Dans ce contexte un a une suite spectrale

ES = Tor "B (H*(By), Hy (X)) = HY(X).

Exemple 2.4.22. 1. Si H =1, cette suite se réécrit
B3 = Tor 1, P)(Q, H(X)) = H'(X),

ce qui donne une premiére information sur la fagon de retrouver la cohomologie usuelle
a partir de la cohomologie équivariante.

2. Si G agit sur X et sur Y, alors G x G agit sur X x Y et la diagonale A : G — G x G
muni ainsi X X Y d’une action de G et, sous cette G-action, on adonne

BP9 = TOT;{;(BGXBG)(H*(BG>7H*(XG X Yg)) = Hg+q(X xY),

ce qui peut s’interpréter comme une formule de Kiinneth en cohomologie équivariante.
Nous allons en donner ci-aprés une version plus simple dans le cas ou 'un des deux
espaces au-moins est équivariamment formel.

Un des intéréts de I'équivariante formalité est qu’on peut retrouver la cohomologie usuelle
d’un espace équivariamment formel & partir de sa cohomologie équivariante (voir |37], équa-
tion (1.2.4)). Plus précisément, on a

Corollaire 2.4.23. Soit G un groupe de Lie compact connexe agissant sur une variété lisse
compacte connexe M. Supposons que laction soit équivariamment formelle. Alors, si S¢
désigne I’idéal d’augmentation de l’algébre HY (pt, Q) (i.e. l'idéal engendré par les éléments
homogénes de degré > 0), alors on a un isomorphisme d’algébres graduées

H*(M) ~ HE(M) /SéHé(M>-

Démonstration. Par le Théoréme 2.4.18] le H (pt)-module H} (M) est libre, donc la suite
spectrale d’Eilenberg-Moore de I'exemple [2.4.22] s’effondre en deuxiéme page et on obtient
un isomorphisme d’algébres graduées

* * Hg * *
H*(M) = E3" = Tor, ¢ ™(Q, Hy(M)) = Q @y oy Ha(M).
Considérons ensuite le morphisme d’algébres

He(M) — Q®mg ) Ho(M)
o — 1®a

Celui-ci se factorise par Sg HS (M) puisque, si u € S, et o € HE (M), la trivialité de 'action
de l'algébre de cohomologie sur H*(pt, Q) = Q donne

1®(ua) =u®@a=0®a=0.

De plus, "application u ® v +— [uv] définit un morphisme d’algébres Q ®ux o) HG(M) —
Hg(M) /SérHé(M)a qui constitue clairement un inverse au morphisme ci-dessus, d’ou le
résultat. O
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L’équivariant formalité permet aussi de donner une version équivariante de la formule de
Kiinneth :

Proposition 2.4.24. (Théoréme de Kiinneth, [64], Proposition 4.25)

Soient X, Y deux G-espaces, avec G un groupe de Lie compact connexe. Supposons que Y
soit équivariamment formel, connexe par arcs et que sa cohomologie H*(Y') soit de dimension
finie sur Q. Alors, on a un isomorphisme d’algébres graduées

HE(X xY) =~ Hi(X) ®pe o) Hi(Y).

Démonstration. Par le théoréme [2.4.18] dire que Y est équivariamment formel entraine que la
restriction ¢ : H5(Y) — H*(Y') est une surjection et aussi que H:(Y) ~ H*(Y) ®q HE(pt).
Ensuite, 'inclusion Y &y X Fg se factorise par (X X Y) xg Eg, donc un a une surjection
H}(X xY) — H*(Y). On peut donc appliquer le théoréme de Leray-Hirsch a Pespace
fibré

Y;}(XXY) Xa Eq — X X¢g Eg

pour obtenir des isomorphismes d’algébres
He(XXY) = Ho(X)@oH"(Y) = Ho(X) @m0 (Ho(pt) Qo H™(Y)) = He(X)@mg, (o) He (V)

]

2.5 Théorémes de localisation et conséquences

Nous allons terminer cette initiation a la cohomologie équivariante en nous penchant sur
un résultat classique trés puissant : le théoréme de localisation. Celui-ci permet de relier la
cohomologie équivariante d’un espace a celle de ses points fixes. Plus précisément, il permet
de coder l'information géométrique sur les points fixes dans de la torsion au niveau de la
cohomologie. Historiquement, une premiére version de ce résultat apparait dans [6]. Nous
allons le présenter, puis nous nous intéresserons a une version plus générale exposée dans
[44] et [21]. Comme conséquences de ceci, nous retrouverons le théoréme de point fixe de
Borel pour les actions de tores compacts, puis nous reviendrons rapidement sur I’équivariante
formalité. Pour cet exposé, nous aurons besoin de résultats techniques (provenant de [6]
et [63]) que nous ne prouverons pas.

Proposition 2.5.1. ( [44], III, §2, Proposition 2 ou [6], IV, §5, Lemma 5.2)
Soit X un S'-espace de dimension finie (ici, cela signifie que H*(U, Q) est de dimension finie
pour tout k et il existe n tel que H*(U) = 0 pour k > n) et soit F := F(S',X) = X%
I’ensemble des points fires sous action. Alors
1. On a un isomorphisme HH(X — F) = H*((X — F)/S") et ce H*(Bsi)-module est de
torsion,
2. Sir*: HH(X,Q) — Hi(F,Q) ~ H*(F) ® H*(Bs1) est induit par Uinclusion v : F —
X, alors kerr* et cokerr* sont de torsion.
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Démonstration. En utilisant la suite exacte longue en cohomologie équivariante de la paire
(X, F), 2. se déduit immédiatement de 1.. Ensuite, X — F' est ouvert dans X et le fait que
H*((X — F)/S') soit de dimension finie (au sens de I’énoncé) (et donc de H*(Bg:)-torsion)
résulte du lemme 5.2 de [6], IV. Il reste donc a prouver que HZ, (X — F) ~ H*((X — F)/S").
Si z € X — F, alors le stabilisateur S! est un sous-groupe fermé propre de S', donc est fini
(méme cyclique) et par il vient H*(Bs1,Q) = H*(Es1/SL,Q) = H*(Es1,Q)%: = Q.
Dong, si on note 7 : (X — F)g1 — (X — F)/S, alors

Ve e X — F, H (r (%)) = H* (Es1 xg (S'/S}))

= H*((Es: x S')/SL) = H*(Eg1 /SL) = H*(Bsy) = Q,

donc la suite spectrale de Leray de 'application continue 7 s’effondre en Fs et il vient
H*((X - F)/S') = B;" = H'(X = F)/S") = H(X — F).

]

Pour le résultat suivant (qui n’est pas encore tout-a-fait le plus général que nous pré-
senterons), nous aurons besoin de l'existence de slices, ou tranches, associées a l'action d’un
groupe de Lie compact.

Définition 2.5.2. ( /6], VIII, Definition 3.2)
Soit G un groupe topologique agissant sur un espace X et soit x € X. Une partie S C X est
appelée slice, ou tranche en x si :

1. S est G,-stable,
2. G(S) = |_|sES
3. G(S) ~ G xg, S.

Dans ce cas, G(S) est un voisinage ouvert G-invariant de x qui se rétracte équivariamment

sur G(z).

G(s) est un voisinage ouvert de l'orbite G(z) dans X,

Proposition 2.5.3. ( [6], VIIL, 3.9)

Si X est un G-espace complétement régulier, avec G un groupe de Lie compact, alors tout
x € X admet un slice.

En particulier, ceci est vrar si X est compact; puisque dans ce cas X est complétement
réqulier.

Avant de passer & la suite, énoncons deux résultats utiles dis a Quillen :

Lemme 2.5.4. ( [63], 1.9, p. 552)
Si A est un fermé G-invariant d’un G-espace X (avec G un groupe de Lie compact) et si X
est paracompact (ou bien si A est compact dans X séparé), alors on a

Hy(A) = ling H(U)
UDA

ot U parcourt un systéme fondamental de voisinages (ouverts ou fermé) invariant de A dans

X.
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Lemme 2.5.5. ( [63], Proposition A.11, p. 572)
Si G est un groupe de Lie compact agissant sur un espace paracompact X, alors la dimension
cohomologique (au sens des faisceauz) de X/G est au-plus égale a celle de X.

Remarque 2.5.6. Par le corollaire A.10 de [63], tout CW-complexe fini est de dimension
cohomologique finie, donc le résultat ci-dessus est vrai si X est un CW-complexe.

Soient maintenant un groupe de Lie compact G, R := H*(Bg) = H&(pt), S € R un
systéme multiplicatif (supposé inclus dans le centre de R) et X un G-espace. Considérons
X I'ensemble des points de  pour lesquels aucun élément de S n’est envoyé sur zéro par le
morphisme naturel R — H*(Bg,) = H, (pt). Autrement dit

X% :={zeX; Snker(R— H (pt)) = 0}.

Théoréme 2.5.7. ( [44], Theorem III.1)
Soit G un groupe de Lie compact agissant sur un espace compact X et soit S C R = H}(pt)
un systéme multiplicatif. Alors, on a un isomorphisme canonique de R-modules

—1,x

STUHE(X) 28 51 Hy (X5,

induit par Uinclusion équivariante v = X° — X.

Démonstration. ¢ On suppose d’abord que X = ) et montrons que S~ H(X) = 0. Il suffit
pour cela de montrer qu’il existe s € S tel que 7j(s) =0 € H5(X), oum : X¢ — Bg provient
de la construction de Borel wg[X]. Par la proposition précédente, pour tout x € X, il existe un
voisinage ouvert G-invariant U, de G(z) dans X, dont G(x) et un rétract équivariant. Comme
X est compact, on peut choisir un nombre fini Uy, , ..., U,, de tels voisinages recouvrant X.
Comme X =0, pour 1 <i<gq,onaux; ¢ X" ie.

V1<i<gq, 3s; €5 s; € ker(R — H"(Bg,,)) = ker(R — Hg(G(,))),
cette derniére égalité provenant du fait que
H*(Bg,,) = H'(Eq/Gs,) = H'(Ea % (G/Gy,))/G) = Hg(G/Gr,) = Ho(G(x:)).

On a donc s; € ker(R — HE(Uy,)), car U,, se rétracte équivariamment sur G(z;) et donc, si
s:=51--84 €S, alors 77(s) = 0 dans H5(X) = H5(U,, U---UUy,).

e Dans le cas général, par la suite exacte longue de la paire (X, X®), comme la localisation
est un foncteur exact, il suffit de montrer que

STUHA(X, X%) =0.

Pour cela, il suffit de montrer que si x € HZ(X, X9), il existe s € S tel que s-x = 0. On
rappelle que I'on peut prendre pour Bg un CW-complexe et posons XF := 7, (BE), avec
BE 1e k-squelette de Bg. Alors, si k > n, on a (cohomologie cellulaire) H"(Xg) = H"(XE)
et on peut alors supposer que

v € HMX, X5 ¥ H"(X¢, X§) = H™(XE, X5 n XE).
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L’application m; étant propre et BE compact, X% est compact. De plus, I’ensemble
V= {Vo N XE, V voisinage fermé invariant de X}

est un systéme fondamental de voisinages de X5 N X% dans X[ et par le lemme on
obtient

Hg(X, X%) = H'(X§, Xg N X§) = lim H"(X&, Ve N XG) = lim HE(X, V).
Vey Vey

Alinsi, il existe un voisinage V € V tel que
r € im (HM(X,V) — HA(X, X%)).
D’autre part, on peut choisir un sous-espace compact invariant Y C X —X* tel que X = VuYy

(prendre par exemple ¥ = X — V =X —V. Comme on a Y5 = (), par le premier point, il
existe s € S tel que 77 (s) = 0 dans HS(Y). Par la suite exacte longue de la paire (X,Y) :

- 5
= Hg (V) == HG(X,Y) — HG(X) —= HG(Y) —— -+
on obtient 75(s) € im (HE(X,Y) — HE(X)) et donc, comme on a un triangle commutatif

HE(X,Y) Hg(X)

~

H:(X,Y)

on a aussi 7t (s) € im (H5(X,Y) — HA(X)) et donc
s-xeim(HLHX,VUY) = Hy(X, X)),
le.s-x=0. [

Nous pouvons maintenant passer au résultat principal, tel que 1'on le trouve dans [44],
Theorem IT1.1" et dans [21], Theorem 2.2. Rappelons d’abord que deux orbites sont dites de
méme type si leurs stabilisateurs le sont, c’est-a-dire s’ils sont conjugués.

Théoréme 2.5.8. (Localisation de Borel-Atiyah-Segal-Hsiang)

Soient G un groupe de Lie compact agissant sur un espace paracompact X, de dimension
cohomologique finie, R := H}(pt) et S C Z(R) un systéme multiplicatif et s € S. Alors, le
localisé de la restriction est un isomorphisme de R-modules

STH:(X) —= ST H(X?) .
De plus, si X posséde un nombre fini de types d’orbites, alors on a un isomorphisme

STUHE(X) —== S~THE(XS) .
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Démonstration. e Tout d’abord, la premiére assertion entraine la seconde. Pour ceci, il suffit
de montrer que si X consiste en un nombre fini de types d’orbites, alors il existe s € S
tel que X° = X*. Soient donc G4y, ...,G,, des représentants des types de stabilisateurs de
points de X — X°. Si on note G; = G,,, alors 7; ¢ X° et on peut choisir s; € S tel que
s; € ker(R — H*(Bg,)) et posons s := s;-+-8, € S. Alors on a clairement X° C X* et
comme s € (), ker(R — H¢, (pt)), on a aussi X* C X* comme voulu.
e Supposons que, si X* = (), alors il existe N > 0 tel que 7}(sV!) = 0 dans H}(X). On
procéde comme pour le Théoréme précendent en montrant que
STHHE(X, X®) = 0.

Soit donc a € HZ(X, X*®) et montrons qu'il existe t € S tel que t - o = 0. Prenons BE le
k-squelette de Bg et posons X£ = 7y (BE), ot m : Xg — Bg. Si k> n, on a

a € HA(X, X®) = H"(XE, X5 N XE).

La encore, V := {V5zN X%, V voisinage fermé invariant de X*} est un systéme fondamentale
de voisinages de X2 N X dans X% et comme X est paracompact, par le lemme [2.5.4 on a

(X, X*) = lig HE(X, V)

et on peut donc choisir un voisinage fermé invariant V' de X* tel que
acim (HEH(X, V) — HAL(X, X?)).

Soit Y € X — X* un sous-espace paracompact invariant tel que V U Y = X. Comme on a
Y* = (), par hypothese, il existe N > 0 tel que 75 (sV 1) = 0 € H(Y) et, toujours par la suite
exacte longue de la paire (X, Y), on obtient 7} (s)V ! = 77 (V1) € im (H(X,Y) — HL(X))
et donc

()N e im (HE(X,Y) = HL(X)).

Ainsi, on a

m ()M € im (HL(X,V UY) = H5(X, X*))

d’ott s¥ - a =0 et donc t = sVt € S convient.
e Il reste donc a prouver que, si X° = (), alors

AN >0 ; 7i(sV ) = 0.

Par le lemme il existe N € N, tel que H*(X/G,F) = 0 pour tout k > N et tout
faisceau abélien F sur X/G. Notons my : Xg — X/G et H? le faisceau sur X/G associé au
préfaiscean U — H(m, ' (U)), de fibre

Hi = H(r; (7)) = H(Eg x¢ (G/G.)) = H(Eg/G,) = H'(Bg,)
en T € X/G. Alors, on a la suite spectrale de Leray de 7 :
By = HY(X/G, HT) = HG™(X)

et ici, on a EY¥? = 0 pour p > N. Par convergence, il existe une filtration multiplicative
FPH:(X) telle que FNTLHE(X) =0 et

Epr = FPHE(X) / PP (X).
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Comme X* =10, on a
b

s € ﬂ ker(R — H*(Bg,)) = s€ ﬂ ker(R — Hz)

reX TeX/G

/ 0 .
donc s est envoyé sur 0 dans Ey”™ = H°(X/G, H*) et donc aussi dans E%*. Comme on a une
suite exacte courte

0—F'—= F'—~E% —0,

il vient 73 (s) € FYHE(X) et, la filtraton étant multiplicative, on en tire
(") = mi ()M e FYPUHE(X) =0 = 7 (sV) =0,

et ceci achéve la démounstration. O

Nous allons enfin tirer quelques conséquences de ce Théoréme, en étudiant les points fixes
des actions de tores compacts sur des espaces raisonnables, et plus précisément le théoréme
de point fixe de Borel.

Fixons T' = T* := (S')* un tore compact. On a son algébre de cohomologie équivariante
(rationnelle)

R=H"(Br,Q) = H'((CP*)",Q) = X) H*(CP>,Q) = Q) Qlt:] = Qlt1,..., t],

1<i<k 1<i<k

avec les t; de degré 2. Soit aussi X un T-espace que l'on supposera au choix compact, ou
bien paracompact, de dimension cohomologique et avec un nombre fini de types d’orbites.
Nous allons voir que X° est I’ensemble des points fixes de X sous action de T, pour le
systéme multiplicatif S = R\ {0}. Pour un groupe topologique abélien G, on note G :=
Hom g0y (G, C*) le groupe des caractéres multiplicatifs de G (son dual topologique). On
rappelle que R

S! = End @gap(Sl) ~ 7

et on a donc un isomorphisme canonique

T (S ~ZF ~Z[t] & - & Z[ty] = H2(Br, Z),

et il en est de méme pour tout sous-groupe fermé K < T'. Ensuite, pour un tel sous-groupe,
on a un morphisme 7" — K induit par Uinclusion, qui est injectif si et seulement si K = T.
Ainsi, pour K un sous-groupe fermé de 7', on a

ker(H*(Br,7Z) — H*(Bg,Z)) =0 < K=T

et, en tensorisant par Q, on obtient la méme affirmation pour les coefficients rationnels, et,
vue que tous les générateurs de R = H*(Br) sont homogénes de degré 2, il vient

ker(R — Hy(pt)) =0 & K=T.
Ainsi, si x € X, on a
re€X" & T,=T & ker(R— Hj; (pt)) =0 & Snker(R— Hi (pt)) =0 & z€ X°

et on a donc X7 = X°, comme annoncé.
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Théoréme 2.5.9. (Borel, [44], IV, Proposition 1)

Soient T = T* un tore compact et X un T-espace paracompact, de dimension cohomologique
finie et admettant un nombre fini de types d’orbites (resp. un T-espace compact). En notant
S = R\ {0}, avec R l'algébre de cohomologie équivariante rationnelle de T, alors on a un
1somorphisme de R-modules

STUHH(X) — STTH(XT)

ce dernier module étant isomorphe canoniquement & H*(XT)®oS 'R < H*(XT)®@gFrac(R).

Démonstration. 11 suffit de combiner le fait que X7 = X* avec le Théoréme (resp. avec
257 O

Corollaire 2.5.10. (Point fixe de Borel, [44], IV, Corollary 1, p. 45)

Soient T = T* un tore compact et X un T-espace paracompact, de dimension cohomologique
finie et admettant un nombre fini de types d’orbites (resp. un T-espace compact). Alors, X
posséde au-moins un point fize si et seulement si le morphisme H.(pt) — H7(X) est injectif.

Démonstration. Si zo € X7T est un point fixe, alors on a une section By — {z¢}r — Xr de
I'espace fibré X; — Br et donc H*(Br) — H*(X7) admet une rétraction, donc est injectif.
Réciproquement, si H*(By) — H*(X7) est un monomorphisme, alors 1 € H}.(X) est sans
torsion sur Hi(pt) et donc STHA(X) # 0 et par ceci entraine que SH;(XT) ~
STLH%(X) # 0 ce qui implique évidemment que X7 # . O

Remarque 2.5.11. 1. En notant Ry := Frac(R) = S™'R, le Théoréme peut se refor-
muler par
Hi(X) @) Ro = Hi(X") @110 Ro,
ce dernier module étant isomorphe & H*(X7T) ®q Ro.

2. On peut également en déduire (cf [44], IV, Corollary 2, p. 46) que
dimg H*(XT) < dimg H*(X),

avec égalité équivalente & la dégénérescence de la suite spectrale de Serre de X7 — Br.

3. On peut généraliser ces deux derniers résultats au cas ou G est un groupe compact
connexe abélien de dimension (de recouvrement) finie, avec X un G-espace compact.
Pour ceci, on pourra consulter [61], 3.9 a 3.12.

Donnons une derniére application du théoréme de localisation, on a le résultat surprenant
suivant, concernant les actions équivariamment formelles :

Théoréme 2.5.12. (Borel-Hsiang, |64, Theorem 4.17 et [8], §2, Theorem 6)
Soit M une variété lisse compacte connexe sur laquelle agit un tore compact T'. Supposons
Paction équivariamment formelle et notons vy : M7 < M Uinclusion. Alors, la restriction

Uyt Hy(M) — Hp(MT)
est injective.
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Démonstration. Posons R := H}(pt) = H*(Br) et S := R\ {0}. Alors, par le Théoréme
2.5.9| la restriction localisée

ST, STYHE(M) — STUHR(MT)

est un isomorphisme. Comme M est équivariamment formelle par [2.2.16, on a un isomor-
phisme
Hp(M) ~ H*(M) ®q H*(Bg) = H*(M) &g R

et le R-module H}.(M) est libre. Ceci entraine que ¢}, est injective. O

2.6 Appendice : Cohomologie d’un groupe de Lie compact
connexe et de son espace classifiant

Nous allons donner ici quelques idées permettant de calculer la cohomologie (rationnelle)
d’un groupe de Lie compact connexe et d’en déduire la cohomologie de son classifiant. Le
calcul de H*(Bg) a partir de H*(G) s’effectue en suivant une idée die a Borel (voir [6]) qui
consiste en une analyse minutieuse de la suite spectrale de Serre d’un G-fibré principal wg.
En ce qui concerne la détermination de H*(G), I'idée est simple (et jolie!) : puisque G est
un groupe, la multiplication G x G — G et l'inversion G — G donnent des morphismes
d’algébres graduées commutatives H*(G) — H*(G) ® H*(G) et H*(G) — H*(G), qui en
font une algebre de Hopf particuliére. Il ne reste plus qu’a inspecter quelles peuvent étre les
structures de telles algébres de Hopf, puis éliminer les cas trivialement exclus, pour déterminer
la structure de H*(G). Pour cette section, nous suivront les preuves données dans [30] et [31].
Commencons par rappeler ce qu’est une algébre de Hopf :

Définition 2.6.1. Soit k un anneau commutatif.

e Une k-bialgébre est un quintuplet (A, V,n, A ¢e) consistant en un k-module A, muni
d’applications k-linéaires V : AQA — A, A A— ARA, n: k — Aete:iA — ktelles
que (A, V,n) soit une k-algébre, (A, A, ¢) soit une k-coalébre et que les diagrammes
suivants commutent (on a noté 7: x @y — Yy Q x)

ARAY- A2 A A A® A v A
a0 lesr .
®4 ®4
A 1dRTRid A k®k®k
n
nen € n
A® A A A A

e Une k-algebre de Hopf est un sixtuplet (A, V,n, A e,0) ou (A,V,n,A €) est un bial-
gébre sur k et ot 0 € Endg(A), appelée antipode, rend commutatif le diagramme
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suivant

AA—21 A9 A
/ X
£ n
X /

ARA——A®A

1dRo

A A

Exemple 2.6.2. Si g est une algébre de Lie et si U(g) désigne son algébre enveloppante,
alors en posant

VX eg, AX) =X®1+10X, ¢X):=0, 0(X) =-X

on définit sur U(g) une structure d’algébre de Hopf.
De méme, si G est un groupe quelconque et kG son algébre de groupe (disons sur un anneau
commutatif k), alors en posant

Vge G, Alg) :=g®g, e(g):=1, o(g):==g",

on définit sur kG une structure d’algebre de Hopf.

Dans la suite de cette section, nous ne considérerons qu'un type particulier d’algébre de
Hopf, dans lesquelles la comultiplication A a une forme particuliére. Aussi travaillerons-nous
avec la définition plus restreinte suivante :

Définition 2.6.3. ( /31, Definition 3.1)

Ici, ce que nous appellerons algébre de Hopf sur un corps k sera une k-algébre graduée
commutative A = P, ., A", munie d'un morphisme d’algébres graduées commutatives A :
A — A @ A telles que

1. A=k
2. Pour a € A", il existe k > 0 et ay,...,a}, ap,...af € Aavec |of], |af| < n pour tout
v et

k
A(a):a®1+1®a+2ag®ag’.

=0

De plus, si a € A" vérifie A(a) = a® 1+ 1 ® «, on dira que « est primitif.

Exemple 2.6.4. Si G est un groupe de Lie compact connexe, alors H*(G, Q) est une algébre
graduée commutative et la multiplication p : G — G — G induit, via le théoréme de Kiinneth

A HYG) " HY(G x Q) — H*(G) ® H*(G)

qui fait de H*(G) une algébre de Hopf.

76



Exemple 2.6.5. 1. Prenons A := k[a| avec o de degré pair. Alors il existe une unique
structure d’algébre de Hopf sur A prolongeant celle d’algébre. En effet, si A est une
comultiplication sur A, alors pour des raisons de degré, on a A(a) =a®1+1®aq, i.e.
a est primitif. On a alors

A(an>=(@®1+l®a)":i(Z)ak@)an—k

k=0

ainsi, A est déterminée par sa valeur en «, la seule possible étant celle rendant o primitif
et A ainsi définie convient. Remarquons que 'antipode est donnée par o — —a.

2. Prenons maintenant A := A, (3) l'algebre extérieure sur un générateur 8 de degré
impair. La aussi, on doit avoir A(f) =R 1+1® [ et

AP =Be1+128)°=Be1)+ o)1) +(1ep8)(Bel)+(1x4s)

=) +B@B+R8+(10p) =03 -0 =0=A(5)

car || est impair et A est commutative graduée. Ainsi, A donnée par A(f) = 1+
1 ® B est bien définie et on a bien une algébre de Hopf.

3. Si A et B sont deux algébres de Hopf, alors A @y B est également une algébre de Hopf,
si on la munit de la comultiplication

AA@B = A.A®AB-

En particulier, Q[ay, . . ., ay], (|a;| pair), /\@(51, .oy Bm), (|Bi] impair) et Q[a, . .., an|®g
Ag(B1, -, Bm) sont des algébres de Hopf.

Théoréme 2.6.6. ( [31], Theorem 3.5)

Soit A =@P,~q A" une Q-algébre de Hopf telle que A™ soit de dimension finie pour tout n.
Alors, A est isomorphe au produit tensoriel d’une algébre de polynomes sur des générateurs
de degré pair et d’une algebre extérieure sur des générateurs de degré impair.

Démonstration. Comme chaque composante homogéne est A’ est de dimension finie sur Q, on
peut choisir des éléments x1, ..., y, ... qui engendrent A en tant qu’algébre, avec |z;| < |z
si j < i. Soit A, la sous-algébre de A engendrée par zi,...,z,. On peut supposer que
x, ¢ A,_1. Alors, A, est une sous-algébre de Hopf de A car A(z;) € A, ® A,, pour tout
1 < i < n. Considérons la multiplication canonique

fiAn1®Qz,] = A,y st |z, est pair
[ A1 ® Ng(wn) = An, si |z,] est impair

Par définition de A,,, f est surjective. Il reste donc & montrer que f est injective et effectuer
une récurrence pour conclure.

Nous traitons seulement le cas ou x,, est de degré pair, 'autre cas étant analogue. Supposons
f non injective, de telle sorte qu’il existe une relation

k

Zaix; =0, a; € A,_1,

i=0
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et supposons que k soit le degré minimal de telles relations. Soit Z I'idéal de A, engendré
par les éléments de degré > 0 de A, et 22 et soit ¢ : A, — A, /T la projection canonique.
Notons que z,, ¢ Z. Considérons la composée

A2 A, 0 A, L A @ An T

Ona (id®q) o Alay) =a; @1 et (id® q) o A(x,) =1® q(x,) + z, @ 1. On calcule alors

0=(id®q)oA (Z omci) = Z((ZCZ ®q) o Aly))((id ® q) o A(xy,))

=0 =0

k k
:Zaz®1(1®Q(In)+xn®1 ZZ()@W@”J(%) K

= =0 7=0

0
k k
=) (! @1+ ' @ q(,)) = (Z 10y @ xiﬂ) ® q(zn),
i=0 i=1
'avant-derniére égalité provenant du fait que g(z) = 0 si ¢ > 1. Puisque ¢(z,,) # 0, on doit

alors avoir
k

ngml =0

i=1
et, puisque x, # 0 et ia; # 0 pour 7 # 0, ceci est une relation non triviale, de degré < k — 1
et ceci contredit la minimalité de k. Ainsi, f est injective. O]

Théoréme 2.6.7. ( [31], Theorem 3.6)
S G est un groupe de Lie compact conneze, alors sa cohomologie est une algébre extérieure
sur des générateurs de degré impair :

H*(G,Q) ~ /\(ml, Ceey ).

Q

Démonstration. Comme G est compact connexe, H*(G,Q) est une algébre de Hopf de di-
mension finie telle que HY(G,Q) = Q et le Théoréme nous dit que H*(G, Q) est une
algébre de la forme

H*(G,Q) =Qlz1,..., 2] ® N(a1, ...
avec |z;| = 2m; pair et |z;| impair. Supposons que H*(G, Q) admette au-moins un générateur
z; de degré pair 2m; > 0. Comme ’algébre de polynomes Q|z1, ..., z;] est intégre, on aurait

alors, pour tout n >0, 0 # 27 ® 1 € H*" (G, Q) et alors H*"™i (G, Q) # 0 et donc G serait
de dimension cohomologique (singuliére, rationnelle) infinie. Par extension des scalaires, la
méme propriété serait vraie sur R. Or, comme G est compact et localement contractile, le
corollaire assure que la cohomologie singuliére réelle H?(G,R) coincide (en tant que
groupe abélien) avec la cohomologie du faisceau constant H?(G,R) et, G étant une variété
C>, par le théoréme de de Rham, cette cohomologie est la méme (toujours au sens des
groupes) que la cohomologie de de Rham HJ,(G,R) de G. Le groupe G aurait donc des
groupes de cohomologie de de Rham non nuls en dimension arbitrairement grande et ceci est
une contradiction puisque, GG étant compact, il admet une représentation linéaire fidéle de
dimension finie (cf [44], Corollary 1.4.1). Ainsi, aucun générateur de degré pair n’apparait et
on a le résultat. O
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Remarque 2.6.8. On peut montrer (cf [31], Theorem 3.6) que 1'on peut choisir ¢ = rg(G)
dans le théoréme ci-dessus, i.e. on a autant de générateurs que le rang de G. On peut aussi
montrer (cf [30], Proposition 1.36), que si G est compact, on a un isomorphisme

HY(G,R) ~ 3(g)" = Homg(5(g), R),

ol g est I'agébre de Lie de G.

Enfin, avant de calculer la cohomologie du classifiant, rappelons un résultat important de
comparaison de suites spectrales :

Théoréme 2.6.9. (Zeeman-Moore, voir [30], Theorem B.15) Si (f,) : (E,,d.) — (E!. d.)

ryr

. . . ;0 0,
est un morphisme de suites spectrales de premier quadrant tels que EY? ~ EY @ E5,
/ /p,0 /0 0 0 . . . "
EP? ~ EP" @ By et 57 = 27 @ f51, alors deux des trois assertions suivantes entraine la
troisiéme :
0 . .
1. Pour tout p > 0, f° est un isomorphisme,
0, . .
2. Pour tout ¢ > 0, f5'? est un isomorphisme,

3. Pour tous p,q > 0, f29 est un isomorphisme.

On en vient au résultat principal, dont on ne fera que donner une idée de preuve :

Théoréme 2.6.10. ( [30], Theorem 1.81)
St G est un groupe de Lie compact connezxe, d’algebre de cohomologie

H*(G,Q) = /\(l’l, L1y, € HM NG, Q),
Q

alors, l'algebre de cohomologie de ['espace classifiant Bg est une algebre polynomiale

H*(BG7Q> = @[3117 v 7yT]> Yi < HQnZ(BGuQ)-

Démonstration. On considére le G-fibré principal universel wg = (G — Eg — Bg) et la suite
spectrale de Serre associée

qu = Hp(BGqu(G7Q)) - Herq(EGuQ)-

Alors, la page E, est réduite & Q en degré zéro car Eg est contractile. De plus, on a un
isomorphisme

q
EP ~ EP° @ EY' = HP(Bg) ® HY(G) = HP(Bg) ® </\(a:1, . ,x,)) .
On admet alors que les x; sont transgressifs, i.e. qu’ils vérifient
dji[fi = 0, VJ < 2nl —1let dQnil'i =Y 7é O,

avec d; les différentielles de la suite spectrale. Concernant ceci, on pourra consulter [58], VII,
Theorem 2.9 ou [6]. On définit maintenant une algébre de cochaines

Q[m77y_’l] ®Q /\(x_177'r_7)7
Q
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avec dT; = ¥; et |T;| = 2n; — 1, |yi| = 2n;. Les sous-algebres (Q[yi] ® /o (i, d) sont acycliques,

donc on a
. - . . - Q sin=0
Q

Ensuite, on filtre I'algébre des cochaines par les degrés des 7; et on obtient une suite spectrale
(EV) de deuxiéme page

By = Q... %)’ ®g (/\(x—l,...,x—») .

Q

L’application 7; — ;, J; — ; induit un morphisme de suites spectrales (E.7) — (EP9)
qui satisfait les conditions 1. et 3. du théoréme de Zeeman-Moore, donc il satisfait aussi la
condition 2., i.e.

H*(Bg) ~ Qlys; - - -, -
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Troisiéme partie
Cohomologie T-équivariante des variétés
de drapeaux

On va donner ici trois facons de décrire la cohomologie équivariante de la variété de dra-
peaux; chacune ayant ses avantages et inconvénients. Nous regarderons ensuite comment
I'on peut passer de 'une a l'autre de ces présentations, via des algorithmes de conversion,
utilisant notamment des opérateurs de différences divisées. Ces algorithmes permettront éga-
lement de calculer les constantes de structures liées a la multiplication de classes de Schubert
équivariantes. Enfin, nous appliquerons les algorithmes aux systémes de racines irréductibles
de rang 2.

Si K est un groupe de Lie compact connexe, de tore maximal 7', on a la variété de drapeaux
K/T (voir Section 2.3) et 'action par multiplication de T sur K/T. Le but ici est d’étudier
'algébre de cohomologie H.(K/T) (& coefficients entiers ou rationnels). En fait, on dispose
de plusieurs descriptions de H3(K/T), dues a Chevalley, puis Borel, puis Goresky-Kotwitz-
MacPherson, que 'on souhaite étudier et comparer. Pour ceci, notre support principal sera
'article de Kaji [51].

Nous allons voir réapparaitre les variétés de Schubert, qui jouerons un roéle crucial dans
notre discussion. On va en fait définir des classes de Schubert, indexées par le groupe de
Weyl W, qui nous donneront une base de la cohomologie. Dans un premier temps, on va se
concentrer sur la cohomologie usuelle H*(K/T,Z). Nous allons plus précisément voir qu’a
chaque variété de Schubert €, on peut associer une classe de Schubert X,, € H*")(G/T, Z)

et que
H"(K/T,Z) = P Z(X
weWw

(les notations seront expliquées plus bas). De plus, H*(K/T,7Z) étant un anneau, pour u,v €
W on peut trouver des entiers ¢/, € Z, appelés constantes de structure telles que

Xy Xo= ) ¥ X,

weW

La détermination de ces constantes est un probléme central du calcul de Schubert. On verra

qu’on a aussi une version équivariante de cela. Plus précisément, on a des classes de Schubert
équivariantes X, € H;l(w)(K/T, Q) telles que

Hy(K/T,Q) = @ H*(Br,Q) (X.)

weW

et on peut également poser le probléme de détermintation des constantes de structure v,/ €
H*(Br,Q) telles que
-3,

weWw

Nous verrons que 7, est un polynome, dont le terme constant est v,’,(0) = ¢/,
En premiére approximation, on serait tenté de considérer la classe de cohomologie de la
cellule BwB/B dans le complexe cellulaire de K /T, plutot que de considérer 'adhérence
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BwB/B. Cependant, ce choix n’est pas canonique (on a un signe qui apparait). Les choix
faits pour chaque cellule n’ont aucune raison d’étre cohérents entre eux, et les constantes de
structure sont alors mal définies. Nous devons donc trouver une maniére naturelle de définir
les classes de Schubert; et c’est la que le fait de prendre ’adhérence est important. Bien
qu’en apparence simple, ce probléme est délicat et fait 'objet de la premiére section de cette
partie.

3.1 Construction de la classe fondamentale d’une sous-
variété ; cas des variété projectives lisses

Avant de définir 'objet annoncé, on va commencer par quelques rappels de géométrie
différentielle, plus particuliérement en ce qui concerne les classes de Thom et 1'homologie
de Borel-Moore. Notre exposé sera largement inspiré de [34], Appendix B. Par convention,
toutes les homologies et cohomologies que nous considérons ici sont a coefficients entiers.
Pour un exposé complet sur ’homologie de Borel-Moore, on pourra consulter également [14],
section 2.6.

Définition 3.1.1. un fibré vectoriel £ = X de rang r sur un espace topologique X est dit
orienté si chaque fibre est orientée et 8'il existe un atlas trivialisant {¢y : 7= (U) — U x R"}

_10
tel que les isomorphismes induits par changement de cartes m(y) Py ogu 7~ 1(y) préservent
I'orientation pour tout y € U NV avec U NV # 0.

On a alors le résultat important suivant :

Théoréme 3.1.2. ( [24], VIII, §11, Corollary 11.20)

Sim: E — M est un fibré vectoriel orienté de rang v sur un espace topologique paracompact
X, de section nulle sy : X — E, alors il existe une classe T € H"(E, E \ {0}) (ou {0} :=
im sy C E), appelée classe de Thom, telle que, pour tout fermé A C X, en identifiant A avec
son image par Sg, on a des isomorphismes

H{(X,X\A) — HT(E,E\A)
o = T (a)UTg
Ensuite, si N" <Yy M™ est une sous-variété fermée d’une variété différentielle M , On pose
E:=TMnN /7N ={(z,v); 1 €N, ve T,M/T,N},

ot T'L est le fibré tangent d’une variété L. Le fibré vectoriel F ainsi défini s’appelle le fibré
normal de N dans M. Par définition, on a une suite exacte courte de fibrés vectoriels sur NV :

0 TN TMy — E—=0

Soit ig : N — E la section nulle. Alors, on a I'existence d’un voisinage ouvert U de ¢(N) dans
M, un voisinage ouvert V' de ig(N) dans E, convexe (i.e. V N E, est convexe dans E,, pour
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tout x € N) et un diffecomorphisme ¢ : U — V tels que le triangle suivant commute

Pour ceci, consulter 18|, Theorem 6.5. U est alors appelé un voisinage tubulaire de N dans
M. De plus, on peut choisir U tel que V = E (voir [53|, IV,§5 et VII, §4).

Maintenant, si M et N sont orientées, alors T'M et T'N le sont aussi et ceci détermine
une orientation de E. Alors, pour tout fermé A de N, on a par [3.1.2]

H'(N, N\ A) ——= H"™""(M, M\ A) (7)
NjThom excisionlN
]_Ii+mfn<Ev7 E \ A) % ]_Ii+mfn(U7 U \ A)

et on peut montrer que I'isomorphisme H'(N, N\ A) — H™™ (M, M \ A) est indépendant
du choix de U.

Définition 3.1.3. Si un espace X admet un plongement fermé X <— R", on définit son
homologie de Borel-Moore par

HPM(X) = H"'(R",R™\ X).

Remarque 3.1.4. Ceci n’est pas la définition la plus générale de 'homologie de Borel-Moore,
mais cela nous suffira. En général, il s’agit de ’homologie du complexe singulier formé des
combinaisons linéaires localement finies de simplexes singuliers ; et se définit pour un espace
localement compact. On pourra consulter [42], section 5 pour plus de détails.

Lemme 3.1.5. L’homologie de Borel-Moore est bien définie. Plus précisément, elle ne dépend
pas de n, ni du plongement fermé choisi.

Démonstration. Soient donc ¢ : X — R" et ¢ : X — R™ deux plongements fermés. Pour
tout plongement fermé v : X — R* on note X, := u(X). La projection R"® x R™ — R" est
un fibré vectoriel (trivial) orienté, et I'isomorphisme de Thom donne un isomorphisme

H'" (R, R"\ X,) ~ H""HR" x R™, (R" x R™) \ X(0)) (8)

ot (¢,0) : X — R™ x R™ est définie par z — (¢(x),0). Par le théoréme de prolongement de
Tietze, on peut choisir ¢ : R™ — R™ continue telle que 1 o ¢ = 1. Posons

v : R*XxR™ — R”x@m
(Ua U}) = (an - %U(U))

Comme v réalise un homéomorphisme X, 4) — X(4,0), on a un isomorphisme

v HPTPTHRY X R (R X R™)\ X)) = HHRY x R, (R” x R™)\ Xp))  (9)
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De plus, v* est indépendant du prolongement de ¢ choisi, car si @Z’ est un autre prolongement,
alors on a une homotopie

(v, w) = (0,0 — () — (1= DT (1)),
La composée de (8) et (9) donne alors un isomorphisme
H' (R R\ X,) = H™ (R < R™, (R x B™)\ X)) (10)
et en échengeant les roles de ¢ et ¢, on a de méme
HP (R R™\ X,) = H™ (R < R, (R™ x R) \ Xpp) (11)
Il reste donc & montrer que les deux membres de droite de et sont isomorphes. Soit

7 : R xR*" — R"xR™
(z,y) =  (y,z)

7 envoie Xy, sur X,y et préserve (resp. renverse) l'orientation si mn est pair (resp.
impair). Alors, (—1)""7* donne l'isomorphisme voulu :

(=1)™mr* H"*m*i(R” X R™, (R" x R™) \ X(4.0)) 5 H"*m*i(Rm X R™ (R™ x R") \ X (4.4
d’ou le résultat. O

Remarque 3.1.6. Si ¢ = ¢, I'isomorphisme construit ci-dessus est 'identité. De plus, on peut
montrer que HiBM est naturel par rapport aux applications continues propres.

Lemme 3.1.7. Si un espace X est plongé comme sous-espace fermé d’une variété différen-
tielle orientée M™, alors on a un isomorphisme canonique

HPM(X) ~ H™ (M, M\ X).

Démonstration. Toute variété M peut étre plongée dans un espace euclidien R" avec n assez
grand (théoréme de Whitney). Alors, I'isomorphisme (7)) donne

H™ (M, M\ X))~ H"(R"R"\ X) = H?M(X).

Remarque 3.1.8. Si M™ est une variété lisse orientée, alors on a par le Lemme [3.1.7]
HPM(M) = H™ (M, M\ M)=H""(M). (12)

En particulier, HPM(M) = 0sii > m et HEM (M) = H°(M) est un Z-modules libre de base
les composantes connexes de M. Si M est compacte et fermée, on a la dualité de Poincaré
(cf [39], Theorem 3.30)
D,, : H™Y(M) = H;(M)
a = an[M]

donc HPM (M) ~ H{(M) et cet isomorphisme est naturel.
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Soit U un ouvert d’'un espace X, X étant plongé comme fermé d’un espace euclidien (ou
une variété). Alors, U admet aussi un tel plongement. En effet, si X est un fermé d’une
variété différentielle M™ orientée, alors U est fermé dans la variété orientée M := M \ 'Y,
ou Y := X \ U. Il s’ensuit que 'on a une restriction

HPM(X) — HPM(U).
En effet, ceci provient de la restriction en cohomologie relative usuelle
HPM(X) = H™ (M, M\ X) — H"'(M°,M°\U) = HP™(U).

On peut montrer que ceci est bien défini et donne un préfaisceau sur X.

Lemme 3.1.9. Si U C X est ouvert, et Y := X \ U, alors on a une suite exacte longue en
homologie de Borel-Moore

s HEM(Y) s HPM(X) e HEM(U) = HEY (V) -

Démonstration. En choisissant M comme ci-dessus, ceci est la suite exacte longue de coho-
mologie relative du triplet M\ X C M \Y C M. O

Remarque 3.1.10. Si X = |
on a un isomorphisme

aca Xa se décompose en union disjointe d’ouverts X, C X, alors
HPM(X) = @D HIM(Xa).

a€cA

3.1.1 Classe d’une sous-variété fermée

Lemme 3.1.11. Soit V' une sous-variété d’une variété algébrique irréductible lisse X, et soit
k:=dimV. Alors, on a
HPM(V) =0, Vi > 2k

et de plus, HEM(V) est un groupe abélien libre, de base les composantes irréductibles de
dimension k de V.

Démonstration. e Supposons dans un premier temps V' lisse et équidimensionnelle. Dans ce
cas, V est une 2k-variété différentielle lisse orientée et la conclusion provient de la remarque
et de . De plus, dans cette situation, les composantes connexes et les composantes
irréductibles de V' coincident. Ceci provient du fait qu'une variété irréductible est connexe et
du fait qu'un point appartenant a au-moins deux composantes irréductibles doit étre singulier.
e Dans le cas général, on procéde par récurrence sur k = dim V. Le cas k = 0 est évident.
Pour I'hérédité, on peut choisir une sous-variété fermée Z de V' de dimension < k et telle
que V' \ Z soit équidimensionnelle et lisse. En effet, ’ensemble des points réguliers de V' est
ouvert, donc le lieu singulier de V' est fermé dans V' et on peut donc prendre pour Z I'union
du lieu singulier de V' et de toutes les composantes irréductibles de V' de dimension < k.
Alors, on a HPM(Z) = 0 pour i > 2(k — 1) par hypothése de récurrence et HPM (V' \ Z) =0
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pour ¢ > 2k, par le cas non singulier décrit ci-dessus. La suite exacte longue du Lemme |3.1.9
entraine alors que HP™ (V) = 0 pour i > 2k et on obtient une suite exacte

0= Hy"(Z) —= HpM (V) —= HzM(V\ Z) —= H3M, (Z) = 0
Ainsi, HEM (V) ~ HEM(V \ Z) et c’est un groupe abélien libre engendré par les compo-

santes irréductibles de V'\ Z, qui sont exactement les traces des composantes irréductibles
de dimension k de V. Ceci termine la preuve. O

Soient maintenant X une variété projective lisse de dimension n et V' une sous-variété
fermée irréductible de X, de dimension k. Par le Lemme [3.1.11], on a

Hy' (V) = Z
et on a un générateur canonique. Le plongement fermé V' — X détermine un morphisme
Hy (V) — HyM(X) = H7M(X) = H*(X),
ou ¢ = codimy (V) =n — k.

Définition 3.1.12. I’image dans H?*(X) du générateur canonique de HEM (V') est appelée
la classe fondamentale de V dans X, notée [V] € H*(X).

Avant de revenir au cas de la variété de drapeaux, donnons un lemme utile :

Lemme 3.1.13. 51 X = X, D --- D Xy = 0 est une filtration d’une variété algébrique
irréductible X par des sous-variétés fermées, telle que les X;1 \ X; = |_|j Ui ; soient union

disjointe de variétés U, j, chacune isomorphe a un espace affine C™9) | alors les classes [m]
donnent une base additive de HEM (X)) sur Z.

Démonstration. Pour tout i > 0, on a HPM(C™) ~ H?>™~{(C™), d’ou

HZB]\/[(Cm): { Z S1 1 =2m

0 sinon

On montre alors par récurrence sur p que les [U; ;], pour i < p forment une base de HZM(X,)).

Ceci est clair si p = 0. En supposant le résultat vrai pour p — 1, puisque les HPM (X)) et
HEM(U, ;) = HEM(C"@D) sont nuls pour £ impair, par le Lemme [3.1.9, on a HPM(X,) = 0
pour ¢ impair, et on a une suite exacte courte

0—— HEM(X

p

1) = Hy M (X)) —= B, H5M (Up;) —=0.

Les classes [U,;] € HPM(X,) s’envoient sur une base de @; H?" (U, ;). Par hypothése de
récurrence, on en tire que HZM(X,) est libre de base les [U; ], pour i < p. O
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3.2 Classes de Schubert

Fixons, une fois pour toutes, un groupe de Lie compact connexe K et 7" un tore maximal
de K. Remarquons que comme le centre Z(K) est inclus dans tout Borel, la variété de
drapeaux est inchangée si I'on remplace K par K/Z(K); ce dernier groupe étant semi-
simple. Ainsi, on peut supposer que K est semi-simple. Notons G := K© le complexifi¢ de K,
H := T€ le tore complexe correspondant, N := Ng(H), N := Ng(T), B < G le sous-groupe
de Borel standard de G associé a H, d’algébre de Lie b = b, 4+ ga, 00t h = Lie(H) est une
sous-algébre de Cartan de g = Lie(G) et ® est le systéme de racines associé, dont I’ensemble
des racines simples est II := {ay,...,a,}. Notons encore W := N/T =~ N/H = W(®) le
groupe de Weyl, t := Lie(T), € := Lie(K), de sorte que g =t =t @ C et h = t* = t @ C.
Pour tout ceci, on pourra consulter la section 2.3. Observons que, puisque nous supposons K
semi-simple, 'algébre de Lie réductive g est en fait semi-simple, ce qui assure que ¢ est un
systeme de racines au sens de [45], §9.2 ou [10], V, Definition 3.3 : i.e. ® engendre linéairement

le dual h*. Ceci justifie le fait que Il est une base de h*, en particulier que r = rg K © Gim T
et justifie également l'introduction des poids fondamentauz, dont nous aurons besoin.
Rappelons que d’apres la décomposition d’Iwasawa (voir le théoréme [2.3.18), on a un
difféomorphisme K-équivariant
K/T ~G/B

et on peut alors voir la variété de drapeaux K/T comme une variété différentielle compacte
lisse, ou une variété complexe (holomorphe). De plus, comme G a une unique structure
de groupe algébrique réductif (linéaire) (cf |[60], Chapter V, §5), la variété de drapeaux peut
aussi étre vue comme une variété algébrique projective complexe lisse. En fait, cette structure
algébrique complexe induit la structure holomorphe ainsi que la structure réelle lisse compacte
de K/T.

T agit naturellement sur K /T par multiplication a gauche (c’est 'action par translation
de K sur K/T restreinte a T'). Une question naturelle est alors de déterminer la structure
de Hy(K/T,Q). Comme annoncé en introduction, nous allons voir qu’il y a (au-moins) trois
réponses naturelles a cette question et que I'on peut passer des unes aux autres. L’intérét
serait d’avoir une description pratique calculable de H(K/T).

On va commencer par étudier le cas de la cohomologie usuelle de K/T; et utiliser la
décomposition de Bruhat pour obtenir les classes de Schubert dans ce cas. On a une partition

G = |_| BwB.

weW

Plus précisément, si on choisit un représentant @ € N = Ng(H) de w € W = N/H, alors
BwB est bien défini et on a
G= || BiB.
weWw
Soit wy € W I’élément de plus grande longueur du groupe de Coxeter W, caractérisé par
wo(PT) = &7, et posons
B_ :=""B = wyBuwy.

B_ est le sous-groupe de Borel oppposé de B. On a Lie(B_) = h ® @ cp-0a = b @
D.co+ 9-a =: b_. En notant wy € Ng(H) un représentant de wy € Ng(H)/H = W, on
a

G =G = | J woBwB = | J woBwB = | | B_wpwB= | ] B_wowB

weW weW weW wow€EW
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et on obtient la décomposition de Bruhat opposée
G=|J B_wB.

weW

Ceci induit une décomposition opposée de la variété de drapeaux
G/B= | J B_wB/B

weW

et B_wB/B est appelée la cellule de Schubert duale de w. De plus, on a
B_wB/B =~ (wyBwywB)/B ~ wy (B_wowB/B) ~ BwywB/B ~ C'vow) = Cltwo)~!
et, comme wy est de longueur maximale, on a (cf section 2.3)
dimc G/B = l(wy),
donc
codimg,g(B_wB/B) = l(w).

Ceci est la raison pour laquelle nous considérons les cellules duales plutot que celles définies
en 2.3 : on veut que la codimension (et non la dimension) de la cellule soit égale & [(w) et
ainsi obtenir une classe dans H*)(G/B) plutot que dans H2(wo)=2w)(G/B).

On définit alors la variété de Schubert duale de w, €2, comme étant ’adhérence de Zariski
de la cellule de Schubert associée :

0, = B_wB/B.
C’est une sous-variété fermée de la variété projective G/B et on a
codimg,/p(2y) = l(w).
Le travail fait dans la section précédente méne & la définition suivante :
Définition 3.2.1. La classe fondamentale de la sous-variété fermée €2, dans G/ B est appelée
la classe de Schubert de €, (ou de w), notée

X, = [Q] € H*)(G/B, 7).

Ces classes jouent un role particulier dans la cohomologie H*(K/T,7) ~ H*(G/B,Z).
Plus précisément, I’ordre de Bruhat sur W permet d’écrire, en vertu du Théoréme [2.3.33],

Vwe W, Q, = | Q.
u>w

Counsidérons les sous-variétés fermées

Zy = U Qu 0<0<i(wo) + 1.

() —1>1(wo)—¢
Celles-ci donnent une filtration fermée de G/B :
0=20CZ1 = CZC - C Ziwy) C Zigwo)+1 = G/B.
De plus, pour tout 0 < £ < [(wyp), on a
Zeia\Ze= || Q) et VweW; l(w)=I(w)—¢ Q~C"
1(w)=1(wo)—¢

Ainsi, le Corollaire [3.1.13| est applicable et donne le résultat important suivant :
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Théoréme 3.2.2. Les classes de Schubert forment une base additive de la cohomologie de la

variété de drapeaux :
H*(K/T,Z) = P Z(X

weWw

Passons maintenant au cas équivariant, pour lequel on reproduit ’exposé de la section
2.1 de [62]; sans démonstrations. Signalons qu’une autre approche, plus élégante et géomé-
trique, utilisant le faisceau dualisant équivariant, se trouve dans [48]. On travaille ici avec les
coefficients rationnels et on s’intéresse donc a la cohomologie

H}(K/T,Q) = H"(K/T xr Er,Q),

pour I'action de T' donnée par multiplication & gauche. On ne peut plus définir les classes de
Schubert directement, car K /T X1 Ep n’est plus une variété algébrique (c’est une ind-variéteé,
notion que nous ne développerons pas). Cependant, on a (en notant r := dim 7T = rg K)

ET — (Soo>r _ @(SQm-&—l)r —- hEEjrg

et BT = (S*™*1)" est bien une variété. On va donc travailler par approximations : on va
trouver des classes de Schubert approchées dans K /T xp ET' pour tout m, puis passer a
la limite pour obtenir les classes de Schubert équivariantes dans H*(K/T xr Er). D’aprés
I’exemple 2., l'action de T sur B’ est donnée par multiplication des coordonnées, donc
on peut étendre ceci en une action de H := T = (C*)" sur B} = E7. := (C™1\ {0})";
ce dernier espace étant naturellement une variété algébrique lisse irréductible. Au passage,
notons qu’on a By = Br. On obtient donc une action algébrique du tore algébrique H = TC
sur la variété lisse irréductible G/B x E}}. De plus, cette action est libre, donc le quotient
G/B x g E7}} est une variété algébrique lisse et comme on travaille & homotopie prés, on a un
isomorphisme naturel

H*(G/B xy E},Q) ~ H(K/T xr EF',Q).

Ensuite, on introduit 1'homologie de Borel-Moore équivariante. Notons HP™ 1’homologie
de Borel-Moore classique (cf [14], section 2.6). Soit v := dim¢ G/B = l(wp) et posons

HgM,q(G/Bv ) H,i_]\gmr(G/B XH Eg), m>v— g
Ceci est, bien défini, car si m > m' > v — £, alors le morphisme de Gysin

HPl(G/B < Eyf) = Hib (G/B % )
est un isomorphisme (cf 9], section 1). Considérons la Q-algébre

R:= Hi(pt) = H*(Br,Q) = H*(By, Q).

D’apreés le lemme 2 et, la proposition 1 de [9], comme H™%"(G/B) = 0, les R-modules gra-
dués Hy(G/B) et Hf), _,(G/B) sont libres et on a un isomorphisme de R-modules gradués
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Rappelons qu’on avait, dans le cas non-équivariant, des classes [Q,,] € H*")(G/B) qui, par

dualité de Poincaré, provenaient de classes [, € Hg%ow)(G/B) Ici, on prend, pour m > 0
assez grand
m my def
[QW]IT = [Qw XH EH]/ € HQB;E]Vu[)ow +2mT<G/B XH E ) HgMQl (wow) (G/B)

La restriction Hf,, . (G/B) — HP"(G/B) envoie [Q,]7 sur [Q,]" et induit un isomorphisme
( 9], Proposition 1)
Q @r Hiyr(G/B) = HM(G/B),

ol R agit sur Q via l'isomorphisme
R /R+ ~ Q.
Donc, la famille {[Q,]7 }wew est une base de Hf,, . (G/B) et on peut prendre pour base de
H5(K/T) la base duale de {[Q,];}. On obtient alors des classes de Schubert équivariantes
X = [Qulr = (Qul7) € Hy"(G/B) = Hy “(K/T)

et celles-ci forment une R-base de la cohomologie équivariante :

Théoréme 3.2.3. On a
Hy(K/T,Q) = @ R(X,

weWw
De plus, la restriction H3(K/T,Q) — H*(K/T,Q) envoie la classe X, sur X,.

3.3 Descriptions de Schubert, Borel et Goresky-Kottwitz-
MacPherson

Nous pouvons & présent donner les trois descriptions annoncées de Hi(K/T,Q). Sauf
mention explicite du contraire, nous travaillerons avec les coefficients rationnels. Rappelons
que si T = (SY)", avec n = rg K, alors on a une description polynomiale de I'algébre de
cohomologie T-équivariante rationnelle

R:= H*(By) = Qlt1,. ...t deg(t;) = 2.

On notera aussi R = Q[t] pour alléger les notations. On rappelle également que Hy (K /T) est
naturellement muni d’une structure de R-module via ’application T-équivariante K /T — pt.

3.3.1 Description de Schubert

Il s’agit d’exprimer un élément de H}.(K/T) Comme combinaison linéaire & coefficients
dans R = Q[t] des classes de Schubert &, € sz (K/T) Ceci est possible puisqu’on a vu
que

Hy(K/T) = € Q[
weWw
Cette description s’appelle aussi la description de Chevalley.
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3.3.2 Description de Borel

On peut utiliser une deuxiéme approche pour décrire les élément de Hy(K/T) en termes
de polynémes. En vertu de la Proposition [2.4.10, on a

Hi(pt) = Hy(pt)" = R = Q[1]".
Le résultat principal est le suivant :

Théoréme 3.3.1. ( [51], Theorem 2.3 et [50], Proposition 5.4)
On a un isomorphisme de R-algébres

Démonstration. On a le diagramme commutatif de fibrations

K/T ———K/T

l |

K/TﬁK/T XTETﬁ-K/T XKEK

| | l

KT Br By

ainsi qu’'un homéomorphisme

(K/Tx Ex) |k — Ex/T
kT «K ¢ —> ke
T %K ¢ i e

d’on K/T xyx Ex ~ Br et Hj.(K/T) ~ R. La suite spectrale d’Eilenberg-Moore du dia-
gramme (voir théoréme [2.4.21)

By = Tor [ (R, Hio(Kr)) = HE™(K/T)

se réécrit )
BP9 = Tor (R, R) = HEY(K/T).

De plus, par le Corollaire 2.4.15) on a que R est un Hj (pt)-module libre, donc la suite
spectrale ne posséde qu’une seule colonne non nulle et on obtient un isomorphisme d’algébres

R®pw R = R®H;{(pt) R~ H}(K/T),

d’ou le résultat. O

Corollaire 3.3.2. On a un isomorphisme de Q[t]-modules

% -~ Q[tla---vtnaxla"wxn] .
HT(K/T) = (g(l"l,---al'n) —g(th---,tn), g€ Q[Zh.”’zn]w) = Q[t,l’] /IW:

la structure de Qlt]-modules sur le membre de droite étant donné par la multiplication de

Qt].

On appelle ce quotient [’anneau des doubles invariants de W, noté Qw[t, x].
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Démonstration. 11 s’agit donc de montrer que

Hi(K/T) ~Qlt,2] /1

De facon générale, si A est une sous-algébre de Q[Z], alors on a un isomorphisme de Q[X]-
algébres

QX] ®4 QY] ~ QX. Y] /(P(X) — P(Y), P € A) (13)

Pour le voir, on prend

o QXX QY] = QXY]/(p(x) - p(y), Pea
(fg) FX)9(Y)

et si p : Q[X] x Q[Y] — B est un morphisme de Q[X]-algebres A-équilibré (i.e. ¢(fa,g) =
©(f,ag)), alors on doit poser B(X1Y7) := p(X* Y7) pour avoir oy = ¢ et de plus, cette
définition convient. Par propriété universelle, le membre de droite de est bien le produit
tensoriel voulu, donc est isomorphe au membre de gauche. On peut étendre ceci & un nombre
arbitraire d’indéterminées par récurrence.

Dans notre cas, on a R = H;(pt) = Q[z1, ..., 2,] et on prend A := Hj(pt) = R". L’isomor-
phisme donne le résultat voulu dans ce contexte. [

Pour un élément f € Qyy[t, 2], on note f(t,z) € Q[t,x] un représentant polynomial; et
g(t) (resp. g(x)) pour un représentant dans le facteur de gauche (resp. de droite). Le fait
d’exprimer un élément de H5(K/T) (ou plutot un représentant) comme un polynéme en ¢
et x s’appelle la présentation de Borel. Dans cette présentation, on perd le rapport avec les
classes de Schubert X, ; cependant, ceci rend la structure de R-module de H}.(K/T) plus
explicite et on peut de plus calculer effectivement le produit de deux classes de cohomologie.
Ainsi, faire le lien entre ces deux premiéres présentations constitue un premier élément de
réponse au probléme de la détermination des constantes de structure équivariantes.

3.3.3 Description de GKM

Avant d’exposer cette approche, il nous faut introduire des opérateurs importants, de
degré —2, sur H5(K/T), appelés différences divisées. Ceux-ci nous permettront de faire le
lien entre 'anneau de GKM et la cohomologie équivariante de K/T.

Définition 3.3.3. ( |51/, Definition 3.1 et [50], Definition 7.1)
Soit «; € II une racine simple, de réflexion simple associée s;. Soit aussi P; := (s;, B) < G,
ol o; : H — C* est vu comme caractére holomorphe de H < . On obtient un espace fibré

P,/B = (G/B)r = (G/P)r

et on a vu (cf2.3.32))) que P;/B est homéomorphe a CP! ~ S%. On a alors la suite exacte de
Gysin (voir Annexe, proposition |[C.9) :

= HJ(GB) —*~ H} X(G/P) — Hy Y (G/P) " HZ™ (G/B) — - -
et, en identifiant G/B et K/T, on définit
A;:=71"0¢: HY(K/T) — HY?(K/T).

Les A; sont alors appelés opérateurs de différences divisées simples.
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Le résultat suivant, trés utile en pratique, justifie la terminologie :

Proposition 3.3.4. ( [50|, Proposition 7.2)
Si f(t,x) € Qwlt, x|, alors on a

ft,z) — [t si(z))

—a;(x)

)

0w la racine simple «; est vue comme polynome o;(x) € Qx| ~ H*(Br), de degré 1 en les

Ij.

Remarque 3.3.5. On aurait pu définir directement A; comme le quotient ci-dessus. D’ailleurs,
c’est ainsi que sont introduites les différences divisées dans [4], §1.

Démonstration. Notons w; € h* le 1™ poids fondamental, caractérisé par wi(ha,) = d; ;. On
peut voir cette forme linéaire comme un élément de H%(pt) = H2(pt), puis de H2(K/T) via
K/T — pt. Par le théoréme de Leray-Hirsch le H:(G/P;)-module H%(G/B) est libre
de base {1,w;}. Soit f = f(t,z) € H7(G/B) que l'on écrit f = a+bw;, avec a,b € H;.(G/P;).
On a la suite de Gysin (C.9)

.. — HY(G/B) %~ HY™*(G/P) —~ HL" (G P) > HZ"Y(G/B) — - -

Comme a € im7*, on a ¢(a) = 0 et, par construction, ¢(bw;) = —b puisque w; est envoyé sur
—1 € H*(P,/B) = H*(S?), donc ¢(f) = —b et A;(f) = —b. Ensuite, on a

wi(hai) =1 = si(wi) = Ww; — &4

donc ici, on a s;(f) = a + s;(bw;) = a + b(w; — a;(z)). Comme «;(z) € H*(Br) ® H*(Br) C
H2(K/T) ~ H2(G/B), il vient alors

f(t,l’) - f(tv SZ(I)) = f(t,ﬁ) - Si(f)(tvx) = —bOéi(ZE) = —OéZ(ZE)AZ(f)(t,ZL‘)

et on a le résultat. O

Ensuite, si w = s;, - - - 5;, € W est une écriture réduite de w, on pose
Ay =0 0---0A;.

Nous allons montrer que ceci ne dépend pas de la décomposition réduite de w choisie. Pour
ceci, puisque les A; sont Q[t]-linéaires, il suffit de montrer le résultat pour les opérateurs,
encore notés provisoirement A; :

Ao Qe - f( )QJL?J]( )
flx) = S
Nous suivrons les §2 et 4 de [20]. On pourra aussi consulter [38], Chapter IV, §1.
Soit I I'idéal de Q[z] = H}(pt) engendré par les éléments de Q[z]" sans terme constant.
un élément u € Q[z] est dans I il s’écrit u = Y, v;p; avec v; € Q[z] et p; € Q[x]V tel que
pi(0) = 0. Définissons



ainsi que I'opérateur
Ji=> " det(w)w : Qlz] — Q[a],
weWw
oil det(w) = (—1)"®). On a (cf [7], p.112) que J(u) est divisible par d pour tout u € Q[z]
d’otu, en posant N :=l(wg) = |PT],

J(Q"[z]) =0, Vn < N, J(Q"[z]) C I", ¥n # N, (14)

ainsi que J(d) = |[W]d. On a le résultat liminaire suivant :

Lemme 3.3.6. Soit u € Q"[z] tel que ua € I pour tout o« € ®. Sin # N, alors on au € I"
et sin= N, alors J(u) — |W|u € IV.

Démonstration. Soit a € ®; on écrit ua = >, v;p; avec v; € Q[z] et p; € Q[z]" sans terme
constant. On a a(u + sq4(u)) = au — sq(au) = >, (v; — sa(v;))p;. Mais « divise v; — sq(v;),
donc u + s4(u) € I. Ainsi, s4(u) = —u (mod I), donc w(u) = det(w)u, pour tout w € W,
d’ou J(u) = |wlu, d’ou le lemme avec (14]). O

Proposition 3.3.7. Si f € End g,)w (Q[]) est nul en degrés < N, alors on a
Vu € Q[z], [Wldf (u) = f(d)J(u).

Démonstration. Tout d’abord, pour tout n > N, on a I" = Q"[z]. En effet, Q[z] est un Q[z]"-
module gradué de type fini, donc Q[z]/I est un Q-espace vectoriel de dimension finie; donc
I'égalité est vraie pour n >> 0. Par le Lemme 'assertion "n > N et I"T! = Q" [z]"
entraine "I™ = Q"[z]". Ensuite, en appliquant le méme Lemme & u € Q[z], on obtient
QV[z] = I"+ Q- d. Tl en résulte que u € Q[z] s’écrit u = Y. a;p; + dg ou p;,q € Q[z]
et a; est homogéne de degré < N. Alors, f(u) = Y . f(ai)pi + ¢f(d) = f(d)q et de méme,
J(u) = J(d)g = |W|dg, d’ou le résultat. O

Lemme 3.3.8. St w = Say, " Sau,, € W est une écriture réduite, alors on a

3

( H a(x)) Ajo-0A;, =w+ Z a(w)w',

acdtNuwd— w! <w

avec a(w') € Q(z) = Frac(Q[z]).

Démonstration. On a

Aiy oo Ay = (—1far (1= i) (1 = i) -

k 12 Z_kl(]‘ _Sik-)

i1
= a; s 00, S0, 0 tsi, Z b(w')w',

ou b(w') € Q(t) et o w’ parcourt les sous-expressions de s;, - - - s;,, i.e. les éléments < w du

groupe de Weyl. On a d’autre part, avec le corollaire 2 du §6 du chapitre VI de [7],

-1 -1 o —1 -1 _ -1
QG Siy g Siy = Qg S () e Sy Sig e Sy ()T Siy Sy, = ( | | @ >w~

acdtNuwd—
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Lemme 3.3.9. Soit wy = s, -+ S;
queur wo de W. Alors, on a

~ un expression réduite de l'élément de plus grande lon-

Yu € Q[ZE], A’il O---0 AZN(U> = (—1)NT

Démonstration. D’apres le Lemme Vopérateur dA;, o--- o A,;, est de la forme wy +
D wtw, @(w)w. Par la Proposition [3.3.7 il existe A € Q(z) tel que

dA;, 0+ 0 Ay =M = (=1)Mwy + Y det(w)w.
wFwo
Mais, d’apreés le théoréme de Dedekind, les éléments de W sont indépendants sur K, donc
A= (=1)", d’ou le résultat. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le

Théoréme 3.3.10. Soit w € W. Pour toutes les expressions réduites s; ---s;, de w, les
opérateurs A;, o--- o A; prennent la méme valeur.

Démonstration. 11 suffit (cf 7], Chapitre IV, §5, Proposition 5) de montrer que, pour tous
a, B € 11, si m désigne 'ordre de s, sz dans W, alors on a

AalsAg - = AgAgAg -

ot chaque membre posséde m facteurs. Mais 5,535, -+ €t 535453+ - sont deux décomposi-
tions réduites de 1’élément de plus grande longueur du groupe de Weyl du sous-systéme de
rang < 2 engendré par « et 3 ; donc l'assertion résulta du Lemme [3.3.9 O

Définition 3.3.11. Si w € W s’écrit sous forme réduite w = s;, - - - s;,, alors I'expression
Ay =A 0 0/,
ne dépend pas de la décomposition réduite de w choisie et définit I’opérateur de différences

divisées associé a w :
A, HA(K/T, Q) — H;*Q(K/T, Q).

Remarque 3.3.12. Notons qu’au passage, on a montré que si wy € W est 1'élément de plus
grande longueur, alors on a
ZwGW det (w>w

Hae<1>+ Oz(ZL‘)

Un point crucial dans notre discussion est le calcul de I'action des différences divisées sur
les classes de Schubert. Nous allons donner une idée de preuve du résultat suivant, sans trop
entrer dans les détails techniques :

Ayy =
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Lemme 3.3.13. ( [51], Theorem 3.2, (2))
Pour une classe de Schubert équivariante X, on a

Xy, st Nws;) = 1(w) — 1
Ailw) = { 0 s l(ws;) =1l(w)+1
et on en tire
Xpu—r st A(wu™) =1(w) —1(v)

sinon

Pour ceci, nous introduisons les tours de Bott. Nous allons voir réapparaitre les variétés
de Bott-Samelson vues en 2.3.4.

Définition 3.3.14. ( [50/, Definition 3.1)
Une tour de Bott est un CP!-fibré itéré

CP! CP! CP!
By~ By "= - == By —> By = pt

ou chaque structure de CP!-fibré est donnée par projectivisation d'un fibré en droites L; sur
By, ie. Biy1 =P(L; & C) ou C est le fibré vectoriel trivial sur B;. La variété B, est appelée
variété de Bott de la tour; ¢’est une 2n-variété réelle lisse avec action canonique de (S')".

Exemple 3.3.15. Nous avons en fait déja rencontré une telle situation. Si a; € II est une
racine simple, on a le sous-groupe parabolique minimal

Stw=s; - Sy, € W est une décomposition réduite de w, on définit

Py x5 Py Xp - X5 Py _ piy X Py X+ X P,
Vlék’gl(w), Bk — 1 XB 2><BB XB k :p X 2;k X k'

Alors, d’aprés le Lemme [2.3.32) By, = Zy est la variété de Bott de la tour de Bott

CP! CP! CP!

| -

Bijwy — Biwy-1 — - — By = P, /B—— By, = pt

Soit o; la section nulle de 7 dans une tour de Bott. Alors, une décomposition cellulaire
de B, indexée par les I = (iy,...,i,) € {0,1}" est donnée par

B,= |J bulin) 0 builin-) o obi(ir)(pt),

Ie{0,1}m

oil b;(0) = o; et b(1) = 7. Par le théoréme des coefficients universels, le produit de

Kronecker
Hk(Bn,Z)®Hk(Bn,Z) - 7

P = p(a)
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est une dualité parfaite. Prenons alors I'; le dual de Kronecker de la classe d’homologie de la
sous-variété fermée b, (i,) o --- 0 by (i1)(pt). On a alors

H'(B.Z)= @ z()

1e{0,1}n

et ' € H*U)(B,,Z) ou I(I) = I((iy,...,in)) := i1+ - - - +4,. On rencontre alors un probléme
similaire a celui du calcul de Schubert : trouver les constantes de structure C'¥; telles que

F]UFJ: Z CﬁFK

Ke{0,1}n

On le résout comme suit.

Rappelons que si 'on a un fibré vectoriel complexe E de rang r sur un espace X, alors
c’est aussi un R-fibré vectoriel de rang 2r, orienté canoniquement (voir [57], Lemma 14.1).
Une telle orientation donne une classe de Thom (que nous avons déja rencontrée plus haut)
vg € H*(E,E\ {0},Z). Les inclusions (X, 0) — (E,0) — (F, E '\ {0}) donnent

H*(E,E\{0},Z2) - H*(E,Z) — H*(X,Z).

L’'image e(F) € H*(X,Z) de vg par cette composée est par définition la classe d’Euler du
fibré E — X (voir [57], §9).

Ici, soit e; := e(L;) € H*(B;_1,7) la classe d’Euler du fibré en droites L; — B;_;. Soit
aussi x; la classe correspondant a I; := (8;;)1<j<n € {0,1}". Alors, on peut montrer (cf [1],
§2.1) que

Llxy, ..., xp
(5, 2) = Uit
(l’k + €kl'k)
et, sous cette identification,

_ . 0 in
I'r=a i=a - -2

Dans le cas T-équivariant, on a

Lz, ..., xy)

(22 — i, — exxy)’

H} (B, Z) ~
avec IT = {o;, }. On a alors

Lemme 3.3.16. Dans le contexte de l’exemple S0t W = Sk, - - Skywy € W une écriture

l((“’)) e W. Alors, on a

Z ryu Z I'y=cplaa,. 1),

wl=u w’ =v

réduite et, pour I € {0, 1Y) soit w! = sfjl e SZ

ot les ¢ sont les constantes de structure pour les classes de Schubert dans H*(G/B,Z). De
méme, dans le cas équivariant :

Z Iy Z Ly=%la1,.1)

wl=u wd =v

97



Idée de démonstration. Définissons

Tw - Bl(w) — G/B
(pkpB CERY 51 pkl(w)) = (p/ﬂ o 'pkl(w))B

On a vu dans la section 2.3.4 que im 7, = Y,, = BwB/B, donc on a une section wu,, : Y,, —
Bj(w)- On montre alors que

(X, = > Ty

wl=u

et on obtient

Y ud Ty =7(X.X,) =" > Xy
wl=u wd =v H(w")=l(u)+1(v)
= Z CZ“;TZ(Xw') = Gl (1,0
H(w")=l(u)+1(v)

De méme, dans le cas équivariant, on montre que

et on obtient la méme formule. ]

Revenons-en au résultat qui nous intéresse :

Idée de démonstration. de B.3.13]
Il suffit de montrer que si l(ws;) = l[(w) — 1, alors on a

Ai( X)) = X,

Par hypothése, il existe une expression réduite w = s, s, - s;. Reprenons la multipli-

cation 7, : By — G/B. On a un carré commutatif

Sy -1

ET X7 Bl(w) #>ET X G/B

T

Ep 7 Biw)/ P > Er x7 G/P,

On a des fibrés
CP' — Er xr Biw) — > Er Xr Bl(w)/Pi

et
CP' — Fr x7 G/B -2~ FEr x1 G/P,

et notons qz et ¢ les morphismes de Gysin respectifs (cf . On a un rectangle commutatif

N 5 .— * *—
HT(Bl(w)> Z)— Hr 2(Bl(w)/Pi’ Z) —= Hy 2(Bl(“’)’ z)

* —x *
T Tw T Tw T Tw

H(G/B, Z) —~ Hy™%(G P, Z) —2~ H;7%(G/ B, Z)
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et, par définition, on a p5 o ¢ = A;. On montre alors que
"o ;Z;(F(l,.‘.,l)) = F(1,...,1,0) = TJ,(stJ
Ainsi, il vient
TH(Xuss) = 700D 1)) = T 0hoTi(X) = T 0T 0 (Xy) = Th0ps0d(Xy) = TH(A( X))

Or, comme 7, : By,) — Y, admet une section w,, : Y,y — Bj), on a que 7, est injective et
on en tire donc que X, = A;(X,), d’ou le résultat. O

On peut maintenant commencer & étudier la description de GKM. Tout d’abord, remar-
quons que le fait de travailler dans le cadre équivariant permet d’avoir accés au théoréme de
localisation. Nous allons tirer profit de ce résultat. L’ensemble des points fixes de K/T pour
l'action de T' (par multiplication & gauche) est

(K/T)' = {vT/T, v € W}.

Comme H™P*"(K/T) = 0, I'action de T sur K/T est équivariamment formelle et, d’aprés le
Théoréme 2.5.12] la restriction

V= ey s Hy(KJT) — Hi((K/T)")
est injective. De plus, on a
Hy((K/T)") = Hj ( U {wT/T}) = P Hilpt) = P H*(Br) = P Qlt] ~ R™!
wew weW weW weW

Donc, si 'on note

v Hi(K/T) — H*(Br)
la restriction induite par ¢, : {vT/T} — K/T, alors on a

v =B, By (K/T) — €D Qlt).

weW weW

On va décrire I'image de ¢* (qui est isomorphe & H}.(K/T) d’aprés|2.5.12)) en termes purement,
combinatoires : c¢’est la présentation de GKM.
Rappelons qu’une racine 5 € h* peut étre vue comme un élément polynémial 5(z) de
H?*(Br) = Q%z] C Q[z] et que le groupe de Weyl W agit sur H;(pt) par
w- f(z2) = fw™(2))

ot laction de W sur (R")* = t* ~ {f € H*(Br) = Q*z] ; f(0) = 0} provient de celle de W
sur 7', elleeméme provenant de I'action sur 7' par conjugaison : W agit donc en permutant
les z;. On définit, pour v,w € W et § € @7, la relation binaire

w <g v L= sgv et [(w) < [(v).

La cloture réflexive transitive de ceci est alors 'ordre de Bruhat. On a alors le résultat
élémentaire suivant
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Lemme 3.3.17. (Lemme d’échange, [49], Lemma 2.2)
Pour une décomposition réduite v = s;, -+~ 8;,,,, on @

w<pgv < 1<k < l<v) y W= Sip S 1Sy 7 Sy et = Siy Sikfl(aik)’
En particulier, on a

HBedt; JweW ; w<gv}| =I), VveW.

Polynomes de Schubert équivariants

Avant d’aller plus loin dans cette analyse, nous allons construire des représentants po-
lyndmiaux des classes de Schubert X, et &,. Nous retrouverons ces polynomes dans les
algorithmes de conversion.
L’action de T sur K/T est équivariamment formelle, donc par le Corollaire , on a

H(K/T) = Hy(K/T) [ s+ e () = Qe /e v

ot Qt[z]" désigne I'idéal de Q[x] engendré par les éléments de degré strictement positif de
Q[z]" et on peut choisir o, () € Q[x] un représentant de X,, € H*(K/T). D’aprés [51],
theorem 3.7 et [4], Theorem 3.15, on peut prendre pour polynémes de Schubert,

ow(T) = { ﬁnﬁeqﬁ(_ﬁ(@) si w = wy

A1 O (T) si w # wy

Remarque 3.3.18. D’aprés [4], Corollary 3.16, si on considére la demi-somme des racines
positive p =335 4+ B et si £ := [(wy), alors on a

Cependant, nous n’utiliserons pas cette relation.

Considérons ensuite 'ensemble des k-partitions de w € W : pour une écriture réduite
W = 85 " Sjy,,, O0 pose

Pe(w) = {(wi,... wp) s wi =85, +-85,, ooy Wy =85, Sy LS gy < < <y, <lHw)}
De fagon équivalente, on peut définir par récurrence Py(e) = 0 et, pour 1 < k < [(w),

Pp(w) = U Hwi,. o wi—1, wiesi) 5 (w1, ..., we) € Pe(wsi)} U {(wr, .. wr—1,8) 5 (wi,...,wr—1) € Pe—1(wsq)}].
s; 5 Hws;)=l(w)—1

Ensuite, on pose
S(t,x) =1

et, pour w € W,

(w)
Sul(t,x) =) > (Dfou (10w, (1) - 0wy (1) (0w, (1) — 0w, ().

k=1 (w1 ,...,wk)EPk (w)

Ce sont les polynomes de Schubert équivariants. Nous verrons des exemples.
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Remarque 3.3.19. Par définition, on a la relation

ALG,(tt) = dpa-

On a un premier résultat :

Proposition 3.3.20. ( [49], Proposition 4.2 et |50|, Proposition 7.5)
1. Ona

. B 0 si (I(v) < l(w) ou (I(v) =1l(w) et v #w)
Lo (X)) = { Macos ; zucyu B(E) si v=w

2. Pour f(t,z) € Qwlt,z], on a & (f(t,x)) = f(t,w 1(t)).

Démonstration. Le second point provient du fait que, puisque ¢, ([pt]) = [e, wT] et w([e,T]) =
le,wT], on a 1, = w oy et donc 5 (f(t,x)) = (f(t,w (x))) = f(t,w L(t)).

Pour le premier point, comme Q, = (J,>,, 29, les points fixes présents dans €2, sont les
{vT/T, v > w}, donc 1(X,,) # 0 seulement si v > w. Ensuite, si [(ws;) = [(w) + 1, on a par
le lemme |3.3.13]

W(a;) 1y, (X)) = w( i)ty Ai(Xps,) = — i, (Xuws;) + stl(sti)

et comme ¢} (Xys,) = 0, il vient w(a;)ey (Xw) = 1 (Xws,). Ainsi, pour une écriture réduite
W = Sj, - Sy, on obtient par récurrence et en utilisant le lemme d’échange 3.3.17]

Hsn' FSiy (0g,) = H B.

B>0 ; Ju ; u<gw

Proposition 3.3.21. ( [49], Proposition 4.9)

On a
0 si (I(v) <lw) et v # w)

L (Gu(t ) = { oot : sucyuB(t) s v=w

De plus, si hy(t,z) € Q%w)[t,x] vérifie hy(t,x) = 0 pour l(v) < l(w) et v # w, alors
hy = ¢S, pour un c € Q.

Démonstration. Tout d’abord, on a

* () = Fs@) i (0) = St s ()
T e )‘ —a(w (1)

Sl e) — i f(ta)
—a;(w™ 1(t))
On procéde alors par récurrence sur [(w). On a ¢f&,, = 0 si w # e. Soit donc u € W tel que
[(u) < l(w) et supposons ¢:&,, = 0. Pour toute réflexion simple s; telle que [(us;) = l(u) + 1,
on a

oGy = oi(u (1) (AGy,) — 156, = ozi(u_l(t))L*((‘Swsi)

us; u
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{ 0 si u # ws;
a;(u=t(t)) HB , E|v<ﬁuﬁ<t> si u=ws;

donc par récurrence sur [(u) et par la condition d’échange [3.3.17, on obtient

i B 0 si l(v) <l(w)etvF#w
SO = [ (0, om0 5

B { 0 si l(v) <l(w) et v#w

B HﬁZO ; Ju<gw 5@) s1 vV=w

avec w = S;, - -+ S; . une décomposition réduite.
1 Zl(w)

Ensuite, pour prouver la seconde assertion, prenons h,, € Qal,(w) [t, x] satisfaisant la condition
de I'énoncé. Comme ¢y, (h(t,z)) — ¢, (h(t,)) est divisible par 5(¢) et comme deux racines
positives distinctes sont linéairement indépendantes, on a que ¥ (h,(t,z)) est divisible par
[scat ; au <pw B(t). Ceci provient du fait que les §(t) apparaissant dans ce produit sont deux
a deux premiers entre eux, puisqu’ils sont linéairement indépendants et homogeénes de degré
1. Pour des raisons de degré, on a un ¢ € Q tel que ¢ (h,(t,x)) = CH3u<ﬁw S. Posons
R, = hy — c&y. Alors, t5(hl (t,z)) = 0 si l(v) < l(w). Soit u € W de longueur minimale
tel que ¢f(hl,(t,z)) # 0. Alors, par le méme argument que ci-dessus, on a que ¢ (h, (¢,x))
est divisible par [[gcq+ | Jugu B(t). Mais on doit avoir 2l(u) > 2l(w) et ceci est absurde pour
des raisons de degré. Par injectivité de ¢} /7, on a donc ki, (¢,z) = 0, donc h,, = ¢&,, comme
souhaité. O]

En combinant les Proposition [3.3.20| et [3.3.21] on obtient alors le résultat-clef suivant :

Théoréme 3.3.22. La classe de &,,(t,x) dans H3(K/T) est X,.

Proposition 3.3.23. (Formule d’interpolation de Newton, [49]|, Proposition 4.6)
Pour tout f(t,x) € Qwlt,z], on a

flto) =Y Du(f)(E1)S,(t ).

weWw

Démonstration. Par le théoréme [3.3.22) on peut écrire f(t,z) = >
Q[t] = H*(Br). On a alors, avec la remarque |3.3.19

Awf(tvt) = Z Cv<t)Aw6v(t7t) = Z Cv(t)év,w = Cw(t)a

veW veW

co(1)B,(t, x) ol ¢, (t) €

v

d’ou le résultat. O

Nous sommes maintenant enfin en mesure de donner la description de GKM :

Définition 3.3.24. On définit I’anneau de Goresky-Kottwitz-MacPherson de W par

H*(G,Q) = {h = (hy(t))wew € @ Qlt] ; VB e P, w<gv = hy—h, € <B>},

weWw

la multiplication s’effectuant composante par composante.
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D’aprés [3.3.4] et [3.3.20, on a

b (F(62) = 4o (F(t @) = f(t,w™ (1) = f(t,w ™ ss(1) € (B(1)).

Alinsi, le morphisme

V=@t - Qult,a] —  H*(G,Q)
fltx) = f(twTH(t))

est bien défini. De plus, ¢* est injectif. On a déja vu que ceci découle de I’équivariant formalité
de laction T' O K /T, mais on peut aussi le prouver directement en utilisant la formule de
Newton En effet, si ¢} (f) = 0 pour tout w € W, alors ¢ (A,(f)) = 0 pour tous
v,w € W, done 0= 5(A(f)) = Ay(f)(t,t) et donc f = 0.

Théoréme 3.3.25. ( [49], Corollary 4.10 et [37], Theorem 1.2.2 et Theorem 7.2)
Le morphisme d’algebres

HN(K/T) — H(G,Q)

est un isomorphisme.

Démonstration. 11 suffit de montrer la surjectivité. Soit donc (hy(t,z)), € H*(G,Q). On
peut supposer qu’il existe v € V tel que h,(t,z) # 0 et h,(t,z) = 0 dés que [(u) < l(w).
Alors, si u <g v, on a h,(t,z) € (B(t)). La encore, comme deux racines positives distinctes
donnent des polynémes premiers entre eux, on a

hv(t,w>e< 11 5(t>>-
Bed+

; Ju<gy

Posons

hy(t, x) - )
Moo : uep B w(Bu(t, ).

Alors (hl,)w € H*(G,Q) et on a h!(t,z) = 0. En itérant ce processus, on obtient bien que
(hy)w € im1*. O

bl (t,z) == hy(t,x) —

L’isomorphisme o* : H5(K/T) — H*(G,Q) s’appelle la présentation de GKM.

Définition 3.3.26. Au groupe de Weyl W, on peut associer le graphe de GKM G = (V| E),
qui permet de visualiser la situation. [’ensemble des sommets V' de G est W et on met une
aréte entre u et v si v <g u pour un 5 € ®*, auquel cas on dénote par () l’aréte en question.

Au passage, on peut calculer Ueffet des différences divisées sur 'anneau H*(G, Q) :

Lemme 3.3.27. ( [50], Corollary 7.3)
Pour h = (hy)w € H(G,Q), on a

hw - hwsi

—w(ey)

(Ai<h))'w =
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Démonstration. Par le Théoréme(3.3.25) on peut choisir f(¢,x) € Qw/t, z] tel que f(t,w1(t)) =
t(f(t,x)) = hy(t). Alors, par on a

(Ai(h)w = (A (L, 2)) = 0 (f(t,a:) — f(t, Si(x))>

—a;(x)

fltw (1) = St 5w (1) Tp(t) = Pus, (1)
—a;(w=(1)) —w(ai)(t)

O

On obtient ainsi une description purement combinatoire de H}(K/T), en termes de
graphe. Notons que, comme pour la présentation de Borel, la présentation de GKM pré-
sente I'avantage de décrire la multiplication dans Hi5(K/T) : ¢’est la multiplication terme a
terme dans @, Q[t]. Cependant, on perd 1a encore le lien avec les classes de Schubert X, ;
bien que 'on visualise mieux la situation qu’avec 'approche de Borel. Un algorithme per-
mettant de passer de Schubert & GKM et réciproquement donnerait une deuxiéme solution
au probléme des constantes de structure. C’est ce que nous allons inspecter maintenant.

3.4 Algorithmes de conversion

Avant de présenter les algorithmes proprement dis, nous allons donner quelques résultats
techniques concernant 'action du groupe de Weyl sur H;.(K/T) et, plus particuliérement,
sur les classes de Schubert. Tout d’abord, on a le lemme trivial suivant :

Lemme 3.4.1. (Formule de Leibniz, [49], Lemma 5.3)
Pour f,g € Qwlt, x|, on a

Az‘(f(ta x)Q(ta $)) = Az(f(tv x)).g(t? $) + f(t, Si<x))Ai(g(t7I))a

1.6

Ai(fg) = (Aif)g + si(f)Ai(g).

Lemme 3.4.2. ( [49], Lemma 5.1)
Si w; € Q?[t] désigne le i°™ poids fondamental, alors on a

68i(t7 I) = Wl(t) - wl(‘r)
Démonstration. Par définition, puisque s; est une réflexion simple, on a S, (t,x) = oy, (z) —
0s,(t). Pour conclure, il reste donc a montrer que o,, = —w;. Rappelons que 'on a, pour
j 7é i, si(wj) =Wy et si(wi) = W; — Oy, d’ou
-1 si 1=
Ai(w;) =—06;; = .o
j(wi) 0i;j { 0 si i#j
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De plus, comme &,,(0,z) = o,(x), par [3.3.13 et [3.3.22] il vient

1 si 1=y
84(0:) = A,(8.(0,) = 4,(©.)(0.0) = A,(x)0.0) =0, = { o 5 17
Ainsi, on a Aj(0,, +w;) = 0 pour tout j, ce qui entraine s;(05, +w;) = 05, +w;. Autrement dit,
o5, +w; est W-invariant. Or, comme oy, () +w;(t) € Q*[t] = HZ(pt) est sans terme constant,
c’est une forme linéaire sur hh et comme les poids fondamentaux forment une base de h*, on
peut trouver des \; € C tels que oy, +w; = >, Ajw;. Il vient finalement

Vi, o5 +w; = sj(0s; +w;) Z ks (wg) Z Akwr + A ( a;) = (o, +w;i) — Aja;.
k#j
Donc, A; = 0 pour tout j et on obtient bien oy, +w; = 0. O

Proposition 3.4.3. (Formule de Chevalley, [49|, Proposition 5.2)

On a 3
y Wi —
6,6, = Z 2<<5 5>> Sus, + (wilt) —wi(w™ (1)) S,
Bedt ; Wwsg)=l(w)+1 ’
Démonstration. Pour un mot réduit v = s;, ---s;,, et L C {1,...,1(v)}, on définit un sous-

mot v” de v par

L _ i & i) . |0 s ojé¢L
v —Sillsi;'usil(v) ou Gj—]lL—{ 1 si ]GL
Soit aussi ¢
A; si jéL
/ [p— N R
AL = i 01010 Gy, Ol i, = { s, s jel
J

Soit encore

oW = Z AV

Lc{1,..l(v)} ; vi=w

En itérant la formule de Leibniz [3.4.1] on a
A (6,6, (L 1) = ©7(6,)(t,t) = P(6,)(t, 1)

et, par la formule de Newton [3.3.23] il vient alors

= BU(&.) (L. 1) - &t x).

v>w

Donc ici,

6,6y =Y ¥ (wi(t) — wi(x))(t,t) - Sy (t,x).
v>w
Pour des raisons de degré, ®y(w;(t) — wi(z))(t,t) s’annule sauf si v = w ou I(v) = l(w) + 1
En effet, Si [(v) > l(w) + 2, dans vF = s slz(li’;) = w,onai#j € {l,...0(v)}
tels que i,7 ¢ L; donc au-moins deux opérateurs A; apparaissent dans A} et comme les

105



différences divisées simples diminuent le degré par 2 et comme deg(w;) = 2, on doit avoir
A ((wi(t) — wi(z))(t, t) = 0 et donc DY (w;(t) — w;(x))(,t) = 0. Ensuite, pour v = w, on a

Py (wi(t) — wi(@)) (8 1) = (wilt) — wiw™ (2)))(t,1) = wi(t) — wi(w™ (1))

et, pour [(v) = l(w) + 1, on peut écrire v = wsg pour un § € ¢+. Par la condition d’échange
3.3.17, on a alors

B (wi(t) — wilx)) (¢, 1) = wi(t) — wi(x) — (wi(t) — wi(sp(x))) 2(5,%)

d’ou le résultat. ]
Proposition 3.4.4. ( |51], Proposition 3.3)
1. Ona
Si-Xw = Xw B IU(OéZ)( ) ws; ZB€<I>+ ; Wwsisg)=l(w) Q%stisﬁ st l(ws ) = l(?,U) 1
Xy st l(ws;) = l(w) +

2. Dans la présentation de Borel, W agit sur le facteur de droite de R @pw R par la
représentation standard (i.e. W agit sur les variables du facteur de droite),
3. Pour h € H*(G,Q), on a
(woh)y = hyy.

Démonstration. 1. Par|3.3.13] si [(ws;) = I(w) — 1, alors on a

$i Xy = Xy + () Xys, - (15)
Par la formule de Chevalley il vient
(wi(t) —wi(2))6, = 64,6, = Z Q%GWB + (wi(t) — wi(w™ (1)) G,
B lwsg)=l(w)+1 ’
d’ou
wi ()G (t, ) = w(w;) ()G, — XB: 2%61@,
donc
i (2)8 (1, 1) = w(a) ()G, — ; 2%%%
et donc
Oéi(l').)(w = Xu) 22 a“ ws[;

B
et, combiner ceci avec (15 donne le résultat.

2. C’est la définition.

3. Clest facile & voir : si h = *(f(¢,x)), alors on calcule
how = 1 (F(t,2)) = f(t, (0w) (1) = f(t, w07 (1))
= (f(tw™ (@) = ((f(tw™ (@) = (wo " (f(t,2)))s = (wo h),.

Passons maintenant & la conversion :
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3.4.1 Borel — GKM

Le probléme est le suivant :

Etant donné f(t,7) € Quwlt,x], trouver une famille b = (hy,)yew € H*(G,Q) qui repré-
sente la classe de f(t,x).

Définissons ev(f(t,x)) = f(t,t), i.e.
ev @ Q[t,x] — QI

ti7 Z; — t;

Alors, on a par
te(f(t, ) = ev(f(t, )
et

vou =1,.
On obtient alors, avec le point 3. de |3.4.4]

Théoréme 3.4.5. ( [51], Proposition 3.5)
La suite (evouv(f(t,x)))vew € H*(G,Q) représente la méme classe que f(t,x).

3.4.2 Schubert — Borel

On se pose la question suivante :

Trouver &, € H*(Br) @y+pyyw H*(Br) = R ®@pw R représentant la classe de Schubert
équivariante X,,.
Ce probléme a déja été résolu par le Théoréme |3.3.22] C’est-a-dire que 1'on prend
I(w)

Sult,r) =) Y (D o (t)ou(t) 0w (0w (1) = 0w, (@)

k=1 (w1,...;wy) € Pk (w)

ou
Pyp(w) = {(wi, . ywg) 5 wi =85, 855 ey W =85, Sy LS gy < g, <o < i, < l(w)}
et 1
Owy = m H (_6)7 Ow = Aw*lwoo-wo-
Bea+

3.4.3 Schubert — GKM

Le but ici est :
Trouver h = (hy)vew € H*(G, Q) représentant X,.

Celui-ci est atteint avec le résultat suivant :
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Théoréme 3.4.6. (Formule de Billey, [51], Theorem 3.9 et [49], Corollary 4.11)
Soit v =3y --- Siy,y Un mot réduit. Posons
Qu(w) == {1, diw))s 1 <1 <o <Jiw) <UW) 5 iy, 80y, = w}
Alors, Uimage de X, par la localisation est déterminée par
ho = 13 (Xy) = Z Bj, - 'sz(ww ol B, = Si, - Sij, -1 (ajk)’

(J15-5J1(w) ) EQu (W)

Démonstration. Par la condition d’échange [3.3.17, on voit que le membre de droite est dans
I'anneau de GKM H*(G, Q). Comme Qu [t, z] ~ H*(G,Q), il existe g(t,x) € Qw[t, x] tel que
o (9(t,2)) = 20, w) Bir By - Alors, g(t, x) vérifie la condition de la seconde assertion de
B.3.21) d’ott g = ¢S, et on a c=1. O

3.4.4 GKM — Schubert

Le probléme est ici le suivant :

Etant donné un b = (hy)wew € H*(G,Q), trouver des d,, € Q[t] = H*(Br) tels que
> wew AwXy représente la méme classe que h.

D’apres [3.3.20] et [3.4.6], on a

et en combinant ceci avec [3.3.19| il vient

dw = Zde:(Aw(Xw)) = L: (Aw <Z dev>> = (Aw(h))e

Ainsi, on obtient le

Théoréme 3.4.7. ( [51], Proposition 3.11)
Une suite de polynomes h € H*(G,Q) représente la classe

S (A (h)e

weW

3.4.5 Borel — Schubert

La question est :

Etant donné f(t,z) € Qwlt, z], trouver des d,, € Q[t] = H*(Br) tels que >y dwXe
représente la méme classe que f(t,x).

On a encore

dy =t (Aw (Z dev>> = (Au((f(t,2))))e = tcAu(f(t, 7)) = ev(Bu(f)(E, 2)),

d’ou le
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Théoréme 3.4.8. ( [51], Proposition 3.13)
Un double polynome f(t,x) € Qwlt, z| représente la classe

D ev(Au(f) X

weW

Mentionnons en passant le lemme calculatoire pratique suivant, que nous avons en somme
déja démontré plus haut :

Lemme 3.4.9. ( [51], Lemma 3.14)
1. L’opérateur A, est Q[t]-linéaire.

2. On a la formule de Leibniz
Ai(fg) = Ai(f)g + si(f)Ai(g)-

3. St wj est un poids fondamental, alors
() ) Wi St 1=7
silws) { W,  si i#j
4. En particulier, en itérant la formule de Leibniz, on a
Ai(g(t, 2)wi(x)™) = g(t, 2) > (wi i) wi ()™,
k=1

0w g(t,x) est un polynome en les t; et les w;(x), pour j # i.

3.4.6 GKM — Borel

Ce probléme final peut se décrire ainsi :

Etant donné h = (h,)vew € H*(G,Q), trouver f(t,z) € Qw|t, z] qui représente la méme
classe que h.

Par ceci est équivalent au probléme d’interpolation suivant :
Trouver f(t,z) € Qwlt, z] tel que ev(v o f(t,z)) = h, pour tout v € W.

Bien-stir, une solution est de convertir A en une combinaison linéaire de classes de Schubert
X, en utilisant puis utiliser ensuite [3.3.22| pour transformer le résultat en un polynéme
f(t, z) dans la présentation de Borel. C’est le schéma que nous emploierons dans nos exemples.
Cependant cette méthode devient vite longue et coiteuse; et il n’existe en fait pas (a ce
jour) d’algorithme direct plus efficace pour résoudre ce probléme. Notons tout-de-méme que,
si G, est trouvé, alors on calcule les G, par G, = A -1, S, Malgré cela, le probléme de
détermination de G,,, est en général tres difficile...
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3.5 Pratique des algorithmes

Nous allons ici mettre en ceuvre les algorithmes vus plus haut dans une série d’exemples
précis. Comme nous le verrons, la connaissances du groupe et de son tore ne sont pas requises ;
on a seulement besoin de leur systéme de racines. Pour les descriptions des systémes de racines
que nous utiliserons, on renvoie le lecteur & |70], Chapter 18 et [35], Lecture 21. Pour ce qui
est des illustrations, on se référe également a [35).

K = SU(2)

On démarre avec un exemple quasiment trivial. Ici, on a

ei@ 0 1
Y (GRA

On peut ici décrire explicitement la variété de drapeaux : on a
K/T ~ CP! = ¢y U ey.

L’algebre de Lie de K est £ = su, et on a

t~{(z1,2) ER*; 2, + 2, =0}, h~ C*
Le systéme de racines de g = €€ = sl, et de type A, est donné par

¢ = {+a}, " =11 = {a},
oll @ = z; — z3 et on le représente par
—a<~—0—>q
Son diagramme de Dynkin est bien-entendu
e

La réflexion simple s := s, vérifie s(z1) = z3 et on a W = (s) = {e, s} ~ &,. De plus, on a
le poids fondamental w(z) = 21, ainsi que
Q['zla 22]

Hy(pt) = G+ 22) ~ Q[a,

et
@[t17 t27 X1, :CQ]

(ty +tg, 1 + T, bty — w129)
puisque H(pt)" ~ Q[z125]. Le graphe GKM est

QW [t, [L’} =

s
e
On a alors
1 _
Gs(t,x) = o5(x) — 0s(t) =t1 — 1, car o4(2) = 5(—04(2)) . 5 T
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Notons qu’au passage, on retrouve le fait que o5 + w = 0. Donnons-nous f(t,x) := titsx; €
Qw [t, z] dans la présentation de Borel. Déterminons I'écriture h de f dans la présentation de
GKM : par [3.4.5] on a h, = evouv(f(t,x)) pour v € W. Ici, on a h, = t3t5 et hy = t,t3, donc
h est donné par

tyt3

[0}

2ty

Exprimons ensuite h dans la base de Schubert. Par [3.4.7, il nous faut calculer les (A,(h)).
pour v € W. On a (A.(h)). = h. = t3t,. Ensuite, par [3.3.27]

 he — hy

= t1t27

et donc dans la présentation de Schubert, f s’écrit ¢3¢y + ¢, X,. Remarquons qu’ici, on a bien

(tita + 21 — z2) = titazy = f(t, 2),

Ty — Ty +ty —t tit
&ruﬁefﬁ%+n@(l 222 1)=;2

ou la derniére égalité est valable dans le quotient Qu[t,z]. On a une autre méthode pour
décomposer f dans la base de Schubert. D’aprés f représente la classe de ev(A.(f)) +
ev(A(f))S, et ici, on retrouve bien l'expression t3ty + t11,&,. Cherchons ensuite h €
H*(G,Q) représentant X;. D’aprés on doit prendre

he = 15(Xs) =0 et hy = 02(Xs) = a(t) =ty — ty,

e

ce qui donne pour h
to — 11

«

0
et cela convient puisque dans ’autre sens, on a en appliquant

he — hs

(Ae(h»e + (As(h))egs =

S, = 6;,.

K = SU(3)
Passons maintenant & un exemple un peu plus intéressant. Ici, on a T ~ (S')?, € = suz et
t={(21,20,23) ER®; 21 + 20 + 23 = 0}.
Le systéme de racines de g = sl3 et de type As, donné par

Q= ZzZ1 — 29, 6:: 29 — 23, CI):{:ta,:i:ﬁ,:I:(oz—l—ﬁ)}, q)+:{0é76701+6}, H:{Oé76},
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et représenté par

N/
/

—a—f -8

et on a son diagramme de Dynkin

°f

o e

Ensuite, si s, 1= (12) et sg := (23), alors on a
W = (54,58 | 55 =55 =(5a58)> = 1) = (50,58 | 52 =55 =1, SaSsSa = 5p5a5s) ~ &g,

cette derniére présentation permettant de voir W comme un groupe de Coxeter. Celui-ci agit
de fagon naturelle sur t* par

Sal(21) = 29 sg(z1) = =1
Sa(z2) =21 et sg(z2) = 23
Sal(23) = 23 sp(z3) = 22

et I’élément le plus long est wy = s,555,. Ensuite, on a

R= Hilpt) = o5 = gla. g
et
RY = Qlea, es], oft ey = 212 + 2023 + 2123, €3 = 212223.
Alinsi,

Hy(K/T) = Qult, 2] = Ropw R
~ Q[t1>t27t3axl7$2y$3]
o (tl + tQ + t3, 1+ X9 + 3, tltz + tglfg + t1t3 — X1X9 — XXz — 13, t1t2t3 — ZE13§22U3)
et le graphe GKM est donné par

505854

SaSp o SBSa

N

e

a+p a+p

Sa

Calculons ensuite les polynomes de Schubert o,,. On a bien-sir o.(z) = 1. Ensuite, on a la
formule )
T (e = (2l —oeles =),




On peut alors calculer, en utilisant [3.3.4]

T3 — Tg)(T3 — T
Tsasg <‘T> = A(Sasﬁ)71w00w0 = Asgsasas[gsa()'wo = Asa()'wo = ( )( )’

3
puis
(w2 — @1) (w5 — 1)
Osp50(T) = D00y = 3 .
On peut alors continuer en écrivant
To + T3 — 211
Osq (ZE) - ASQSQSBSQO-U)O - ASﬁ o Asao-wo - ASﬁUSQSﬁ = = —I1

3

et
2[E3 — 1 — X2

3

O-SB(','C> = ASQ o ASBO-U)O - Asao-sﬁsa == = x3‘
Au passage, puisque les poids fondamentaux sont donnés par
wa(z) =71 et ws(r) = —a3,

on retrouve encore o, + w, = 0 pour v € II. Calculons ensuite quelques polynomes de
Schubert équivariants. On a &, = 1. Ensuite, par [3.4.2] on a

G, (t,7) = wa(t) —wa(z) =t — 71, et G, (t,7) = wp(t) —ws(r) = x5 — 3.
Ensuite, pour appliquer |3.3.22] on calcule
Pi(sasg) = {(sasp)} et Pa(sasp) = {(sa,55)},
puis

r3 — 13

Gy (t, ) = = (05,55 (t) =055 ()05, () (0, (t) =0, (7)) = ;(xlxg—tltg)—i- (3t1+t3+x3).

De méme, on a
2 _ 42
Ty — 1

3

2
Syys, (b, ) = g([[‘gl’g — tot3) + t1(x3 — t3) +
De la méme maniére, on a
(wo) = {(sa585a)} = {(wo)}

Puwo) = {
P2(w0) = {<3a5,37 304)? (Sa’ Sﬁsa)’ (855047 85)7 (Sﬁv 3045,3)}
PS(wO) = {<Sa7 58, Sa)? (Sﬁv Sas Sﬁ)}

d’ou
Gup(t, ) = — (0w (t) — Tw,()) + Osasg (t)(0s (t) — 05, (7)) + 0, (t)(O'Sgs@ (t) — Osgsa (7))
+0s, (t)(USaSg (t) — Osasp (z)) + Osgsa (t) (Usa (t) — Osg (7))
—Os, (t)USg (t) (05, (t) — 05, (7)) — Osg (t)os, (1) (‘75,3 (t) — Osg (7))
= —t? — l’%l‘g + tﬂfgl’l + tll‘% + t1t2t3 - tgl’lfL’Q — t%l’g + tltgl‘l + tﬂfg - tltgl’g.

Donnons-nous maintenant un représentant polynémial d'une classe de cohomologie, dans
la présentation de Borel :
f(t,x) ;== tiz129 € Qut, x],
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puis convertissons-le dans les deux autres présentations. Commencons par celle de GKM. Par
le Théoréme h = h(hy)vew € H*(G,Q) est donné par h, = ev o v(f(t,x)). Ici, on a

immeédiatement
he = f(t,t) = tita, hy, = f(t1,ta, t3, 10,81, t3) = tita, hs, = tits,

h

La représentation graphique de h = (h,), est alors

= titats, heys, = tits, Py = Nsysys, = titals.

SaS[j sﬁsa

t1tats

e

t1t2t3 t%t?)

2ty

N

On peut aussi déterminer la présentation de Schubert de f(¢, x). Nous allons le faire de deux
fagons.

Commencons par décomposer f en combinaison Qlty, o, t3]-linéaire de classes de Schubert en
utilisant sa présentation de Borel. Par le Théoréme la classe de f est représentée par

Y w €V (AL (f)) Xy Ici, on a

13t3

\/\/

2ty

t1x122 — L1222 tix1r2 — L1123

—0, A, (f)) = = —tizy,

To — I T3 — T2

Asass (f) =t A85sa(f) =0, Ay (f) =0

Ac(f) =1, As.(f))

et on trouve alors

ﬂaxy:mwAJﬂ)+eWA%(ﬂynﬁ+eWA%%Qﬂynﬁﬁ:tﬁQ—ﬁk%+¢ynwﬂ

On peut retrouver cette formule en utilisant la présentation de GKM. D’aprés [3.4.7], h €
H*(G,Q) représente la classe ) (A (h))eX,. On calcule alors

(Bl = he = o, (A, (). = "0 <0, (), = " = 2
As e As s
(A8a85(h))e = ( B(h)) ( B(h» - = t1, (ASgsa(h))e = (Awo(h>>e =0

et on retrouve bien que f = 3ty — 13X, + 11X, -

Reprenons le polynome double de Schubert
[t z) =tit, — X, + 11 Xy s,

Convertissons-le dans la présentation GKM. D’aprés [3.4.6, pour une écriture réduite v =
Siy " Siy,ys ON doit calculer

hy = Z le e 'sz(ww ou Bjk = Siyp Si,ik—1(aik)
Qv (w)
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On a évidemment que X, = 1 est envoyé sur

N

1 1

N

1

Calculons h(&X,) (on a pris ici des notations évidentes). On a
Qe(sp) = Qsals8) =0, Qsy(s5) = {(1)},
Qsasﬁ(sﬁ) - {(2)}7 Qsﬁsa(sﬁ) = {(1>}’ Qw()(S,B) - {<1)7 (3)}7

he = hsa = 0, hsﬂ = tg—tg, hsasﬂ = tl —tg, hS[jSa = tg—t3, hwo = a(t)—l—sasﬁ(oz)(t) = tl —tg
et donc h(X,,) est donné par

ty —t3

IR

tl—tg t2_t3

=Tl
7

Qe(sasﬁ) = Qsa<5asﬁ) = Q33(5a5ﬂ> = QsBsa (Sa5,8> = (Z)a
@sass(sass) = {(1,2)}, Quy(sass) ={(1,2)}
et donc h(X,s,) est donné par

Ensuite, on a

(ty — to)(t1 — t3)

— | >

(t; — to) ><<(‘)
\O/
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On obtient alors une représentation de o*(tity + 11X, — tiX,)
3ty - t2(t1 — t3) + t1(t1 —t2)(t1 — t3)
2t < 2ty 13(t — t3) 2 —ty)  talts —t2)(tr — t3) > 0
tita 2t 0 > to — t3) 0 <<> 0
\ | / \ | / 0
tits

= 1tat3

/

titots 215

2ty

N

et on retrouve bien la forme vue plus haut.

Convertissons maintenant notre combinaison linéaire de classes de Schubert en un poly-
nome dans la présentation de Borel. Par [3.3.22] la classe X, est représentée par le polynome
Sy (t, z). Rappelons que 'on a

13t3

AV

T3 —t1
3 3(3t1 + I3 +t3).

2
G (t,r) =1, &y, (t,x) = 23 —t3, Gy 4, (t, 1) = g(wle — tyta) +

On obtient alors

2 2 t2t2 2 T3 —t3
t16€ - tlesﬁ + t168a5[3 — 3 + 3t1$1$2 + 3

(I’gtl + t1t3> =...= tll‘ll’g = f(t,[E),
qui est bien le polynome duquel nous somme partis.

Remarque 3.5.1. Dans [51], on renverse le signe des racines, i.e. « = z5 — 21 et § = 23 — 2».
Notons également que, dans le cas particulier du type A,, on peut simplifier les polyndémes
de Schubert o, en utilisant les polyndomes de Lascouz-Schitzenberger (cf [49], Remark 4.4).
Ici, ils sont donnés par (en prenant la convention de Kaji pour les racines)

_ _ _ _ _ _ _ 2 _ .2
Oc = 17 Osq = T1 = —Wa, 0—35 = —I3 = —Wg, 0—5055 = X122, 035sa =T, Oyy = T2

et on a alors
66:17 GSQ :xl_t17 653 :tg—ﬂjg

Gsp = (11 — 1) (2 — 1), Gyps, = (21 — t1) (11 — t2), Guy = (w1 — 1) (21 — t2) (22 — t1).

On retrouve alors plus rapidement le fait que
tll’lxg = t?tg + t%65ﬁ + tIGSQSﬁ'
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K = SO(5)

Examinons un autre exemple, dans lequel le systéme de racines est de type Bs. Prenons
K = 50(5) avec

cosf); —sinb,
sinf; cosb;
T = cosfy —sinfy , 01,0, €R 3 ~ (S1)?
sinfl, cosf,

—_

de telle sorte que

G=S505C)=d MeGLs(C); M| » |m=[
1 1

et que
g = s0;5(C).

Cette algébre est de dimension 10, de rang 2 et on a le systéme de racines
O = {tury, £xp, k1 £ 25}, 7 = {xy, 20, 21 22} = {a, B, a+ 5,200+ }, II = {x1 — x3, 22}

représenté par

B a+f 20+ 8
— .<a
-8  —a-f B

oll on a posé a := xo, et B := x1 — T5. Son diagramme de Dynkin est alors
ae——e [
Le groupe de Weyl est donné par
W = (Z/27)* x &,

ol G, agit de fagon évidente sur (Z/27)?. &, agit sur ® en échangeant x; et zy; et (Z/27)?
agit en changeant le signe des variables. Ainsi, en notant Gy = {e, s := (12)}, s, := (0,0) - s
et sg:=(0,1)-e=(0,1), on obtient

W ={(0,0),(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)s,(1,1)s,(1,0)s, (0,1)s}

= {e, (sﬁsa)2 = (5455)% =: wo, S85aS8s Sas SBs SaSBSas SASas SaS}

et on a la présentation
W = <sa,sﬁ | 82 = s% = (sa8p)" = 1> = <sa, sp | 82 = s% =1,(5453)° = (353a)2> ~ Dy.
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Ce groupe W agit sur les variables d’abord en les permutant, puis en changeant leur signe.
Les poids fondamentaux sont donnés par

T+ X9
2

Wa = T1, Wg=

On a ensuite

0O 1 0 0 O
s« 0 0 0 O
t = 0 0 0 0 0 |ety~{(n,my,13,14) €R; 21 + 24 =19 + 13},
0 0 0 0 a4
0O 0 0 23 O
d’ou o ]
21,2, 23, %4
R := Hi(pt) ~ ~ Qlz1, 22] ~ Qla,
7(pt) G & 70,7 + 25) Ql21, 2] ~ Qev, I]
et

RY = Qley, eq], ot e; =: 22 + 22, ey := (2129)%
On obtient alors
Hi(K/T) = Qwlt,r] ~ R@gw R
@[t17t27t3,t4,$1,$27$3,x4]

(ty + ta, to + t3, 01 + T4, 0o + T3, 13 + 13 — 22 — 22, (t112)? — (2172)?)

~ @[tlat%g:l)xQ]

B (t% -+ t% — ZE% — l‘%, (tth)Q — ($1$2)2) '
Ensuite, comme 5,535 = Ss,(8) = Sg+2a €l 55453 = Ss5(a) = Satfs le graphe GKM est
donné par

~

(3a35)2

Le top polynome de Schubert est donné par

_ () (=m) (o a0) (=21 — 2p)  3aa(31 + 7o) (21 — 25)

Two 8 8

et on a

x1(z1 + x2) (22 — 1)
4 ]

—IL'l.l’Q(l'l + ZL’Q)

4

» Osgsasg — Asao'wo =

a - pr— =
Osnsgsa = DssOug

puis
a3 x1(x1 + 29)

O-sasE - ASQS@U’LUO - ?7 asBsa - ASHSQUwO - 9
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puis
T + T2

= AsasBsaawo = —T1 = —Wwg, Os, = A5ﬁ5a550w0 = - 9 = —Wq-

055

On a aussi

ti+to—21—2
Sy (1) = wp(t) — ws(w) =t — 21, 4, (1) = walt) — wal(w) = —— 2 —.

Donnons-nous un polynome f(t,z) := t,7,% + 2z, € Q[t, z] représentant la classe f €
Qwlt, ] dans la présentation de Borel. Calculons sa présentation de GKM. On a h, =
evouv(f(t,x)), ce qui donne ici

he =10+ 13, hy, =17 — 13, hy, = 26113, hy,s, = 20115, hyys, =0,
h’sasﬁsa =0, hsﬁsasﬁ = t? + t%a by = tzl)) - t%

et on obtient la représentation de h = v*(f) :

3+ t3

Sil’on veut déterminer sa présentation de Schubert, il nous faut expliciter la somme ) ev(A,(f))X.
Ici, on calcule

. tlx% + t%.fQ — tl.CE% + t%ﬂfg

Ac(f) = f, A (f) = =25, A, (f) = —ta(a1 + 22) + 13,

Asa&s(f) = 21y, A363a<f) = ASB(_th) =0, ASaSgsa (f) = A838a85(f) = Aw()(f) =0,
d’ou _
Flt,x) =1+ 15 — 265X, + (15 — 1] — tita) Xy, + 201X, s,

De plus, si 'on calcule

(21 —t1)(21 — ta)

Gsasm (t,x) = _(Usasa (t) — Osasgs (z)) + 0, (t)(asa (t) — Osg (z)) = 9 )

alors on retrouve bien
£+ 15 — 2656, + (15 — 1] — tit2) S, + 2685, =

t1+ta— 21 — 29

ti+t5—2t5 +(t3—t]—tity) (t1—x1)+t1 (21— 1) (21 —t2) = tama+t12] = f(t, 7).
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Enfin, si 'on se donne la classe de cohomologie équivariante donnée par la présentation de
GKM ci-dessus, i.e.

£ — 13

t+t5

et qu’on veut retrouver la présentation de Schubert, on doit calculer > (A, (h)).X,. Ici, on
a

he — h he —h

(Ae(h))e =he = ti’—l—tg, (Asa<h))e = _—asa = _2t§7 (ASB(h))e = _—68[3 = t% _t%_tlt%
(Asasﬁ (h))e _ (ASg(h))e :OEASg(h))Sa = 214, (A55sa (h))e _ (Asa (h))e :ﬁ(Asa(h))sﬁ _0,
(Asasssa(h))e = (ASBSng(h))e = (Awo(h))e = 07

donc

h(t,x) =1t} + 5 — 265X, + (15 — 1] — tit2) Xy, + 201 X,

Sasg)

qui est bien 'expression que l'on attendait, vus les calculs menés plus haut.

On peut aussi prendre pour exemple supplémentaire g(t, z) := t; +x; dans la présentation
de Borel et montrer que ses présentations de Schubert et GKM sont respectivement données
par

g(t, ) =t + 1 =2t — &,

et

Notons ici que 'on peut établir & la main directement que g = 2¢; — X, puisque &, = t; —1.
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K =Gy

A présent, penchons-nous sur un cas spécial : celui du type exceptionnel G5. Le but de cet
exemple est d’illustrer un fait présenté par Howard Hiller (voir [38]) dans le cas classique, ainsi
que par Kaji (voir [49]) dans le cas équivariant ; & savoir que la structure de la cohomologie
H:(K/T,Q) ne dépend que du systéme de racines ® de I'algébre de Lie complexifiée g = €°,
et non du groupe de Lie lui-méme. Nous allons ici déterminer la cohomologie H7(Ga/T')
et y effectuer des calculs sans avoir besoin de décrire GGy ni son algébre de Lie go. Signalons
seulement que Palgébre de Lie gs existe (on peut la construire explicitement comme dans |35,
Lecture 22, ou abstraitement en utilisant le théoréme de Serre, comme dans [45], Sections 18.3
et 18.4). De plus, il existe un groupe de Lie simple compact, connexe et simplement connexe,
de dimension 14 et de rang 2, d’algébre de Lie go, résultat difficile que nous admettrons.
Mentionnons cependant qu’il existe une construction un peu ad hoc mais tres jolie de ce
groupe dans [11], §3, Theorem 1. L’idée est de considérer un R-espace vectoriel V' de dimension
7, dont on fixe une base (ey,...,e7), on prend (g!,...,e") sa base duale. Pour 0 < i,5,k < 7,
on note €% := et Al Ak € A\ V* et on pose

(= 123 4 G145 | 16T | 246 25T _ 34T _ 356
Dans ce contexte, on définit
Gy :={g9 € GL(V) ; g*(¢) = ¢},

puis on montre que ce groupe matriciel remplit les conditions annoncées.

Revenons a notre exemple et notons g := go. Si h = € est son algébre de Cartan, on a
(cf [70], Chapter 18)

t {(61,6,8) R’ G+ &+ & =0}

Le systéme de racines de gy est donné par
b = {:E(El — 62), :|:(€1 — 63), :l:(GQ — 63), :i:(261 — €9 — 63), :i:(262 — €1 — 63), :i:(263 — €1 — 62)}
et, en posant o :=€; — €y et f:= —2¢; + €9 + €3 = —3€7, on a

ot ={a,B,a+ B,2a + B,3a + B,3a + 28}, 1T = {a, 3}.
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Ce systéme peut se représenter dans le plan par

3a + 28

B a+ B 20 + B 3a+ 8

—3a —f —2a — —a—f —B

—3a — 28
et son diagramme de Dynkin est le suivant :
ae<——e [
Les poids fondamentaux sont donnés par
Wo = €3 — €2 =200+ 3, wg = 2e3 — €3 — €1 = 3€3 = 3a + 20.

Si Dg = (o,w | 0% = w® = (ow)® = 1) est le groupe diédral d’ordre 12 (o désigne la réflexion
par rapport a I'axe des ordonnées et w est la rotation d’angle %’r), alors on peut poser s, := o
et sg:= 0% = wow™! et obtenir une présentation du groupe de Weyl

W =(0,0%) = (Sa. 55 | 52 =55 = (5a53)° = 1)

= (Sa,55 | 52 =55 =1,(sa58)> = (s384)") ~ D,
)3

I’élément le plus long étant wy = (s,85)° = (spsa)?. L’action de W sur ® est donnée par les

relations
{ Se(@) = —a { sgla) =a+p
Sa(0) = 30+ 3 sp(B) = =6
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et de celles-ci, on tire les formules donnant 'action de W sur H7.(pt)

Sal€1) = € sgler) = —€
Sal(€2) = € sg(€2) = —¢€3
Sa(Eg) — €3 85(63) — —€9
Ensuite, on a
Q[Zb 225 23]

R:= H*(B ~ = =
( T’Q) (Zl +ZQ+23)

et

Q[t17t27t3ax17$27x3]
(t1+t2+t3, T+ To + X3, P(t) —P(ZE), Pe RW)

H;p(G2/T,Q) ~ R®pw R~

On peut maintenant construire le graphe GKM de ¢

wo (5055)%5q

(8850)55

(885a)° (5a58)°
585453 SaSBSa
585« SaSp

On peut ensuite calculer les polynémes de Schubert. On a

—(3z1) (21 — 22) (221 + 22)(3x2) (21 + 222) (321 + 3x2)
12

Tuwo(T) =

4
On calcule alors

9
= Sy @ (w1 + 29)% (w9 — 21) (21 + 219) = 1551332.’]33(371 — 29)(x3 — 1) (3 — 2).

Ay, Ouy = —§I1l’2$3($3 - 902)@3 - $1), Asﬁsa%}o = §$1I2$3(I3 - I2>7

9
Asa353a0w0 = —§$1.CL’2I‘3, A(55504)20-1120 = _31;23737 As&(5,35’0‘)20-100 = —3I3
d’ou l'on tire
O'SB(JT) = Asﬁwoawo = Asﬂ(sﬂsa)go—w() = ASQ(S;;SQPUUJO = —31’3 = —W5($).

On voit de méme que 0,, = —w,. On en tire un expression des polynéomes de Schubert
équivariants

S, (t,7) = wa(t) —wa(x) = T2 — 23 — ta + 13, G, (1, 2) = wp(t) — wa(x) = 3(t3 — x3).
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Donnons-nous maintenant f(t,x) := t; + x; € Q[t,z] dans la présentation de Borel. Si
I’'on veut la présentation de Schubert, on calcule

_t1+x1—t1+x1 _2

tl +x — tl — X2
= = _17 ASg(f)
Ty — I1 3:El

ASa (f)

et on a

Vw e W s l(w) >2, Ay(f)=0.
On en déduit, en utilisant que f(t,x) représente la classe

_ 2
F=2+-X

3 sB_Xs

Notons que 'on a bien

2

2t1+3

65[3 —Gsa :2t1+2(t3—$3)—$2+$3+t2—t3 :tl—l—l’l :f(t,$).

Enfin, si I'on souhaite déterminer la présentation de GKM de £, on calcule h, = evouv(f(t, 7)) :

he = f(tat) = 2t17 hsa = tl + t27 hs, = Oa hsa85 = tl - t27 hSﬁsa - tl - t3>

Sg
hSaSﬁSa =t — s, hsBSQSB =t + s, h(sa35)2 =t + s, h(55$a)2 =t — to,
hsa(555a)2 =0, hSﬁ(SQSB)Q =11+ to, hwo = 2t

d’ot la représentation h = (hy), € H*(G,Q) de t*(f) :

t1 + 1o 2t 0
e "
t1 — 19
|
t + ts
|
t —ts
\0
De plus, on a
N T )t

et
Vw e W l(w) > 2, (Ay(h))e=0
et on retrouve bien que
_ 2

f(t, .’L‘) = 2t1 — Xsa -+ gXSﬂ.
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3.6 Constantes de structures

Rappelons le probléme : étant données deux classes de Schubert équivariantes X, et A,
il s’agit de trouver des polynomes cj ,(t) € Q[t] tels que

XX, =l (£) Xy (16)
weWw

Remarquons qu’évaluer cette équation en ¢ = 0 donne

XX, =) X,
weWw

et ceci donne les constantes de structures dans le cas classique. Ainsi, résoudre le probléme
dans le cas équivariant résout également le cas non-équivariant.

Nous sommes maintenant en mesure de résoudre ce probléme. En effet, si I’on veut calculer
un tel produit, on peut utiliser la méthode suivante : on convertit le membre de gauche de
dans la présentation de GKM ou de Borel, dans laquelle on calcule aisément le produit ;
puis on convertit le résultat dans la présentation de Schubert pour obtenir une combinaison
Q[t]-linéaire de classes de Schubert, donnant les constantes de structure ¢/, (t) € Q[t].

[llustrons cette méthode en reprenant les cas étudiés ci-dessus.

K = SU(2)

Calculons par exemple le produit XSQ. On a &4(t,x) = t; — ¥y = w9 — ty. Utilisons tout
d’abord la présentation de Borel. Posons f(t,z) := &% = (x5 — t5)? et calculons

(22 — t2)* — (11 — 13)?
To — X1

ev(Ac(f)) =0, ev(A(f)) =ev ( ) = ev(w) + 19 — 2ty) =t — to.

On obtient alors &2 = (t; — t5)S,. Ceci est vrai puisque
(t1 — 12)B(t, 1) = (t1 — to)(wg — to) = t1wg — tity — toxo +
= tl.’L‘Q — X1T9 — tQIEQ + t% = l’g(tl — xl) + tQ(tQ — .CL'Q) = (.CL'Q — t2)65 = 63

Utilisons ensuite la présentation de GKM. On a vu que h(X;) est donné par

t1 — to

«

0

donc la représentation de h(X?) = h(X,)? est

On calcule




et on retrouve bien
st - (tl - tQ)XS.

Remarquons que 'on retrouve ici la formule de Chevalley

K = SU(3)

Calculons ici X, &,. Utilisons Borel et posons f(t,7) := 6,,6,, = (t1 —x1)(23 —t3).
écrit

Asa(f) =3 —t3, A858a<f) = 17 Asﬁ(f) = (tl - xl)? A&ﬁ@(f) = 17 Awo(f) = 07
donc f(t,r) = G,,s; + G4, et donc
XSQXSB == XsasB + XsBsa-
On peut aussi utiliser GKM. On a vu que h(X;,) est donné par

1 —t3

N

t — 13 ty — 13

T
7

Ensuite, pour avoir h(X;,), on calcule
Qe(sa) = QSﬁ(SOé) = @7 Qsa(sa) = {(1)}a
Qsasg(soc) = {(1)}a Qsﬁsa(sa) = {(2)}7 Qwo(sa) = {(1)7 (3)}7

d’ou T'on tire
he = h55 = 0, hsa = = tl — tz, hsa55 = tl — tg, h55sa = sﬁ(a) = OJ—|—5 = tl —tg,
hy, = a+ sasp(a) =a+ =1 — 13

et on obtient alors I'expression de h(X,) :

ty —t3

PR

t1 —to b1 — 13

LT
7

0
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On effectue la multiplication dans H*(G, Q) et on obtient h := h(X,, &X,) :

(t —t3)?

\

(t1 — t2)(t1 — t3) (ta — t3)(t1 — t3)

V
/

Calculons

AW 1 (he —hoy
(@) = S L (e o)y
- (Asa (h))35 l hsg - h85sa .
(Asﬁsa(h))e - ﬂ - 6 (—_a —ﬁ ) =1
Ensuite, on a
(B () <A8a<h>>si; EA;MW —1
d’ou
(Awo(h))e _ (A55sa (h))e :a(AsBsaUL))sa -0

et donc, on retrouve bien

K = SO(5)

Calculons ici XSQB et posons f(t,z) = 6?6 = (t; —x1)% On utilise la présentation de Borel
et on écrit

Asa (f> - Asﬁsa (f) = Asa555a<f) - Awo(f) =0
Asg(f) = 2tl — I — T, Asasg (f) = 27 AsBsasg(f) = O

et on obtient donc f = (t; — £2)&,, + 26, et donc

ng - (tl - tZ)XSB + 2X3

asg”

Pour le vérifier, rappelons que I'on a &,,,, = WM)ZM, donc

(t1 — t2)656 + 26%5[} = (tl — tQ)(tl — 131) + (tl — 1‘1)(152 — $1) = (tl — 1'1)2 = 62 .




Calculons enfin X7 en utilisant Borel. On a &, = 3(t3 — x3), et soit f(t,7) == &7 =
9(t3 - ZE3)2. On a ici

Asa (f) = Asasa (f) = Asasﬂsa(f) = A(Sﬁsa)2<f) = Asa(85sa)2 (f) = Awo (f) =0,

(t3 — 1'3)2 — (t3 + I2>2
3.%1

AsBs&85 (f) = A(sassg)2 (f) = A85(8a35)2(f> =0.

Asg (f) =9 = 3(2t3 + a2 — x3)7 Asasg(f> =3,

On obtient donc ici
X7, = 2(ty + t3) X, + 34,

asg”

Bien que les algorithmes de conversion utilisés ici permettent de résoudre le probléme
des constantes de structure, cette méthode est loin d’étre optimale : le temps de calcul peut
exploser rapidement. Par exemple, si I’on veut étudier le cas du type exceptionnel K = FEj,
alors on a dim(Es/T") = 2l(wg) = 240 et avec nos définitions, le top polynome de Schubert
Ow, est de degré 120 et il faut donc composer deux-cents fois des différences divisées sur
0w, pour obtenir les polynomes de Schubert simples o,,. Nous allons voir ici, en guise de
conclusion, une méthode plus rapide et efficace que 'utilisation des différences divisées pour
calculer les o,,. On reprend les idées du §5 de [51].

Signalons tout d’abord que 'on peut utiliser la présentation de GKM. Plus précisément,
on utilise la triangularité supérieure suivante :

(X)) =0, Vp > w.

p

Ainsi, pour avoir ¢, on doit seulement calculer les

u,v?

b (Xu), (), L*(Xq)v Lo (Xu), (X)), L’T,U(Xw>7 Vp,g e W i p,qg <w.

P P P w w
En fait, en appliquant % & la formule et en utilisant la triangularité supérieure, on a
LZ}(‘XU)LZJ(XU) = Z Cz,v(t)LZ)(X - uv w + ZC’ZUL’U)
qeEW q<w

Puis, on trouve les ¢! | par induction sur q :

woo_ 1 * * q
Cupw = L (Xw) (Lw(Xu)Lw(XU) - Z Cyu vbw(‘){q)) :

q<w

Par exemple, pour K = SU(3), sil'on veut calculer X;, X, il nous faut les ¢ := ¢/ , (¢).
On a

X = (i) =0, = ¢ =0,
CSQLZX( SO‘) = L:a (XSQ)L:Q(XS,B) - CeL:a (Xe) = O :> Csa - 07
CSBL:/?(XSB) = L:ﬁ (Xsa)L:/g(XSB) - CGL; (Xe) =0 = ¢ = O,
CS&SBLS&SB (XSQSB) - L8a5B<X )L:aw (XSB) - CSﬁL:aSB(XSQ) - CSBL:aw(XsB) - Cel/:asﬂ (Xe)

De méme, on a
¢ = 1.
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Enfin, on a
0 (Xuy) = g (Ko )iy (Xoy) = D 0 (X)

w<wo
= [’:(U() (Xsoc)b’tvo (Xsﬁ)_csaSﬁL;ka (Xsasﬂ)_CSEsaL;kuo (Xsﬁsa)_csaL;kug(Xs )_CS,BL:UO (XS )_CeL*wo (Xe) = O

On retrouve alors la formule vue plus haut
XsaX55 == Xsaslg + X55sa'

Nous n’irons pas plus loin dans cette direction. On va plutot décrire une méthode encore
plus rapide, utilisant la présentation de Borel.

Le Théoréme permet des calculs rapides, le probléme provient du Théoréme [3.3.22
Dans ce résultat, pour déterminer S,,, on doit calculer tous les o, pour v € W, a partir
de oy, en itérant des différences divisées. Cependant, on ne devrait avoir besoin que des

o, pour v < w. L’idée est la suivante : puisque les monomes de Q[zy,...,x,] engendrent
H*(K/T) = %, si on fixe un entier k, pour trouver les o, tels que [(v) = k, il suffit de

résoudre le systéme linéaire
xy = Z Ay(xg)oy, Ty € Qlxy,...,2,] est un mondéme de degré 2k (17)
l(v)=k
Une fois qu’on a obtenu o, on peut utiliser les relations
Op = Dy-140y, YU < w

et appliquer la formule de [3.3.22| pour déterminer &,,. Exploitons ceci sur nos exemples.
Pour K = SU(3), si I'on veut déterminer oy, et o,,, on résout le systéme linéaire

{ 1= Ay (21)00, + Ay (m)os, { T, = —0,, o { Oy, = —T
O-SB

Ty = A, (12)0s, + Ay, (12)0, Ty = O, Osg = T3
Ensuite,
T1To = Asaslg <x1$2)asa5g + As,@sOé (-771552)0—555@
xT1T3 = AsasB (x1$3)0-sa33 + AsBsa (.1311‘3)0333&
= T1T2 = Osqys4 = Osasg = :E;xQ
.%'11'3 = _O-Sas,ﬁ - 0-36504 O-Sﬂsoc — .Z'l
Et enfin,
2 2 2
T1T2 = Awo(5(71112)0-1110 = A&xsﬁs@ (x1172) = Astﬁ(_x1x2>o-wo = Asa (xl)a-wo = —Oyy
2
= Oy, = —T1T2.

Pour K = (G5, on procéde de méme :

T1T2 = Asasg (l’le)o-sasg + Asgsa (l‘le)O-sgsa PN O-sasg - 31’11‘2
Tol3 = Asa85 ($2x3)08085 + A85sa (xsz)O—Sﬁsa Us[gsa = —3$2$3

On peut ensuite écrire

o, = A

- sa(sas,g)QUwo = ASBO-SQSB = T2 — I3,
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ce qui est bien l'expression de o, trouvée plus haut avec les différences divisées. On peut
ensuite calculer

65(15[3 (t, 1}) = 3(.1'1.772 — tltg) + 3($2 — .1'3)(.]73 — tg)
68580 (t, SL’) = S(tgtg — .7}21'3) — 3t3(t2 — t3 — T2 + ZIJ3)

et on retrouve alors le fait que
2ty +13)6,, + 36,5, = (ts — 13)° = &

et donc que
2t + t3) Xy, +3Xs,5, = X2

On remarque alors immédiatement que cette méthode est bien plus rapide et efficace que
celle consistant a passer en Borel, effectuer la multiplication, puis revenir en Schubert. Du
fait de sa facilité de mise en ceuvre, cette méthode peut étre utilisée pour des systémes de
racines beaucoup plus grand que ceux étudiés jusqu’ici. Pour rendre compte de ceci, reprenons
I'exemple 5.1 de [51], concernant le cas du type exceptionnel Eg.

On admet l'existence d’un groupe de Lie compact connexe et simplement connexe K dont
lalgébre de Lie complexifiée ¢g est simple, de dimension 248 et de rang 8. Son diagramme de
Dynkin est le suivant :

a7 (0%] (671 O Qg (0% Qg

(&%)

Calculons X2, € Hi(Eg/T,Q). D’abord, on calcule des représentants polynomiaux de o,

5482

pour les sous-mots de s459, i.e. {54, 52, 5482} On a, via :
0s, = —00aq — 8y — 10ag — 150y — 125 — g — 67 — 3ag

0s, = —100; — 15a — 203 — 300y — 24 — 18ag — 12ai7 — B

2

Osysy = Ogq)

d’ou, par [3.3.22]
GCuysn(t,7) = — (05455 (1) = 045, (7)) + 05, (1) (0, (t) — 05, (7))

et donc
X52482 = Z AU(6§452)<t7t)XU

<5482

= 044(CV2+054)X3452 +(a2+a3+2a4)X535432 +(062—|—2CY4—|—O(5)X355452 +X51335452 +2X33353452 +X36553452 .
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Annexes

A Fibrations de Serre et suite exacte longue d’homotopie

Nous allons donner ici, sans démonstrations, quelques résultats importants concernant
les fibrations de Serre; notamment la suite exacte longue d’homotopie ainsi que les suites
spectrales de Leray-Serre. Etant donné que la construction de Borel, qui nous permet de
définir la cohomologie équivariante, utilise des techniques relatives aux espaces fibrés, ces
suites spectrales nous permettent d’obtenir des informations sur la (co)homologie de ces
fibrés. En particulier, nous en avons eu besoin pour montrer que la définition de la cohomologie
équivariante est consistante. Pour les preuves, nous renvoyons le lecteur a [29], ainsi qu’a [68].

Définition A.1. On dit qu'une application continue p : E — B a la propriété HLP;X

(homotopy lifting property), pour des espaces Y <%y X si, dés quon a une application fy :
Y = Eet f: X — B telles que pfy = fi, alors il existe f : X — F telle que fi = f; et
pf=1:

De plus, si p: E — B posséde la HLP;* pour toute paire d’espaces (X,Y), on dit que c’est
une fibration de Hurewicz.
Notation A.2. SiY < X, on pose I :=[0,1] et
J(X, Y) = (X X {0}) ny{o} (Y X I),
ainsi que

J" = J(I",0I") et J™:= J(B",S").

Proposition A.3. ( [29], 7.7)
On a des homéomorphismes de paires topologiques

(I"< I, 1" x0)~(I"xI,J") ~ (B"xI,J")~ (B"x I,B"x0).

Corollaire A.4. ( [29], 7.8 et 7.9)
On a
HLPLY] < HLPL*' < HLP; < HLP. !

On a aussi un cadre adapté aux CW-complexes :
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Corollaire A.5. ( [29], 7.10)
Si X est obtenu a partir de'Y par Uajout d’un nombre fini de cellules, alors on a
I xT XxTI
HLP..J, = HLPJ(§7y).
On en vient maintenant & la notion de fibration de Serre, qui est moins rigide que les

fibrations de Hurewicz mais qui conserve quelques bonnes propriétés de stabilité et de com-
portement homologique :

Définition A.6. On dit que p : E — B est une fibration de Serre si p posséde I'une des H L P
équivalentes du corollaire. En particulier, une fibration de Serre vérifie la HL Pﬁ;{fy) si
X est obtenu a partir de Y par 'ajout d’un nombre fini de cellules.

Remarque A.7. e Si p est une fibration de Serre, en prenant n = 0 et en considérant la
H LPI]:XXOI , on voit que p(FE) est réunion de composantes connexes par arcs, donc p est
surjective des que B est O-connexe.

e La fibration triviale B x F 25 B est une fibration de Serre; le relévement étant donné
par

f(ﬂfat) = (f($,t),pp(fo($70))).

e Le produit fibré d’une fibration de Serre est encore une fibration de Serre, c¢’est-a-dire
que la notion de fibration de Serre est stable par changement de base.

Nous en arrivons au point pratique (mais non trivial) suivant :

Théoréme A.8. ( [29], 7.13)
Tout espace fibré est une fibration de Serre.

Un des principaux intéréts des fibrations de Serre est de se comporter un peu comme une
"suite exacte courte" d’espaces topologiques ; induisant une suite exacte longue en homotopie.
Nous allons donner rapidement la construction du connectant et énoncer le résultat principal.
Soient p : E — B une fibration de Serre, by € B, F := p~(by) et ¢y € F. Construisons

§: (B, by) = mno1(F, ep).

Rappelons que le groupe d’homotopie 7,(X,z) d'un espace pointé (X, z) est donné par
I’ensemble
(X, 2) = (87, 1), (X, 2)] ~ [(I", 01"), (X, 2)),

muni de la loi

[y

INIA
— N

fog: (IO = (X,2) = (f+9)(ar,...,2,) ;:{ [ @, yan) ol

g2z — 1,29, ..., 2,) si

o= O

INIA
8 R

Soit donc [f] € m,(B, by) représenté par f : (I",0I") — (B,by). Ona J" ! = (1" x 0)U
(OI"! x I) C OI"™. Par relévement des homotopies, on a un diagramme

Jn—1 €o E
7

// p
7 3y

I"—— 1B
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Onalypa,y 1" = Eet by ,,(01"") = {eo} et soit f= Cpinryg (771017 —

(F,ep), ainsi que O[f] := [f] € m_1(F €p).

Ceci est bien défini car si on a une homotopie H : (I x I",I x 0I") — (B,by) avec
H(0,z) = f(x), H(1,2) = g(x) et H;xorm = bo, en partant de G(0, ) := (), G(1,2) 1= Ly
et G = eg sur les autres faces, on obtient G : J* — FE et

Jg—<¢ B

1
e
7 3y

IXITLT“B

et {1« est alors une homotopie entre fet g- Enfin, si f,g: (I"0I™) — (B, by) se relévent
en Uy et £y, alors f + g se reléve en {; + {,, donc 6([f + g]) = 6([f]) + 0([g]) et on obtient le
morphisme de groupes J voulu.

Remarque A.9. Sin =1, on a simplement une application § : m1(B, by) — mo(F, eq). Rappe-
lons qu’une suite d’ensembles pointés

(4.0) =~ (B,b) ="~ (C.c)
est dite exacte si g~ '(c) = f(B).
On en arrive au résultat fondamental suivant :
Théoréme A.10. ( [29], 7.14)

Sip: E — B est une fibration de Serre et si ['on note by € B, F = p~L(by), eg € F et
L: F'— E, alors on a une suite exacte longue d’homotopie

(L) ™ (p)
e g1 (B, by) = 1 (F €0) =% 71, (E, €) —2 100 (B, by) —2> 71 (F, €g) — - - -

o —>771<B,b0) —6>7To<F, 60) —>7To<E,€0) —>7T0<B, bo) .

Exemple A.11. Si B¢ est 'espace classifiant d’un groupe topologique G, alors on a
Vn > 2, m,(Bg) ~ m-1(G).
En outre, si G est connexe, alors Bg est simplement connexe.
Notons au passage le corollaire immeédiat suivant :

Corollaire A.12. Sip: E — B est un revétement, alors m,(p) : mo(E, o) — m,(B,bo) est
un tsomorphisme, pour n > 2.
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B La suite spectrale homologique de Serre

B.1 Préliminaire : la topologie compacte-ouverte

On va commencer par un peu de topologie générale. On va construire une topologie "cano-
nique" sur 'espace des fonctions continues définies sur un espace séparé localement compact,
a valeurs quelconques. Cette topologie nous permettra de trouver des homéomorphismes entre
espaces de fonctions, qui nous rendront possible le calcul de la limite de la suite de Serre.
Comme premiére référence sur le sujet, nous conseillons [29], Annexe, Exercice A.7.

Définition B.1. Soient X un espace topologique localement compact et Y un espace quel-
conque. Pour un compact K de X et un ouvert U de Y, on pose

(K,U):={feC(X,Y); f(K)C U}

Les ensembles (K,U) forment une prébase de topologie sur C(X,Y). Cette topologie est
appelée topologie compacte-ouverte.

Un des intéréts de cette topologie est le résultat suivant :

Proposition B.2. Soient X,Y des espaces localement compacts séparés et Z un espace
topologique quelconque. On muni les espaces de fonctions de la topologie compacte-ouverte et
on définit
©
C(X xY,Z) C(X,C(Y,2))
Y
ot

p(u) = (t = ult,—)), et (v) = ([t s) = v(t)(s)).

Alors, ¢ et 1) sont bien définies et sont des homéomorphismes réciproques l'un de ’autre.

Démonstration. 11 suffit de montrer que ¢ et ¢ sont bien définies et continues, puisque dans
ce cas on a clairement @ o) =id et Yoy =id. Soit v: X XY — Z et montrons que ¢(u) est
continue. Pour t € X, soit U := (K, U) un voisinage ouvert de ¢(u)(t) dans C(Y, Z). Pour
tout s € K, on a u(t,s) € U et il existe un produit d’ouverts V; x W, C X x Y tels que
u(Vo x Wy) CU. Ona K = e We = Ui <jen W, et soit V i= (0, Vi,. Alors, V est un

voisinage ouvert de ¢t dans X et on a u(V x K) C U et donc ¢(u)(V) C (K,U) et donc ¢(u)
est bien continue. Maintenant, 1)(v) est aussi continue. En effet; I’évaluation

ev : CY,Z)xY — Z

(f,z) = [flz)
est continue. Pour le voir, si 'on prend un voisinage ouvert U de f(x) dans Z, par locale
compacité de Y, il existe un voisinage compact de X dans Y tel que f(K) C U. Alors,

(K,U) x U est un ouvert du produit ci-dessus et on a ev((K,U) x U) C U, d’ou la continuité
de ev. Mais 1 (v) est alors la composée

XxY2ZLey,z)xY 27
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donc est continue. Ainsi, ¢ et 1 sont bien-définies et de plus, ¢ est continue car I’application
d’évaluation C(X x Y, Z) x X XY — Z est continue, donc aussi 'application C(X x Y, Z) x
X — C(Y,Z) (car on peut la voir comme une application ¢(u) en changeant les espaces)
et en répétant 'argument, on obtient la continuité de ¢. Enfin, les applications d’évaluation
evy : C(X,C(Y,Z)) x X = C(Y,Z) et evg : C(Y,Z) x Y — Z sont continues, donc aussi la
composée

ev1 X1id

C(X,C(Y,Z)) x X xY ClY,Z)xYy —= 7,

et on en déduit que v est continue, d’ott le résultat. O

Remarque B.3. Un autre intérét de cette topologie est que 'application

® : CY,Z)xC(X,Y) — C(X,2)
(9, f) = gof

est continue. En effet, en procédant comme dans la preuve précédente, la continuité de &
découle de celle de la composée

CY,Z)x C(X,Y) x X — & oV, Z) xY —2 - 7.

B.2 Homologie singuliére & coefficients dans un systéme local

On va commencer par définir ce que 'on entend par "systéme local" sur un espace to-
pologique, donner sans démonstration quelques propriétés des systémes locaux et construire
I’homologie d’un espace a coefficients dans un tel systéme. Pour les preuves, nous renvoyons
le lecteur & [43], section 2.2, dont l'exposé est excellent. Nous définirons enfin un systéme
local associé a une fibration de Serre. Cette notion permet de définir une homologie sur la
base d’une fibration de Serre, en tenant compte des fibres et du fait que la base n’est pas
forcément simplement connexe. On fixe pour l'instant un espace topologique X. Rappelons

que l'on a des applications "faces" sur les simplexes standards, pour tout n € N,

& =¢& At — A"
(t()?"'vtn—l) — (th"'7ti—1aO7ti7"'atn—l)

et que ces applications vérifient les relations

n+l n _ _n+l_n
i E;, =&, E,_1.

Vi<, € f ]

Définition B.4. On appelle systéme local sur X (en groupes abéliens), la donnée, pour tout
x € X d’un groupe abélien A, et pour tout 1-simplexe singulier v : A’ — X, d’un morphisme
de groupes 7, : Ao, — A, tels que, si v est constant, alors 7., est 'identité et, si h : A — X
est un 2-simplexe singulier, alors on a The,The, = The,. Un tel systéme sera noté A = {A,, 7, }.



Lemme B.5. ( [43], Lemma 2.2.2)
Siy et ' sont homotopes a extrémités fizes, alors 7, = 7.

Proposition B.6. ( [43]|, Proposition 2.2.3)
Pour tout v : A — X, 7., est un isomorphisme et on a 77’1 = Ty o0 7y est l'inverse de 7.

Remarque B.7. Rappelons que le groupoide fondamental TI(X) de X est la (petite) catégorie
dont les objets sont les points de X et dont les morphismes sont les classes d’homotopie des
chemins (& extrémités fixes). Du lemme et de la proposition précédents, on déduit que la
donné d’un systéme local sur X est équivalente & la donnée d’un foncteur II(X) — b.

Proposition B.8. ( [43|, Proposition 2.2.4)
Si X est simplement connexe, alors tout systeme local sur X est isomorphe au systéme
constant.

Notation B.9. Pour un simplexe singulier ¢ : A" — X et pour 1 < i < j < n, on pose
0; = o(e;) =: o(i) ainsi que 0;; : A' — A® 5 X ott A — A" est I'unique application affine
envoyant O et 1 sur e; et e; respectivement.

On peut maintenant définir 'homologie a coefficients dans un systéme local. Fixons donc
un systéme local A = {A,, 7.} : I[I(X) — Ab sur X. Posons C_;(X, A) := 0 ainsi que

Vi >0, Cyf = P A

o: A" —X

On va définir une différentielle 0,, : C,,(X, A) = C,,—1(X, A). On a

_J e st 1>0
(0&)0_{51 si 1=0

Si i > 0, posons
Uj - Aao - A(O’Ei)o — Cn—l(X7A)

et utilisons la propriété universelle du coproduit pour obtenir un triangle commutatif

f e

WX 4) = 5 = Cua (X, 4)

Si i = 0, on considére og; : Al = X et 7y, : Ay, — Ag, et on pose ug : Ay, -3 Aloeg)o =
Ay — Ch_1(X, A) et on obtient le triangle

f o

-->Ch1(X,A)

n

136



Enfin, on pose
n

O =Y (—1)0..
i=0
Un calcul facile mais un peu fastidieux donne alors

anflan = 07

donc (Cy(X, A),0) est un complexe de chaines.

Définition B.10. Soit A un systéme local sur X. On définit ’homologie de X a coefficients
dans A par
H.(X,A):= H,(C.(X,A),D).

Exemple B.11. Si A = Z est le systéme local constant égal & Z, alors on a H,(X,A) =
H.(X) est 'homologie singuliére usuelle de X.

On va maintenant examiner le cas d’une fibration de Serre. Plus précisément, on va
associer a toute fibration un systéme local qui nous donnera un systéme de coefficients adéquat
pour étudier les propriété homologiques de la fibration. Rappelons tout d’abord les deux
résultats techniques suivants :

Lemme B.12. Le produit fibré d’une fibration de Serre est encore une fibration de Serre.

Lemme B.13. ( [43], Lemma 2.2.10)
Sip: E — B est une fibration de Serre, si on a un pullback

E-F

J ]

/
et st g est une équivalence d’homotopie faible, alors f est aussi une équivalence faible.

Considérons donc p : E — B une fibration de Serre. Pour tout € B, on note F, :=
p~'(z). Fixons ¢ € N. On définit un systéme local A = H,(F) := {A,, 7,} sur B associé a la
fibration p est a l'entier q.

Soit A, := H,(F,) = H,(p~'(x),Z). Si v : A" — B est un l-simplexe singulier, considé-
rons le produit fibré

E,—F
| o ]
A' > B

de telle sorte que E, — A' soit une fibration de Serre. Aussi, on a deux produits fibrés

Fyoy—=E,<=— Fyq)

o]

{0} —— A —{1}
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Comme l'inclusion pt < A est une équivalence (faible) d’homotopie, les applications F,g) —
E, et F,1y — E, sont des équivalences faibles. D’aprés [39], Proposition 4.21, une équivalence
faible induit des isomorphismes en homologie (et en cohomologie), donc on a des isomor-
phismes H,(F,;)) — Hq(E,) pour i = 0, 1. On définit alors 7, par le diagramme commutatif
suivant

Hy(Fy0) — Hy(Ey) <— Hy(Fy))

A A

Ty

Y0 71

Clairement, si 7 est constant, on a 7, = id4, . Soit donc h : A% — B et montrons que
TheoThey = The,- Considérons encore
E,—F

On a des produits fibrés

{hO)}—B A E-B

et par la propriété universelle du produit fibré (qui débouche directement sur la proposition
2.1.7 de [43]), ils sont équivalents au produit fibré itéré

Fho)—— Epey, — E), E

leJLJ[p

{0} A2 A2 . p

et on a le triangle tautologique
Ej,

De méme, on considére

Al €1 AQ

et par la propriété universelle du produit fibré, on en tire un diagramme commutatif

Fho)
Ny VU

Flw >
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et on a ainsi un diagramme

t
Ey., ——E)

e

Fho) —> Ehe,

En reproduisant ce procédé, on obtient un grand diagramme

Fr2)

Fro) Ehe, Fha)

et par le lemme 3, les applications Fj; — Ej, et Ej., — Ej sont des équivalences faibles,
pour 2 = 0,1, 2. Donc toutes les applications en jeu dans le diagramme sont des équivalences
faibles et par définition de 7., on a bien

TheoThes = They -

Ainsi, A = H,(F) est bien un systéme local sur B. On a alors obtenu I’homologie de B &

coefficients dans H,(F), notée
H.(B, Hy(F)),

qui nous donnera exactement la seconde page de la suite spectrale de Serre.
Avant d’attaquer la construction, on a besoin d’un lemme technique :

Lemme B.14. ( [43], Proposition 2.1.5)
Si X est un espace topologique, alors les applications suivantes

X 4% canX) ca",X) & X
T = = () o — o(eo)

sont des équivalences d’homotopie, réciproques 'une de [’autre.

Démonstration. On a ji = idx et notons I := [0, 1]. Pour montrer que ji ~ idan_,x, il nous
faut trouver

H:C(A", X) x I = C(A™, X)

telle que H(0,0) = cy(e) et H(o,1) = o pour tout o : A" — X. Comme A" est compact,
cela revient a trouver

H:C(A", X)x A" x [ — X

139



telle que f[(a,s,O) = o(eg) et H(o,s,1) = o(s). Comme A" est contractile, il existe H’ :
A" x I — A" telle que H'(s,0) = eg et H'(s,1) = s et soit H(o,s,t) := o(H'(s,t)). H vérifie
ce que l'on veut et est continue car on a

neft

CA™", X) x A" x [

M/

C(A", X) x A"

X .

B.3 Suite de Serre : la construction de Dress

Nous en arrivons & la construction de la suite spectrale de Serre, qui permet d’approcher
I’homologie de I'espace total d’une fibration de Serre, a partir de celle de la base et des fibres.
Comme nous étudions le cas général (i.e. on ne suppose pas que la base est simplement
connexe), il nous faut considérer ’homologie & coefficients dans les systémes locaux associés
aux fibres. Plutot que la construction originale de Serre (voir [68]), nous avons choisi d’exposer
la construction donnée par Andreas Dress (voir [27]), qui consiste & associer a la fibration
considérée un bicomplexe, auquel sont attachées deux suites spectrales; I'une étant celle de
Serre et I’autre nous permettant de calculer la limite de la premiére. Comme nous le verrons,
cette approche rend aussi plus transparente la naturalité de la suite de Serre, par rapport a la
fibration. Une formulation plus précise du résultat de Serre serait donc d’affirmer I'existence
d’un foncteur spectral. Nous I’énoncerons sous cette forme plus tard.

Théoréme B.15. Soit f : E — B une fibration de Serre. Alors, il existe une suite spectrale
homologique de premier quadrant convergente

E;q = Hy(B, Hy(F)) = Hp14(E).

Démonstration. Pour p,q € N, posons pri : AP x A? — AP, ainsi que
Spg = (0pgsTp)s Opg 1 AP x AT - E 7, AP - B fo,,=Tpri},

i.e., S,, est constitué des couples (0,4, 7,) rendant commutatif le carré

AP x A1 7B

ol

AP . p

Définissons encore

Kpq =17 <8p,q> )

le groupe libre de base S,,. On obtient alors un objet bigradué¢ de premier quadrant K, ,,
sur lequel on définit les différentielles

({9&1 . Kpﬂ — ) ' Kp_qu .
(OpgsTp) — Zz‘:o(_l)l(ap,q(gf X idaa), Tyey)
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et
U .
ap,q : Kp,q - Kp,qfl

(OparTp) Z?:O(_l)pﬂ(ap,q(idAP x ), 7p)

On vérifie immédiatement que 'on a
(ah)2 — (av)Z — 8hav +avah — 0,

donc (K, .,d",0") est un bicomplexe de premier quadrant. D’apreés le théoréme fondamen-
tal sur les suites spectrales de bicomplexes (voir [73], section 5.6), on obtient deux suites
spectrales de premier quadrant convergentes (!E" 1d") et ({/E",11d") qui convergent vers
’homologie du complexe total Tot (K) = Tot ®(K) :

"B E] = Hpyyo(Tot (K,)).

p,q’

La suite de Serre est en fait la suite (! E™) associée a la filtration par colonnes. La suite (' E")
associée a la filtration par lignes nous servira juste a calculer H,(Tot (K)).

Cas de la suite ({/E") :
Par soucis de lisibilité, notons (E") := (! E"). Nous allons montrer que

Vn >0, H,(Tot(K)) = H,(E).

Fixons ¢ et faisons varier p. AP et A? sont (localement) compacts et d’aprés la Proposition
B.2] on a un homéomorphisme

C(A? x A% E) 5 C(AP,C(AY, E))

Opaq = Opq

oll G, 4(t) = (s + 0, 4(t, s)). Donc, dans le carré

AP x A1 TR

I

AP . p

on peut remplacer o, , par 7, ,. Plus précisément, considérons ¢, : B — C(A?, B) 'application
telle que ¢,(b) = (x + b) et formons le produit fibré

y D1
E " C(AY, E)

ml N Lf

B—">C(A", B)

Soit Ppq := C(AP, E}) et montrons que Spq ~ Ppq. Si (044,7,) € Spgq, Par propriété univer-
selle du produit fibré, on a un diagramme




et considérons les applications

Y
Spq 5 Pryg et Ppqg — NSp,q
(Upm Tp) = ¢ = (p1l,pal)

01‘11;17 : AP X A? — F est induit par p1£ : AP — C(AL E) (i.e. pif = ﬁ) On a potp = idp, , et
Yoy =1ids,,, donc ¢ est une bijection. En appliquant I'isomorphisme Z () : K, = Z (Ppq)
a la différentielle 0 on obtient, puisque @(p1l(e! x id), palel) = (e, un carré

ol
K. K,

P, p—1yg

| I

Z <Pp,q> —7Z <Pp71,q>

ot la fleche du bas est donnée par ¢ — > 7 (—1)"e?. Donc, on peut identifier chaque g¢-
ligne de K,, avec le complexe singulier de ;. Maintenant, comme B — C(AY% B) est une
équivalence d’homotopie (Lemme , c’est une équivalence faible, donc E; — C(A% E)
aussi (lemme [B.13). Mais, 'application E — C(AY, E) (e — c¢.) est aussi une équivalence
faible, d’oti des isomorphismes

Hy(E;) — H,(C(AY, E)) == H,(E)
et donc
Vp > 0, Hp(E;) ~ H,(F).

On a donc prouvé que
E,,=H!K.,) ~ H,(E),

ou encore, avec les notations de |73,
E,,=H!K.,) ~ H,/(E).

Ensuite, on a Eg’q = H;’HQ(K.,). En appliquant a nouveau 'isomorphisme Z (¢) a 9%, on
obtient le carré
%%.q

K. K.

P, p,q—1

| I

Z <Pp,q> —7Z <Pp,q—1>

ott la fleche du bas est donnée par £+ 379 (—=1)7*PL car si (0,4, 7,) = £, alors p(0,4(id X
e?),1,) = ¢, donc 0y, alterne entre 0 et id. Ainsi, pour chaque colonne p, on a un complexe
de chaines
0 0
+r == Hy(E) — Hy(E) ——= Hy(E) — Hy(E) —=0
d’ou
(E) si p=0

H
2 _ h _ q
By, = Hy(H(K)) = { 0 si p>0

Donc, la suite (£ ) s’effondre en deuxiéme page, donc dégénére et E) = qu pour tout
r>2et Egoq = qu. Par convergence, on a une filtration

0=F_1Hpo(Tot (K)) C ... C Fyprg1Hpyg(Tot (K)) C FpigHpig(Tot (K)) = Hpyq(Tot (K)),
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avec
2 00
Bpg = Epg = Fp Hpyq(Tot (K / H,.,(Tot (K))-

Soit n := p + ¢ et notons F, := F,H,(Tot (K)). On a
H,(E) = Egm = E(‘]’fn — F /]:L1 =F = Fy=H,(F),

0= Ein—l = Elo,on—l = Fl /FO = I = H’VL(E)y

0=FE2y=E%="Fn/p | = Ha(Tot (K /H = H,(Tot(K)) = H,(E).
Donc, les suites ("E7 ) et (" El ) convergent vers
H,(Tot (K)) ~ H(E).
Cas de la suite (TE") :

La encore, notons (E" d) = (fE",1d"). 1 ’agit de la suite de Serre de I’énoncé. On sait
qu’elle converge vers Hy(E). On a

E;q = H,(Kp.)
et, comme Equ = H]?H;’(K), il reste & montrer que
H}H](K) ~ Hy(B, Hy(F)).
Réinterprétons encore le bicomplexe K. Pour tout simplexe singulier 7, : A? — B, posons
Spa(1p) ={0pq : AP X AT = E; (0pg, Tp) € Spq}-
On a
H Spa(Tp) hﬂ Spa(Tp)-

T AP—B p:AP—B

Fixons p et 7, : AP — B. On a une fibration de Serre E C(AP, E) — C(AP, B) et soit

F, “*~C(A”,E)

Q2j N Lf

ot j(pt) = 7p. On considére L, ,(7,) := C(A?, F},). Par la proprié¢té universelle du produit
fibré, on a £, ,(7,) = S, ,(7,) via 'application o, , — 7 donnée par le diagramme




Montrons qu’on a un isomorphisme naturel
Ho(Fy,) = Ho(Fry0) = Ho(f7H(7,(0))).

Pour cela, considérons

£0°0q1
Froo——L

| - ]f
{m(0)} — B

ce qui donne
F,———C(A", E) —1~c(A7, B)

j ja»—nr(()) jT'—}T(O)

F,, )¢ E————B

Par le Lemme[B.14] les applications verticales de droite sont des équivalences d’homotopie et,
par un argument semblable & la preuve du lemme 2.2.10 de [43]| (qui repose essentiellement
sur l'utilisation de la suite exacte longue d’homotopie de la fibration et du lemme des cing,
en faisant attention au cas du 7y ot des ensembles apparaissent), on obtient que F,, — F ()
est une équivalence faible d’homotopie, d’oul

H,(F;,) ~ Hy(F ), Vg > 0.
On a de plus,
Kpy =7Z(Spq) = Z< hﬂ Sp7q(7'p)> = @ LA Spq(1p)) =~ @ ZALpg(1p))
Tp:AP— B Tp:AP—B Tp:AP—B
et en utilisant la bijection et cet isomorphisme, on a

a}r)p : Z <£p,q (TP>> — 7 <‘Cp,Q71('Tp>>
(0:AT—=F.) — Z?:o(_l)Jer&‘:g

v v
ap,q— @ 87'17’

Tp:AP—B

et

qui est, au signe pres, la différentielle du complexe singulier de F7 . Ainsi, on obtient

By =H(Kpe) = @D Hy (Z(Lya(n,)),05)

Tp:AP—=B

~ P H(F,) = @ Hy(Fow) = Co(B, Hy(F)),

Tp:AP—B Tp:AP—B

Maintenant, on a




et il reste & comprendre Paction de 0% sur Co(B, H,(F)). Si £ : A? — F.,onaql:A?—
C(AP,E) et il : A7 x AP — E, avec qil(t, s) = ¢, {(t)(s). Soit

6 AT C(AP!, E)
t = qlte (=) =L(1)oe]

ainsi que

F. ., C(AP!, E)

TpE;

| b

pt éC(Apil’B)
On a (;(z) = l(z) o] et O =~ ., o7, ot

o 1 LLypy(ry) @f:oZ<£p—1,q(Tp€f)> — @ngflszuBZ<ﬁp—1,q(7{,_1)>
(:A"—= F.) — S o(=1);

Il reste donc a montrer que le diagramme suivant commute

@TP:AP%B Hq(FTp) — @TP:AP*)B Hq<FTp(0)) ———C(B, H,(F)) (18)

X |

@Tp_l;Ap—lﬁB Hq(FTp_1) —~ @Tp_lep_lﬁB Hq(FTp_1(O)) — p—l(Bv Hq(F))

B —

ot ¢ est la différentielle associée au complexe Co(B, H,(F')) a coeflicients dans le systéme
local H,(F).

Fixons 7, : A? — B. Pour montrer que le diagramme commute, il suffit de considérer
une classe [(] € Hy(Fy,), ou ¢ : AT — F est tel que 97 (/) = 0. La ligne du haut est
I'isomorphisme envoyant [¢] sur [!7] avec { : A7 — F, (o) donné par Z(x) = {(x)(0) = £(z)(eo)
pour tout x € A? L’isomorphisme de la ligne du bas est défini de maniére analogue. Soit
donc [(] € Hy(F,)). O" envoie [¢] sur [0"(¢)] = Y7 (—1)"[;]. Notons que ¢; = £ pour i > 1 et

EAO(x) = ((x)(1) pour tout z € A% Ainsi, la composée

ok ~
HQ(FTp) - @Tp,1 HQ(FTP71> - @q—p,l Hq(FTpfl(O))

envoie [(] sur [Z;)] + Zle(—l)i[a. Il reste & voir l'autre composée. Soit donc [(] € H,(F;,).

~

L’isomorphisme de la ligne du haut envoie [¢] sur [¢]. Appliquons § & [¢]. Rappelons que

~ ~

o = >0 o(=1)%), on 5;([!7]) =[] pour i > 1 et 09([(]) = [{y]. Pour montrer cette derniére
relation, soit v le chemin 7,(0) — 7,(1) donné par
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Notons 7., I'isomorphisme défini par v dans le systéme local H,(F"). Rappelons comment ’on
construit 7, : on a
E,—F

v
| s
A'——= B
qui induit
Fro) = By =—Fp)
| o
{0} Al {1}

avec @ et 1 des équivalences d’homotopie faibles et on a

T =TTpo,1

Hy(F. o(Frm)

\/

et 0) est donnée par 7, = Tryo,» SULVi par inclusion dans Cp,—1 (B, Hy(F)). Ainsi, pour montrer

que o) ([Z] )= [a)], il reste & montrer que le diagramme suivant commute

Hy(Fr,) —— Hy(Fr0) (19)

(910 Tp H

Hq(F P) —~ Hq(FTp(l))

TpEq

Comme des applications homotopes induisent des isomorphismes en homologie, il suffit de
montrer que les applications

et F,—9%~E,

G
Fr 0

Frpely — o)

€0

sont homotopes. Pour g € F,, on a G(g9) = (0,9(0)) et G'(9) = (1,9(1)). Notons go; la
composée goq : Al & AP 4 B On définit

H : F,xI - E

(@:1) = (tgoa(t))

Par définition de F, = C(AP, E) Xc(ar,p) pt pour tout t € I ~ A', on a fgo1(t) = fogo
to1(t) = 1 0101(t) = y(t), ainsi, H(g,t) = (¢,901(t)) € E, et H est bien définie. De plus,
H est une évaluation sur I, donc est continue. Enfin, on a H(g,0) = (0,9(0)) = G(g) et
H(g,1) = (1,9(1)) = G'(g), donc H est une homotopie entre G et G'. Ainsi, on en tire la
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commutativité de , ce qui implique finalement 7'7([?] )= [lz)] et donc ) ([Z] )= [EAO] On en
déduit que la composée

~ 5

Hy(F:,) — Hy(Fr0) — €., , Ho(Fr,_1(0)

envoie [(] sur MAO] + Zle(—l)i[a, ce qui prouve finalement la commutativité de . Ainsi,
'application induite par 0" est la différentielle 0 de Co(B, H,(F')) et donc

E}%,q = HQ(BaHQ(F))a

ce qui achéve la démonstration. O]

Remarque B.16. Dans sa thése ( [68]), J-P. Serre définit autrement sa suite spectrale. On
donne ici un court résumé de la construction et de la comparaison avec celle de Dress. Cette
présentation se trouve dans [3], chapter XII, section 5) :

Soit 7 : E — B une fibration de Serre. Notons I := [0, 1] et soit C} (E) le groupe abélien libre
engendré par les "n-cubes singuliers" f : I — E et soit D, (FE) le sous-groupe engendré par
les f: I" — FE tels que f(z1,...,x,) est indépendant de z,. Posons C,, := c /Dn. Alors,
C,, est naturellement un complexe de chaines. On filtre C, en définissant F,C], comme étant
le sous-module engendré par les f : I"™ — E pour lesquels 7 f(xq,...,x,) ne dépend que des
p premiéres variables xq,...,x, et en posant F,C,, = (F,Cy + D) /Dn' La suite de Serre
est alors la suite spectrale associée a ce complexe filtré. Si n = p + ¢, alors I" = I? x 17 (et
c’est précisément a cause de cette formule que Serre considére ’homologie cubique) et une
application f : I" — E telle que 7f(x1,...,2,) ne dépend que de z1,...,z, peut étre vue
comme une paire (g, f) d’applications telles que le diagramme

rxr-—t. g

r—?2 .pB

commute, o ¢ est définie par g(z1,...,2,) = 7 f(x1,...,2,,0,...,0). La relation entre la
suite de Serre et la suite de Dress et donc essentiellement la méme que celle entre I’homologie
cubique et ’homologie singuliére (simpliciale). Or, les complexes singuliers et cubiques sont
homotopiquement équivalents (voir [41], theorem 8.4.10), donc le complexe filtré F,C, est
homotopiquement équivalent au complexe Tot (K,.) de Dress, filtré par colonnes, et par
naturalité de la suite spectrale d'un complexe filtré, les deux suites sont isomorphes, et
I'isomorphisme commence en deuxiéme page. Ces deux suites sont donc équivalentes.

Remarque B.17. Vue la construction et en inspectant de prés la démonstration précédente,
la suite de Serre est naturelle en la fibration. En effet, si on a un morphisme de fibrations

B F

B, e B
f
alors, on a une application naturelle
f
Sil)vq g Sp7q’
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d’ott un morphisme
f
K, =7(S, ) = L(Sq) = Kpq

tel que 0" fx = fxO" et OV fx = fx 0", i.e. f, est un morphisme de bicomplexes et la naturalité
de la suite spectrale (! E;’q) d’un bicomplexe permet de conclure. IL reste a voir que les
identifications menées dans la preuve sont naturelles, ce qui se vérifie aisément.

De la précédente remarque, on tire un énoncé plus précis du théoréme de Serre :

Théoréme B.18. Sur la catégorie des fibrations de Serre, il existe un foncteur spectral
homologique, a valeurs dans les suite spectrales de groupes abéliens, aboutissant a I’homologie
de ’espace total et dont la deuxieme page est donnée par

E,(E = B) = Hy(B, Hy(F)) = Hy4(E).

Corollaire B.19. Soit F < E 5 B une fibration de Serre avec B simplement connexe.
Alors, la suite de Serre s’écrit

Ei,q = Hy(B, Hy(F)) = Hp4(E).

Démonstration. Ceci provient de la proposition [B.§ ]

Corollaire B.20. Soit F < E % B une fibration de Serre avec B simplement conneze et
E connezxe par arcs. Alors, F' est conneze par arcs.

Démonstration. On a Ej, = Egy = Ho(FE) = Z. Mais, E§, = Ho(B, Hy(F)) = Ho(F), donc
Ho(F) =Z. |

Corollaire B.21. Si f : E — B est une fibration de Serre, avec E contractile, alors on a

Ex =0 si(p,q)#(0,0)
E ="

Démonstration. Comme E est contractile, on a H,(E) = 0,0Z et le résultat découle de la
convergence de la suite de Serre. [

Pour une suite spectrale de premier quadrant £ = H),,,, on a une filtration
0=F.H,CFH,C...CF, H,CF,H,=H,

avec
FoH, ~Eg, et Exy~Ha/p m.

n,0 —

Comme la suite est de premier quadrant, on a

EXy < — Bt — B¢

n,07
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et
0 a+1 00
EO,n - EO,n o T EO,m

d’ou des "morphismes de bord"

Eg, o H, ot H, fins0 E2,
Egon EZ,OO

Théoréme B.22. (voir [74])

Soit une fibration de Serre F < B B avee B simplement connexe. Alors, on a la suite de
Serre
Ep = Hy(B, Hy(F)) = Hyy(E),

et les morphismes de bord sont donnés par (on suppose que F' est 0-conneze pour le second)

f

H,(F) -2~ H,(E) et H,(E) -~ H,(B)
Ean Eg,on E?:O(—) Eﬁ,o

Démonstration. Avec les notations ci-dessus, il s’agit de montrer que i, = hg,, et f. = hyp.
Pour le premier, on a un produit fibré

F i g
|
pt——B

avec F' — pt une fibration de Serre, qui donne un morphisme de fibrations, donc un mor-
phisme de suites spectrales (E] ) — (E] ), oul (E] ) est la suite de F' — pt. On a

EZ,q = Hy(pt, Hy(F)) = dpoH,y(F),
donc cette suite s’effondre en deuxiéme page. Le morphisme de suites
S

|
l

E

="
~

|

B

donne un carré



et j. = id. De plus, I'effondrement de (E;H) montre que Eﬁyq = ngq et Egn = H,(F), donc

hon, = td et donc i, = ho .
Supposons F' connexe par arcs, de telle sorte que 1'on ait Ez,o = H,(B). On considére le
morphisme de fibrations de Serre

E-L.B

o

qui induit un morphisme (E] ) — (E;q) et on a un carré

H,(E) L~ H,(B)

et comme E’iq = H,(B, H,(pt)) = 6,0H,(B), la suite (qu) s’effondre, d’ou Eg,o = H,(B) =
E et ﬁn,O =1id, d’ou h, o = f. et le résultat suit. O

Remarque B.23. Enfin, comme la suite de Serre est de premier quadrant, on a, pour r >
max(p, ¢ + 1),

T . T T _
dp>q : Ep’q - EP*T7Q+7‘*1 - 07

T r+1 __ T oo _ Ir f Gl
donc dj, , =0et E) 7" = E7 et donc £ = EJ . Ainsi, on a

Vr > max(p,q+1), E) , = E.

C La suite spectrale cohomologique de Serre

C.1 Cohomologie & coefficients dans un systéme local et systéme
local cohomologique d’une fibration de Serre

On va ici "dualiser" le résultat homologique de Serre. Pour ceci, il nous faut définir la
cohomologie d’un espace a coefficients dans un systéme local et construire un systéme local
cohomologique associé a une fibration. Nous allons passer un peu plus vite sur les définitions,
étant donné qu’elles sont assez analogues au cas homologique. Pour ce qui suit, voir [19], 5.3.

A partir de maintenant, M sera un groupe abélien fixé et on consiére H*(—) = H*(—, M)
la cohomologie & coefficients dans M. Soient X un espace et A = {A4,,7,} un systéme local
de coefficients sur X. Posons

C™(X,A) = {CH(X)é P A clo) € A, VJ:A"%X}: T 4.

o A" —X o A" —X
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C’est un groupe abélien et on définit
o C"(X,A) = C"H(X, A)

par
n+1

dc(0) =7, (c(800)) + Z(-Uic(a,-a),

avec Too, © Ayy — Agy 3 OU encore, avec la notation produit, ¢ = (¢,)s € [], Ao,

n+1
(0"¢)y = 7—0_0190053"'1 + Z(—l)l%sy“-
i=1

Alors, 9% = 0 et on pose
HY(X, A) = H*(C*(X, A), ).

Ensuite, soit f : E — B une fibration de Serre. De maniére analogue au cas homologique,
on définit un systéme local H(F) := {A,, 7, } associé. Pour z € B, prenons A, := HY(F,) =
H9(p~!(x)) et pour v: A = B, on obtient 7, : A,; = A,, car on a des équivalences faibles

Fyo) — By <— )

qui induisent un isomorphisme

(Fs0) -~ HI(F,
\ /
HI(E,)

Et, en utilisant le méme triangle que dans le cas homologique, qui est formé d’équivalences
faibles, on obtient que si h : A? — B est un 2-simplexe, alors on a Tj. They = The,, donc
H4(F) est bien un systéme local. On définit alors

H4?

(1))

H*(B,HY(F)) = H*(C*(B,H(F)),0).

C.2 La suite de Serre : dualisation de la construction de Dress

On peut maintenant énoncer et démontrer la version cohomologique du théoréme de
Serre :

Théoréme C.1. Soit f : E — B une fibration de Serre. Alors, il existe une suite spectrale
cohomologique de premier quadrant convergente

EPY = HP(B, HU(F)) = HP"(E).
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Démonstration. On va donner la version duale de la preuve du cas homologique, en vérifiant
que les fléches se retournent correctement. On reprend les notations de la preuve ci-dessus, et
on se permet d’utiliser librement les résultats intermédiaires qui y sont démontrés. Rappelons
que 'on a

Spg ={(0pg, Tp)s Opg: AP X AT = E, 7,AP — B ; fo,,=T,pr1}

et posons
KP .= HomZ(Z <Sp7q> ,M) = HomZ(Kp,tp M)

Reprenons les différentielles 81’; g €t 0y, de K, et définissons

(f)zzq - KP4 _  Kptla ot ope . KP4 — KPpatl
h
P o0y P 9ol

Alors, (K**,0p,0,) est un bicomplexe de premier quadrant, auquel on peut attacher deux
suites spectrales (! EP9) et ({L EP) qui convergent vers H*®(Tot (K**)). On a

HE(Z]LQ — }(q,p7 IIEL{LQ — H}Z(}(o,p)’ IIEg#I — HgHZ(K.’.)
L= Kr, B = YK, B = HH(K)

la suite de Serre étant (!EP9). On va refaire essentiellement le méme travail que plus haut,

mais un peu plus vite...
Cas de la suite (''E,.) :
Par soucis de lisibilité, notons (E,) := (! E,). Montrons que

H*(Tot (K)) = H*(E) & H*(E, M).

Fixons ¢ et faisons varier p. Du diagramme

o
prLq
K +1,q K

p Pq
zL Tz
Z <Pp+17q> 8sing> Z <,Pp7q>
p+1,9
on tire
ap,q
KP4 h Kptla

] |
Hom 7(Z <Pp,q> , M) o Hom z(Z <Pp+1,q> , M)

sing

donc on peut identifier chaque g-ligne de K** avec le complexe singulier de £} = B X¢(aq,p)
C(A% E) (rappel : P,, = C(A?, ) ~ S, 4). Ensuite, on a des équivalences faibles

B —=C(AY E)~—F
qui donnent en cohomologie

HP(E) — H"(C(AP, E)) <— H"(E)
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d’ou HP(E}) ~ HP(E) pour tout p > 0 et donc
Ef’q UEP 4 HQ(E)
Ensuite, on a encore un diagramme

apaq

KP4 v Kpatl

| |

HOmz<Z <,Pp,q> y M) —— Hom Z(Z <Pp7q+1> 5 M)

ou la fleche du bas est donnée par

g+1
g0i—>gpo il = <€l—>z 1)77¢ )

et donc 077 alterne entre id et 0 et pour chaque colonne p, on a un complexe

()—>HP(E)—0>HP(E)=HP(E)—O>HP(E)=---

Hi(E) si p=0

IT rpg — 7P 74
Bt = HiHy(K) = { 0 si p>0

Donc la suite s’effondre en deuxiéme page et, comme dans le cas homologique, en raisonnant
sur la filtration de H*(Tot (K)), on obtient

H"(Tot (K)) = EY™ = H*(E), ¥n >0,

et donc les deux suites convergent vers H*(E).
Cas de la suite (E,) :
La encore, notons (E,) := ('E,). On a

B = H(7)
et, comme EY? = HYHI(K), il reste & prouver que

HPHI(K**) ~ H?(B, HU(F)).

On reprend S, 4(7y) = {054 5 (Opg, Tp) € Spg} €t Spy(m) = ling:Ap_)B Sp.q(7p)- On fixe p et

7,AP — B. On a une fibration de Serre C(AP, E) EN C(AP, B) et formons le produit

F, = C(A?, E)

Lk

pt ——C(A?, B)

avec j(pt) = 7,. Considérons a nouveau L, ,(7,) := C(A?, F,)) = S,4(7,) et avec le méme
argument que dans le cas homologique, on a une équivalence faible F; — F. (), d’ou

Hq(F()—>Hq( )Vq>0
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Ensuite, on a

KP1 = Hom 4(Z(S,,) , M) =Homy (Z <lig8p7q(7p)> ,M)

= Homy @Z (Spa(mp)) M | = HHomZ(Z (Spa(Tp)) , M) = HHomZ(Z (Lpq(Tp)), M).

Tp Tp Tp

Rappelons que 'on a

a;’p D Z{Lyga(Tp))  — ZALypq(Tp))
(AT S F) e S (—1)trgett!

et 0y, =~ @Tp d; qui est (au signe pres) la différentielle du complexe singulier de Fy,. On
prend donc

0,

P

Hom 7(Z (L,4(7)) , M) — Homz(Z (Lp,g41(7)) M)
@ = pod;
et ona 0p7 =[] 5;, d’oil

EY' = H(KP) = [ H*(Homz(Z(Lye(r,)), M),0y,)

Tp:AP—=B

~ [[HUE,) = [[ H(F.,0) = CP(B, H(F)).

Maintenant, il vient

B3 = HYHY(K) = HP(C*(B, H'(F)), 3y).

Rappelons que l'on a

afpﬂ DL Lp1g(Tp1)) @f:&z<£p,q(7p+15f+l)> — @Tp ZALypq(1p)) = Kpyg

+1 :
(A" F. ) — S (=1);
ot f; + AT = F_ 1, et qu'on a 0p? = Hom () M)« KP9 — KPTHon 9y =

@. 0" . Donc, en désignant la différentielle de C*(B, HI(F)) par 4, il s’agit de montrer

Tp+1 TpH1t T . S A
la commutativité du diagramme

I, a0 HY(Fy) I, 205 H(Fry(0) === C"(B, H'(F)) (20)

S| )

B
HTP+1:AP+1—>B Hq(FTp-H) = HTP_H:AP‘H—)B Hq<FTP+1(0)) = C’P+1(B’ Hq(F))

Rappelons encore que ’on a montré que 52([@\]) = [E)] On va devoir tout calculer "a la main",
en gardant a 'esprit que 'on ne fait quasiment que dualiser ce qu’on a fait pour ’homologie...
Dans ce qui suit, afin de faciliter la lecture, on prend comme convention d’écrire o : AP —
Bet T : AP*t — B. Soit donc ¢ € [[,.nrp HY(Fy)) et écrivons ¢ = ([¢,])s:ar—p OU
[QOG] c Hq(FU(O)), avec Qg - Oq(FU(O)) — M.
On a a(p) = ([¢5])s ou

(3] = HU(F, *% Fo0)([06)) = [€ = @o(us 0 0)] = [0 = 0, (D).
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Ensuite, si ¥ = ([])s € [, H(F,), alors O,(¥) = ([1'1]), avec

p+1

[ =D (=D v ([¢m])

=0

w vl : HY(F_p+1) — HY(F;) provient vient du morphisme construit plus haut

Ci(F;) — CUF p+1)
(:AT—=F.) = ({;: AT—= F 1)
le.
p+1 ‘
(W] = D (=1 W, (6)] € HY(F).
i=0
Ensuite, on a dp = ([¢?]), ou
p+1
[QO?-] 7'01 907-5@"'1 + Z SOTE:D-H S Hq<F7—(0))

et si ¢ = ([s]), € [[, HI(Fr)), alors B(¢) = ([¢F]), ot
[W2) = HY(F, 5 Fro)([1h:]) = [0 9r (ur 0 0)] = [ ¢, (D).

Enfin, notons A := J,oa et B := B0 et soit ¢ = ([ps))s € [I, H!(Fy()), alors
Ap = ([¢7]); ot

p+1 ' p+1 N
(071 =Y (1)1l = @2 (6)] = [€ = 0,1 (Go)] E: )10 (6],
1=0

D’autre part, By = ([¢5]),, avec

p+1

7] = [0 0(O)] = T 10 0, pn (O] + Z V1€ o (G)].
Les deux sommes sont égales car {; = { pour tout ¢ > 0. Ensuite, comme 62([?]) = [KAO] et
comme 0} est donnée par 7., : HY(Fyq)) = H9(Fy()), suivie de 'inclusion, obtient
[ @1 (€0)] = Td [€ = @, (D).
Ceci montre que [p4] = [pB], pour tout 7 : AP*! — B, d’ott Ap = By pour tout ¢ €

CP(B,H(F)) et donc A = B, ce qui termine de montrer la commutativité de (20). On en
déduit finalement que

"By = HyHY(K) = H"(C*(B, HU(F)),9,) = H*(C*(B, H'(F)),6) = H"(B, H'(F)),

ce qui achéve la preuve. O
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Remarque C.2. En reprenant ce genre de raisonnement, on a une suite de Serre en homologie
a coefficients
Eiq = H,(B,H,(F,M)) = H,,(E,M)

en arrangeant correctement le systéme local (on rajoute les coefficients) et en posant

Kpg =1 <Sp7q> ®z M

et avec O (M) =8 @1 et 9y (M) = 0y, ® 1. Il suffit de rajouter des —® M partout et ce
qui marche pour Hom z(—, M) marche aussi pour — ®z M, en prenant garde a la covariance.
L4 encore, on voit que cette construction est fonctorielle...

Corollaire C.3. Si F <5 E % B est une fibration de Serre et st B est simplement connexe,
alors la suite spectrale de Serre s’écrit

EPY = HP(B, HY(F, M)) = HP*(E, M).

Dans le cas cohomologique, les morphismes de bord sont

B0 h H™(E) ot H™(E) non Eo"
En,l)/ EO,/

Théoréme C.4. Si F <5 E L B est une fibration de Serre, avec B simplement connexe,
alors on a la suite de Serre

E}Y = HY(B, HY(F)) — H"(E),

et les morphismes de bord sont donnés par (on suppose que F' est 0-connexe pour le premier)

HY(B) L~ H™(B) et HY(E) —"~ H"(F)
By B0 EYre—— By

Démonstration. Montrons que h™° = f* et h®" = i*. LA aussi, la naturalité de la suite,
couplée avec le morphisme

F —_— F
|
F—>E

pt—— B

f

produit un morphisme (EP9) — (EP4) ont la deuxiéme suite est celle de F' — pt. On a
EP4 = HP(pt, HY(F)) = 8,0 H(F),
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donc cette suite s’effondre en deuxiéme page et on a un carré entre morphismes de bord

H"(F)<“— H™(E)

id
et par effondrement, on a h"(F) = E%" = ES™ = H™(F) et h%" = id et donc h®" = i*. De
méme, le morphisme

donne un morphisme (EP9) — (EP9) et un carré

H"(B) <"~ H"(B)

hn,Oj L'Hn,()

HY(E) <L H™(B)

et on a EPY = HP(B, Hi(pt)) = dg.0H?(B), ce qui garantit 'effondrement de la suite (Era)
et donc H"*(B) = Ey° = E™° = H™(B), d’ou h™° = id et h™0 = f*, O
Remarque C.5. Ici aussi, on a

Vr > max(p,q + 1), EDY = E2S.

C.3 Reécapitulatif

On résume maintenant les résultats obtenus jusqu’a présent, sous la forme la plus concise
et compléte possible.

Fixons un groupe abélien M.

Théoréme C.6. (Suite homologique)
Sur la catégorie des fibrations de Serre, il existe un foncteur spectral homologique de pre-

meer quadrant, & valeurs dans les groupes abéliens, aboutissant a [’homologie de [’espace total
H,(E, M) et dont le terme initial est

E2 (E — B) = H,(B, H,(F, M)).

De plus, st B est 1-conneze et F' est 0-connexe, alors les morphismes induits en homologie

15 et f, sont les morphismes de bord de la suite spectrale associée a la fibration F “E i) B.
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Théoréme C.7. (Suite cohomologique)

Sur la catégorie des fibrations de Serre, il existe un foncteur spectral cohomologique de premier
quadrant, a valeurs dans les groupes abéliens, aboutissant & la cohomologie de [’espace total
H*(E, M) et dont le terme initial est

EPY(E — B) = H?(B, HU(F, M)).

De plus, si B est 1-connexe et F' est 0-conneze, alors les morphismes induits en cohomologze

f* et i* sont les morphismes de bord de la suite spectrale associée & la fibration F = E ENY:

C.4 Apercu de la structure multiplicative sur la suite cohomolo-
gique

L’avantage de considérer la suite spectrale de cohomologie et le méme que celui de consi-
dérer la cohomologie singuliére : on dispose d’une structure multiplicative supplémentaire,
donnée par le cup produit. Nous allons donner briévement le cup produit sur un systéme
local en nous inspirant de I'exposé de [36], section 9.4.

Si A = {A,, 7} : I(X) — Ab et B = {B,, 77} : II(X) — 2Ab sont deux systémes
locaux sur un espace X, on forme le systéme local A ® B ou (A® B), := A, ®z B, et
(x5 y) — Tf ® Tf. Alors, on peut définir un "cup produit" local

CP(X,A) ® C¥ (X, B) = CcrtY (X, A® B)
(HU;AP—>X A H AP X BTO) - H AP 5 X A#o ® B#o
oil, pour tout u : AP*?" — X on pose
(aa)o X (bT)T — a’m[ﬁo ,,,,, epl ® (T;LB;J))71b#\[ep,.“,ep+p/]'

Pour f : E — B une fibration de Serre et R un anneau commutatif, on a le cup produit usuel
sur H*(F,) := H*(F,, R) pour tout = € B et on peut définir

B @ B == C?(B, H'(F)) ® C¥ (B, HY(F)) — 1, H'(F,0)) ® H (F,(0))
| | o
E{’*p/’“q' — (B, Hi(F)) I, H* (Fy0)

De longs (et pénibles) calculs permettent de montrer que, sous cette construction, la diffé-
rentielle d; est une "dérivation", au sens du théoréme suivant. De plus, ce cup produit passe
a la cohomologie et donne a la suite de Serre une structure multiplicative. Remarquons que
d’aprés |73], 5.2.13, une fois le produit construit en deuxiéme page, le fait que d; soit une
dérivation assure que ce produit se propage dans la suite de facon canonique. Il resterait a
montrer que ce produit se comporte bien avec la limite et on obtient
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Théoréme C.8. (voir [19]|, Lemma 9.23 and Theorem 9.24)

La suite spectrale cohomologique d’une fibration de Serre f : E — B, a coefficients dans

un anneau commutatif R, admet une application naturelle de cup produit
EP9 @ BP9 S pririatd

telle que
1. Pour tout r > 2, E>* est un anneau bigradué,

2. d,: B, — E, est une dérivation, i.e.
V(z,y) € EPY x EF7 d(xUy) = d.(z) Uy + (—=1)P 2 U d,(y),

3. EPY ~ H*(E,,d,) est un isomorphisme d’anneauz bigradués,
4. EY? ~ HP(B,HY(F)) est un isomorphisme d’anneauz bigradués,
5. La filtration de H*(E, R) est multiplicative,

6. EP ~ FPHP(E, R) /Fp+1Hp+q(E, R) est un 1somorphisme d’anneaux bigradués.

C.5 Suites exactes de Gysin et de Wang

Terminons cette section en donnant le cas cohomologique de deux suites exactes longues
particuliéres découlant de la suite de Serre. Ces suites apparaissent dans le cas ou l'espace
fibré est a fibre ou a base sphérique. Dans le premier cas, on parle de la suite de Gysin et

dans le second, de la suite de Wang.

Proposition C.9. (Suite de Gysin)

Soit S* — E > B un espace fibré, avec n > 0. Alors, il eviste un morphisme ¢ : H*(E) —

H*"(B), dit de Gysin, s’insérant dans une suite exacte longue

¢

o —— HP(E) —%~ H"(B) MHP“(B) T {gPY(E) L gPH(B)

En particulier, on a
HP(FE) = H?(B), Yp < n.

Démonstration. Dans la suite de Serre, on a

HP(B) si ¢=0,n
0 sinon

By = (5, 1(5") — {

La seule différentielle non nulle est donc d,,;1 et on a
P,q __ P,q __ R p,q __ p,q p,q P,q R D,q
EN = EY = =B =E" et EN,=E"= = EP.

On a aussi
. P p+n+1,0y _ pn
ker(dni1 1 Enfy — Enly ) = Eni

. pp—n—1n »,0 \ _ 1,0
coker (dn41 : By — Eyn) = B,
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d’oul une suite exacte

d
D, D, n+1 p+n+1,0 p+n+1,0
0 En+2 En+1 En+1 En+2 0 (21)
1,0
0 Eg(,)n Egﬂ Eg-i-n-i- s EgoJrnJrl,O 0

dn+1

Ensuite, on a par convergence
Era ~ FPHH(E) /Fp+1Hp+q<E)
et les seuls termes non nuls de E,, sont EZ? et EP", pour p > 0. On a alors
Ep0 — FPHP(E) / FrHUR ()
e = FPHP(E) /Fp‘”“HP(E)
donc la filtration de HP(E) est de la forme
HP(E)=---=F'"HP(E) D FP"""'H?(E) = --- = FPHP(E) D FP"'HP(E) = --- =0

et donc,
{ EPO = FPHP(E)

Egofn,n — HP(E) /Fp—n+1Hp(E>

d’oul une suite exacte courte

0 EpO HP(E) — EP7m" — () (22)

Dong, en recollant et et en tenant compte du fait que EY° = EP™ = HP(B), on a
le résultat. O

En procédant de maniére analogue, on obtient

Proposition C.10. (Suite de Wang) Soit F' % E — S™ un espace fibré, avec n > 1. Alors,
il existe un morphisme ¢ : H*(F) — H*""(F), dit de Wang, s’insérant dans une suite
exacte longue

oo —— HY(F) _¢>qu”+1(1?) LH‘J“(E) — s HIL(F) _¢>qun+2(F) ...

En particulier, on a
HY(F)=HYE), Yg<n-—1.

Bien-siir, on a des versions homologiques, pour lesquelles on pourra consulter 73|, §5.3,
Application 5.3.5 et Application 5.3.7 ou encore [43].
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D La suite spectrale d’Eilenberg-Moore

D.1 Préliminaires : couples exacts, diagrammes en escalier et suites
spectrales

Avant d’attaquer la construction de la suite d’Eilenberg-Moore, nous allons passer en
revue la construction de couples exacts a partir de "diagrammes en escalier" et en dériver
une suite spectrale et ce sera de cette facon qu’apparaitra la suite d’Eilenberg-Moore. Notre
exposé s’inspire trés largement de celui concis de [40], section 1. Pour un exposé plus détaillé et
général sur les couples exacts et les suites spectrales qui en découlent, on pourra consulter 73|,
section 5.9.

Bien qu’intéressé par la cohomologie, nous allons inspecter le cas homologique, qui se
dualise parfaitement. Commencons avec un "diagramme en escalier" dans lequel les suites
du type de celle surlignée en rouge (qui forment un escalier) sont supposées exactes :

(23)

1

-y |

1
p+1lg p+1,q D, P, p—1,q

— > Fl

1
o A p+2,q4—1

1 1
pt+2,q—1 A 1,g-1 E

p+7

Posons A = A':= @ A, et E=E" =@,  E,, . En regroupant les fldches, on obtient

un triangle
" A
N
E

keri =1imk
kerk =1imj
kerj =im1

A

tel que

Un tel triangle est appelé un couple exact. Définossons d := jk, de telle sorte que d? = jkjk =
0. On peut donc définir

B =kerd /i g, A i=i(A), @ =i, j'(ia):=[ja] € E', Kle]:=kee A
ou j' est bien définie car dja = jkja = 0 et si ta = ib, alors a — b € keriimk = j(a —b) €

im jk = imd. De plus, comme jke = de = 0, on a ke € A" = kerj et si e = dé’, alors
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ke = kde = kjke = 0, donc k' est également bien définie. De plus, par calculs directs, on voit
que le couple ainsi obtenu (appelé couple dérivé)

i A
N
El
est exact.

En itérant ce procécé, on obtient une suite spectrale (cf [73], section 5.9). Plus précisément,
dans le cas d’un diagramme en escalier comme (1) ci-dessus, dans le couple dérivé, chaque
A, est remplacé par un sous-groupe A> : image de A, ., par i;. Les différentielles
di; = j1k1 avancent de deux unités vers la droite et on remplace E;jq par

/

A/

d
= E )

p+1,q

d
Ez,q = kerd, /im d = ker(E;q = E;*Lq) /im (E'1

Les termes du couple dérivé s’organisent ainsi (les directions se voient en regardant la défi-
nition du couple dérivé) :

- 5 AZQ)_

AN

P+l p.a+1 P—quﬂ/
2 2 2 2 2
Apiig By A / By A, ,/
2 2 2 2 2
e Ap+2,qfl Ep+2,q71 ApH,qfl E — A o

On fera une premiére supposition
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(1) Presque toutes les applications verticales sur chaque A-colonne de (1) sont des isomorphismes.

Par exactitude, c’est équivalent & dire que presque tous les termes d’une E-colonne sont nuls.

Ainsi, sur chaque A-colonne, les groupes A, , ont une valeur supérieure commune, notée
Al __ . (ot n = p+q est le numéro de la colonne concernée) et une valeur inférieure commune
Aéo,n' D’aprés (i), comme chaque d, monte de (r — 1) lignes, toutes les d, partant de et
arrivant sur une F-colonne donnée sont nulles pour 7 assez grand. On notes EJ% ces valeurs

stables. On fera I'une des deux hypothéses supplémentaires suivantes

(i) ¥n, AL, =0.

—oo,n

(iii) Vn, AL =0.
En regardant le 7°™° couple dérivé, E} , se place dans une suite exacte

kr

A A LA

r Jr T r
p+r—2,q—r+2 p+r—1,g—r+1 Ep,q Apfl,q p,q—1

r r
EP+T—1aq—7‘+2 Ep—r+1,q+r—2

(24)

En fixant p et ¢ et en faisant r — o0, par (7), les termes extrémes sont nuls et en supposant
(11), les deux derniers termes en A sont nuls également et donc

ro~ A" . ~ 1Al .
Vr > 0, Ep,q ~ Ap+r71,qfr+1 /Z(Ap+r—2,q—r+2) ~1 (Ap,q) /Z (Agly—l,q+1)’

quotient de sous-groupes de A}, ., = Al . Ainsi, si on note F¥ :=im (A, , — AL ),
p

lors on a E°° ~ F, p—1,

alors on a E X o
Par ailleurs, en supposant (iii), les deux premiers termes en A de la suite (2) sont nuls,

donc E, , = ker(A;_Lq — A;q_l). Pour r > 0, les éléments de ces groupes proviennent de
Al par des itérées des applications verticales 7, donc si on pose F~' = ker(A' | —

1 0o ~, FPta—1 -1 .
Al 1), alors B2 ~ Iy /F;’ff . On a donc prouvé le

Théoréme D.1. Posons

{ FP ::im(A;q%Aéoyn), n=p+gq

Frlop.= ker(Al , — A}wfl), n=p+q

Alors Fy; (resp. F'~") est une filtration (croissante) de AL, (resp. de AL, ). Via ces
filtrations, on a les assertions suivantes :
1. Sous les hypotheses (i) et (ii), la suite spectrale (E] ) converge vers Aéoj,.

2. Sous les hypothéses (i) et (1), la suite spectrale (E} ) converge vers AL __ .
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On peut dualiser ceci et regarder le cas de la cohomologie :
On commence avec un diagramme en escalier

-1 1,q—-1 1,q—-1 2,g—1 2,q—1
. Allmq Ef+ »q A;;w q E110+ q Ap+ »q

—1 1 1
.. Azf q Ezf’q A’f’q Ef-‘r g Azlﬂr q

—2,g+1 —1,q+1 —1,q+1 1 1
. AP g+ Ef 4+ A’f g+ Ef’qu Azl),q+

Si on suppose (i) et (iii) (cette derniére condition sécrit ici A; """ = 0 pour tout n) et si
I'on note F' := ker(A7™" — AP?) (avec n = p + ¢), alors F]' est une filtration décroissante

+ N , . .
de A" et on a EPI ~ FJT1 /F;?ilq’ d’ou le résultat qui nous servira

Théoréme D.2. Sous les conditions (i) et (iit), on a

P,q 00,p+q
ET’ :> Al .

D.2 Construction de la suite spectrale d’Eilenberg-Moore

On fiwe k un corps commutatif, sur lequel on calcul la cohomologie singuliére, que ’on
notera H*(—) := H*(—,k). On se propose de prouver le résultat suivant :

Théoréme D.3. (Eilenberg-Moore, voir [40], Theorem 3.2 ou [69], Theorem 3.5)

Soient Y — B une fibration de Serre et f : X — B une application continue. On suppose
que B est 1-connexe et que les cohomologies de X, de Y et de B sont de dimension finie sur
k en tout degré. Alors, il existe une suite spectrale cohomologique convergente

EPY = Tor "B (H*(X), H*(Y)) = HP"(X x5Y).

p.q

Remarque D.4. 1. La graduation Tor, = P, Tor,, est un fait général : Si R est un
anneau gradué et si A et B sont deux R-modules gradués, alors on peut choisir une
résolution libre de A en R-modules gradués, avec différentielle préservant la graduation.
La tensorisation par B nous donne un complexe gradué et son homologie Tor #(A, B)
est également graduée et les termes de cette graduation sont notés Tor ﬁp(A, B).

2. Ce résultat n’est pas optimal. En effet, on peut montrer (cf [55], Theorem 7.1 et [69],
Theorem 3.5) que ’hypothése de dimension finie sur les cohomologies de X, Y et B est
superflue.

164



Démonstration.

e Premiérement, au-lieu de considérer toutes les fonctions f : X — B, on ne prend que les
rétractions r : X — B ot B C X. On peut le supposer car si f : X — B est quelconque, on
pose Xp := X U B et on définit r : Xp — B par r(z) = f(z) et r(b) = b.

e Soit donc Cp la catégorie dont les objets sont les rétractions r : X — B et dont les
morphismes (X 5 B) — (Y > B) sont les f : X — Y telles que sf = :

~

Autrement dit, Cp est la sous-catégorie pleine de Top/B formée des rétraction. La catégorie
Cp posséde des quotients. En effet, si (X, A) est une pair dans Cp, on définit sur X la relation
d’équivalence ~ engendrée par r(a) ~ a pour tout a € A et on pose X /4 := X/ ~. La
rétraction de X induit une rétraction sur X / A, donc ceci est un quotient dans Cp. Ensuite,
si f: X — Y est un morphisme dans Cg, on a un céne. On prend le cylindre

My := (XXI)UY/(x,1)~f(g;),

X

puis,
My = Mf/(b,t) ~ b
et enfin N
CF =M [(4,0) ~ r(z)-

Autrement dit,
CF = (XX DVUY [((41) ~ f(2), (2,0) ~ r(z), (b,1) ~ )

et les rétractions de X et Y induisent une rétraction de C]? de telle sorte que C’f € Cp et
on 'appelle le céne de f. Ensuite, Cg posséde des produits finis : sion ary : X — B et
ry : Y — B dans Cpg, on prend pour produit 7 : X xp Y — B défini par r(z,y) := rx(z)(=
ry(y)). Enfin, Cg a des smash produits, définis par

XApY =X x8Y [(5.8) ~rx(@), (b,y) ~ 1y ()):

Par définition, on a
XB /\B YB == (X XB Y)B

e Comme on a

H*(Xp, B) ~ H*(X),

on peut travailler avec la cohomologie relative a un espace base. On peut voir ceci comme une
cohomologie réduite dans la catégorie Cp. Si on a une pair (X, A) dans Cg, avec X /A €Cpet
si A est un rétract par déformation d’un ouvert de X, on peut appliquer ’excision et comme
on travaille sur un corps, la version duale du théoréme 2.13 de [39] et les considérations qui
y figurent en page 200 montrent que l'on a une suite exacte

+——=H"YA,B)——=H" (X /A,B) —= H"(X,B) —= H"(A,B) —=H" 1 (X /A,B) —— -
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De plus, si Y € Cpg, on a par définition

XY [apngy = (X/a)nY

et donc, si A est un rétract par déformation d’un ouvert de X, alors on a une suite exacte

. ——= H" Y (AARY,B)—H" (X /4 AgY,B) —= H"(X Ag Y, B) —= H" (AN Y, B) —

e On va construire un diagramme

X = X, Ko K K, (25)
DRV AN

tel que 'application de H*(—, B) donne une résolution de H*(X, B) par des H*(B)-modules
libres. On appliquera ensuite — Ag Y au diagramme (3) puis H*(—, B) pour obtenir un
diagramme en escalier, qui nous donnera notre suite spectrale.

Soit Ky := (X/B) X B, vu dans Cp avec B ~ (B/B) x B C (X/B) x B, muni de
la rétraction pry : X /B x B — B. Par le théoréme de Kiinneth (les cohomologies sont de
dimension finies, ce qui rend la formule de Kiinneth licite), on a

H*(Ko) ~ H* (X /p) @ H*(B) ~ H*(X, B) @ H*(B)

et comme on a Ky 2 B, l'action de H*(B) est donnée par (z ® y)b = x @ yb, donc H*(K,)
est un H*(B)-module a droite, libre. Soit f : X — K, défini par z — (z,r(x)). Cest un
morphisme dans Cg. Comme on a un triangle commutatif

X/B

\/

Ko/p

on obtient que f* : H*(Ko, B) — H*(X, B) est surjective. Posons X; := Cf € C. On a la
propriété suivante, que ’on utilisera plus tard :

(H'(X,B)=0, Vi<n) = (H(Ky,B)=0, Vi<n)et H(X;,B) =0, Vi<n+1. (26)

La premiére moitié est claire car H*(K;, B) ~ H*(X, B) ® H*(B). Pour la seconde moitié,

on a H°(B) =k, donc H"(f) est un isomorphisme et comme on a une suite exacte courte
H™(f)

) —=

0——= H"(X,,B) — H"(K,, B H"(X,B) —=0

on obtient bien 'assertion (4).

On peut itérer cette construction et on obtient le diagramme voulu, qui répond a la ques-
tion puisqu’on a une résolution libre (c’est une résolution car les suites exactes courtes se
recollent) :

—— H* K2 B) H* (Ko 0

_— N, S

\* (X2, B) \ L B) (X, B)
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Maintenant, on applique — Ap Y au diagramme (3). Si f : X, = K, alors X1 = C’f, d’ou
une suite exacte longue

p

+1 /\BY,B)—>Hn(Kp/\BKB)—>'Hn(Xp/\B§/,B>—>

et ce pour tout p > 0. Ces suites se regroupent dans un diagramme en escalier

i > H"(Kpy A Y,B) ——> H"(X, Ap Y, B) ——> H"(K, 1 Ag Y, B) —> H"(X, 1 Ag Y,B) —> - --

< ——> H""Y(Kp11 ApY,B) — H™""(X,11 ApY,B) —> H"*1(K, Ap Y, B) — H"*} (X, Ag Y, B) —> - -

(27)
et ceci nous donne une suite spectrale. Reste a calculer sa limite et sa deuxiéme page.
e Calculons la deuxiéme page. Si X = Z x B s’écrit comme un produit, alors on a X xgVY =
Z x'Y, avec la seconde projection pour rétraction. Dans ce cas, on a donc un isomorphisme

HY(X xpY)~H(Z xY) ~ H(Z) @, H*(Y) ~ H*(Z) @, (H*(B) @+ H'(Y))

~ (H*(Z) ®x H*(B)) @) H*(Y) =~ H'(Z x B) @y~ H*(Y) = H*(X) @y () H*(Y)
~ (H*(X,B) ® H*(B)) ®p~5) (H*(Y, B) ® H*(B))
~ (H*(X, B) @y H*(Y, B)) ® H*(X, B) ® H*(Y, B) ® H*(B).
On en tire
H*(X AV, B) ~ H*(X, B) @y H'(Y, B).
En particulier, avec K, = Xp /B x B, on obtient
H*(K, NgY,B) ~ H(K,, B) @y~ H*(Y, B),

donc avec la construction de la section 0.1, on obtient la premiére page de la suite spectrale :
EP* = H*(KyAp,Y,B) = H*(K,, B) @y~ H*(Y, B), qui est donc de premier quadrant.
Plus précisément, on a

EP = H""(K, A Y, B)

et la différentielle d; : E} — EPT14 est donnée en tensorisant par idy-p) la différentielle de
la résolution H*(B)-libre de H*(X, B). On obtient donc bien, par définition de la graduation
des Tor f*(B),

EYY = Tor P (H*(X, B), H*(Y, B)),

et

EY* = P Y = Tor ["P)(H*(X, B), H*(Y, B)).

q>0

e On va maintenant montrer que les hypothéses du Théoréme [D.2] sont satisfaites. On verra
en cours d’investigation pourquoi les termes EP9 pour p et ¢ fixés, se stabilisent pour r assez
grand. En haut de la ¢°™° A-colonne de (5), on a le groupe HY(X AgY, B), qui est filtré par
les

F5+q :=ker(HY(X AgY,B) — H"*(X, \g Y, B)).
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Pour appliquer le Théoréme il nous faut d’abord montrer que la ¢*™¢ A-colonne s’annule
si on descend assez; i.e.

Vg, I3p>0; H"* (X, AgY,B)=0.

C’est le fait que m(B) = 1 qui va nous sauver.
Rappelons d’abord que

H*(K,,B) ~ H*(X,, B) ®, H*(B)
et que
H*(X,11, B) = ker(H*(X,, B) ® H*(B) & H*(X,, B)) = ker(H*(K,, B) & H*(X,, B)).
Donc, si H'(B) = 0 pour i = 0,1, alors on a
(Vi<n, H(X,,B)=0) = (Vi<n+2, H(X,,,,B) =0).

En effet, on a ker p = @, ker i, Ol fiy : @pﬂ;n H?(X,,B) ® H1(B) — H"(X,,B) et si
i < mn, alors (H*(X,,B)® H*(B))" = 0 donc H*(X,+1,B) =0;etsii=n+1,n+ 2, alors
(H*(X,, B) ® H*(B))' = H(X,, B) et y; = id donc H*(X,.,, B) = kerid = 0.

Comme H'(Xy, B) = H'(X, B) = 0 pour i < 0, par récurrence, on obtient

Vi < 2p, H'(X,,B) = 0= H'(K,, B).

En particulier, on a E7"? = 0si p > ¢, donc les termes EP? se stabilisent pour p, ¢ fixés, quand
r — 400. De plus, la seconde égalité ci-dessus montre que la condition (i) du Théoréme
est remplie.

Avant de prouver ’assertion concernant les A-colonnes, rappelons I’énoncé du cas relatif
de la suite spectrale de Serre (voir [40], Chapter I, p.17 ou [19]|, Theorem 9.33) :

Théoréme D.5. (Serre relative en cohomologie)
Si F — E 5 B et une fibration de Serre, si B' C B et si E' = 771(E), on a une fibration
de Serre F — E' — B’. On suppose que B est 1-connexe. Alors il existe une suite spectrale
convergente

SEYY = HP(B,B', HI(F)) = H""(E,E').

Dans notre situation, on a un produit fibré

X, AgY —=Y

|

X, B

T
avec r une rétraction ; et on considére alors le produit fibré (restriction)

BXBY—>Xp XBY

L

B incl. Xp

auquel on peut appliquer, puisque B est 1-connexe, la suite spectrale relative de Serre pour
obtenir

By’ = H'(X,,B) =0, Vi < 2p
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et ceci entraine que
H'(X,xpY,BxpY)=0, Vi <2p.

Dans la situation su théoréme, on prend Y de la forme Yz = Y LU B pour une fibration de
Serre Y — B. Alors, X, Ap Yp est X, xpY muni du sous-espace B xpY écrasé sur B, donc

Vi< 2p, H(X,ApY,B) = H(X, xpY,B xpY) =0,

donc la condition (7i) du Théoréme est remplie également. On peut donc 'appliquer et
la suite spectrale converge vers H*(X Ap Y, B).
e Enfin, dans la situation de ’énoncé du théoréme, on considére Xp et Yz et, par les consi-
dérations précédentes, on a une suite spectrale

EYY = Tor P (H*(Xp, B), H*(Yg, B)) = H""(Xp Ap Y5, B).
Or, on a H*(Xp,B) ~ H*(X) et de méme pour Y, donc la deuxiéme page se réécrit
ERY = Tor 'O (H*(X), H*(Y)).
Finalement, on a H*(XgApYp,B) = H*(X xpY)p, B) ~ H*(X xpY) et la limite est bien

celle annoncée, ce qui termine la démonstration. O

En appliquant ce résultat au cas ou X = pt, on obtient le

Corollaire D.6. Soit F — E — B une fibration de Serre a base simplement conneze et telle
que les cohomologies de E et F soient de dimension finie sur k en tout degré. Alors, il existe
une suite spectrale convergente

ED? = Tor M P (k, H*(E)) = H""(F).

Remarque D.7. On note que 'association du couple exact ci-dessus au contexte du théoréme
est naturelle et contravariante (on travaille avec de la cohomologie) et, la suite spectrale d’un
couple exact est naturelle ; en somme, la suite d’Eilenberg-Moore est naturelle : il s’agit donc
d™un foncteur spectral cohomologique. Ceci nous servira dans le résultat suivant.

Corollaire D.8. Soit ' < E = B une fibration de Serre. On note p :== H*(1) : H*(E) —
H*(F) la restriction et v : H(E) — k Qu«) H*(E) Uépimorphisme canonique. Dans la
suite d’Eilenberg-Moore (EP?),>o associée a la fibration, on définit

e: H(F) - E% — Ep*

le morphisme d’aréte ("edge homomorphism"). Alors, il existe un automorphisme linéaire o
de H*(E) tel que l'on ait
€op=roo.

En particulier, si la suite d’Filenberg-Moore de la fibration s’effondre en page 2, alors € est
un isomorphisme et donc la restriction p : H*(E) — H*(F) est surjective.
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Démonstration. On considére le morphisme de fibrations de Serre

E=E.
B ——pt

En notant (E,’,”q) la suite d’Eilenberg-Moore de la seconde fibration, on obtient par naturalité
un morphisme (EP9) — (EP?). Ce morphisme induit un carré commutatif au niveau des
morphismes d’arétes

Ey" <~ H"(F)

I

Ey" < s H"(E)

Maintenant, on a
Ey™ = Tor o™ (k, H*(E)) = Tork (k, H*(E)) = (k @ H*(E))" = H"(E)
et (E}f’q) converge vers H*(F). Ensuite, on a
E3" = Tor g, Pk, H'(E)) = (k ®p+(3) H'(E))"

et (EP7) converge vers H*(F'). De plus, par définition de notre morphisme de fibrations, le
morphisme induit ES” — EJ™ est ~y et, puisque la suite (Ef?’q) s’effondre en seconde page
(seule la 0°™ ligne de la deuxiéme page est non nulle), le morphisme "edge" de cette suite
est un automorphisme de H*(E), que 'on note o et le carré ci-dessus peut alors se réécrire

k @) H*(E) = H*(F)

d T’)

H*(E) <——— H*(E)

d’ou le résultat. O
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E Cohomologie du faisceau constant et cohomologie sin-
guliére

E.1 Préliminaires : résultats techniques sur I’héréditaire paracom-
pacité

Nous allons donner ici quelques résultats liminaires de topologie générale, concernant la
paracompacité ; pour lesquels on pourra consulter [65], chapitre 1, section 1.4. Rappelons
tout d’abord qu'un préfaisceau abélien F sur un espace topologique X est par définition
un foncteur contravariant défini sur la catégorie des ouverts de X et a valeurs dans celle des
groupes abéliens. De plus, un préfaisceau F est un faisceau s’il vérifie 'axiome de recollement
avec unicité, écrit succinctement :

VU = Ui, Vsi € F(UD) 5 siwaw, = Sipow,» s € F(U) 5 s, = si, Vi€ L.

icl

On peut néanmoins considérer un préfaisceau F vérifiant I'axiome de recollement sans
exiger 'unicité de la section s € F(U) prolongeant les s;. La terminologie n’est pas standard,
mais dans ce papier, on définit :

Définition E.1. Soit X un espace topologique et soit F € PBAby un préfaisceau abélien
sur X. On dira que F est un préfaisceau épique s’il vérifi 'axiome de recollement sans éxiger
I'unicité. S’il ne vérifie que 1'unicité (i.e. s’il existe une section prolongeant les s;, alors elle
est unique), on dira que c¢’est un préfaisceau monique. Ainsi, un faisceau est un préfaisceau
qui est a la fois monique et épique.

Passons maintenant a quelques définitions de topologie sur la paracompacité. Nous énon-
cerons et démontrerons deux lemmes ensuite, qui nous serons utiles dans la section suivante.
Nous fixons, une fois pour toutes, un espace topologique X.

Définition E.2. (voir [65], Appendix, 2.1 et [66], pp. 1)

1. Un recouvrement ouvert (U;); est dit localement fini si, pour tout = € X, il existe un
voisinage ouvert V' de x n’intersectant qu'un nombre fini des Us.

2. Un raffinement d’un recouvrement ouvert (U;); de X est un recouvrement ouvert (V;);
tel que
V4, 3i; V; C Ui

3. Si (U;)ies est un recouvrement ouvert de X, un rétrécissement de (U;) est un recouvre-
ment ouvert (V;);es tel que

Viel, V;,cU,.

4. X est dit paracompact s’il est séparé et si tout recouvrement ouvert de X admet un
raffinement localement fini.

5. X est dit héréditairement paracompact si chacun de ses ouverts est paracompact.

171



Remarque E.3. e Un espace héréditairement paracompact doit donc étre séparé. Ceci est
une obstruction majeure a ’application du résultat principal de ce papier au cas des
variétés algébriques. Cependant, Sella ( [66]) a trouvé une extension de ce résultat, dans
le cadre duquel les variétés algébriques rentrent. Nous verrons ceci plus tard.

e Par des arguments standards de topologie générale, tout espace paracompact est nor-
mal ; et tout recouvrement ouvert d’'un espace normal admet un rétrécissement.

Lemme E.4. (voir [65], Lemma 1.13)

Soient (U;)ier un recovvrement ouvert localement fini d’un espace U et (V;) un rétrécissement
de (U;). Alors, pour tout x € U, il existe un voisinage ouvert M, de x tel que [’ensemble
I:={iel; M,NV;#0} soit fini et, pour tout i € I,,, on ait v € V; et M, C U;.

Démonstration. Comme (U;) est localement fini, (V;) l'est aussi et I'existence de M, tel que
I, soit fini est claire. On remplace alors M, par

M, () U\Vi#0

inw;xéévi

pour avoir |I,| < oo et, par construction, x € V; pour tout i € I,. Comme (V;) est un

rétrécissement, on a V; C U; et, pour tout ¢ € I,, ona x € V; C U;, donc z € ﬂielm U; et on
peut encore remplacer M, par
M, () Ui # 0,
icl,
pour obtenir le résultat. O

Lemme E.5. (voir [65], Proposition 1.14)

Soient X un espace héréditairement paracompact et F un préfaisceau épique abélien sur X.
Si on note F+ € Abx le faisceau associé a F, alors, pour tout ouvert U de X, le morphisme
canonique F(U) — FH(U) est surjectif.

Démonstration. Soit o € FT(U). Par définition, o : U — Et(F) est une section continue de
'espace étalé Et(F) sur F. Donc, pour tout x € U, il existe un voisinage ouvert N, de = dans
U et une section s* € F(N,) tels que s* soit envoyée sur o(x) dans (F+), = F,. La section
(s*)T € Ft(N,) et o coincident en x et par définition de la fibre, il existe un voisinage ouvert
N! C N, tel que (S"’”)‘J]“Vg,” = o|n;. Ainsi, (N}), est un recouvrement ouvert de U tel qu’il existe
s* € F(N.) vérifiant

Va € N, (s")a = o(a).

U étant paracompact, on peut trouver un raffinement localement fini (U;);e; de (N)) et
des s; € F(U;) telles que, pour tout x € U;, on ait (s;), = o(x) dans F,. Toujours par
paracompacité de U, on peut choisir un rétrécissement (V;) de (Uj).
Pour z € U fixé, on choisit un voisinage ouvert M, donné par le Lemme [E.4] On peut
alors supposer que l'on a
\V/Z,j S ]x, 87,|ML = Sj|MI'

En effet, on peut effectuer une récurrence descendante sur |I,| < oo. S'il existe i,j € I,
tels que s;5, # Sjja, comme on a M, C U et My C Uj, onaz € U;NU; # 0 et
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(8)2 = 0(x) = ()2, donc il existe un ouvert W C U;NU; contenant x et tel que s;jy = s;|W.
On remplace alors M, par M, "W # () et I, par I, \ {j}. En itérant le processus, on en
tire que les restrictions des s; a M, sont toutes égales; et notons 5@ e F(M,) cette valeur
comiune.

Alors, (M), est un recouvrement ouvert de U et, si z € M, N M, # 0, il existe ¢ € I tel
que z € V; et alors ¢ € I, N I,. Du coup, on a

(=)

_ _ _ N ()
S|ManM, = (s, )ingarng, = Sipanng, = (Sijag, ) |Mann, = S|M.NM,,>

donc, par I'axiome de recollement (sans unicité), on peut trouver s € F(U) telle que 55, =

@), pour tout x € U. Ainsi, pour x € U, on a (s*), = ((spr,)7)z = o(x) et, comme
o,st € FT(U), ceci entraine o = s™ et la surjectivité annoncée. ]
Remarque E.6. e Insistons sur le fait que, pour pouvoir utiliser le Lemme 1 (et donc

pour avoir la conclusion du Lemme 2), 'existence de rétrécissements et de raffinement
localement finis est nécessaire. Ainsi, on a besoin de I’héréditaire paracompacité, et
donc de la séparation. Cette difficulté réapparaitra plus tard.

e On peut montrer (cf. [65], Proposition 1.11 et 1.12), que dans le cas général, F est un
préfaisceau monique (resp. un faisceau) si et seulement si, pour tout ouvert U de X,

Papplication canonique F(U) & F*(U) est injective (resp. un isomorphisme).

E.2 Comparaison des cohomologies : cas des espaces héréditaire-
ment paracompacts

Pour ce qui va suivre, on se référe a [16], section 2.

Fixons les notations. On se donne un espace topologique X, un groupe abélien A et on
note Hg, (X, A) la cohomologie singuliére de X a coefficients dans A et A € by le faiscean
constant sur X, associé au préfaisceau U — A. On note également H*(X, A) = R°T'(X, —)(A)
la cohomologie de X & coefficients dans A. On a le

Théoréme E.7. Soit X un espace topologique héréditairement paracompact et localement
contractile. Alors, on a des isomorphismes fonctoriels de groupes abéliens

Vn >0, H'. (X,Z)~ H"(X,Z).

s1ng

Démonstration. Pour un ouvert U de X et ¢ > 0, soit
CUU)=CYU,Z) := Homz(C,(U), Z),

ou Cy(U) :==Z (0 : A? — U) est le complexe des chaines singuliére & valeurs dans U. Notons
aussi C'? le préfaisceau abélien U +— C9(U), ainsi que C? le faisceau associé.

1) On a une résolution flasque dans Aby :

0 Z el 50 cl . cn o cntl o L. (28)

173



En effet, les différentielles singulieres 9% : C"(U) — C™T1(U) sont compatibles aux
restrictions

n res. n+1
cnu) = cr(U) oit V <5 U sont des ouverts de X,

© = (00— p(Loo))
et donnent des morphismes 6" : C* — C"*!; et on a de plus un morphisme canonique
e:Z — C° Le complexe (1) est une résolution. En effet, si U C X est contractile, on
a une suite exacte

an—t an
Cnfl(U) _v . Cn(U) _v_ On+1(U)
et, comme X est localement contractile, pour tout z € X, on peut utiliser une base de
voisinages contractiles de x pour calculer la suite des fibres en x, donc la suite

n—1 5! n o7 n+1
cr1l o con 2, cn

est exacte, donc aussi

Cn—l on—t cr o Cn—l—l_

Ensuite, on a ker(C® — C') = Z. En effet, si ¢ € C°(U,Z) est un 0-cocycle sur U
contractile, on a, pour z,y € U et o : A’ — U un chemin de z & y, on a

0 = () = p(dia) = o(y) — p(x),

donc ¢ est constante sur U. Ainsi, si ¢ € C°(U) est un 0-cocycle sur un ouvert U
quelconque de X, alors ¢ est localement constante sur U et provient donc d’un élément
de Z(U). Ainsi, par locale contractibilité, pour tout z € X, on a ker 6 = ime,, donc
ker 0° = im ¢ et donc (1) est bien exacte et Z =55 C* est une résolution de Z. Maintenant,
pour tout ¢ > 0, le préfaisceau C9 est épique. Expliquons rapidement I'argument. Si
on a un recouvrement ouvert U = (U;); d’'un ouvert U et si on a des ¢; € C(U;) qui
coincident sur les intersections U; NU;, on doit trouver ¢ € C9(U) prolongeant les ;. 11
suffit donc de définir ¢ sur les simplexes singuliers o : A? — U. Soit donc o : AY — U et
notons Cg’ (U) le groupe abélien libre de base les simplexes singuliers a valeurs dans un
des U;. Par le théoréme des U-chaines (cf. [39], Proposition 2.21), il existe un morphisme
de complexes p : C,(U) — CY(U) tel que, si ¢ : CY(U) — C,(U) est I'injection
canonique, alors on a pt = id et 1p est homotope a I'identite. Si p(o) = 3. a;7; € CY(U)
avec 7; & valeurs dans U;;, alors on pose ¢(0) := . a;pi;(7;). Ceci est bien défini car
si 7; est & valeurs dans U;; N Uy, alors on a ¢;, (1) = ¢, (75) et, si 0 € Cy(Us), alors
plo) = o et on a (o) = ¢i(0).

Ainsi, on peut appliquer le Lemme |E.5] puisque X est héréditairement paracompact,
est obtenir, pour tout ouvert U, que le morphisme canonique

cuU) 5 cuU)

est surjectif. Ensuite, si ¢ > 0 et si on a des ouverts V - U, alors la restriction
CUU) — CU(V) est surjective. En effet, si ¢ € CY(V) et si 0 : A? — U, on pose

@(g)~—{¢(0) si Jo:A?—=>V;io00=0

o 0 sinon
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Alors p € CYU) et = 1p. Ainsi, C est flasque et le carré commutatif

CUU) —= C(U)

(

CUV) —CU(V)

montre que C? est flasque. Finalement, Z = C® est une résolution flasque du faisceau
constant et, par le théoréme de De Rham formel, on peut I'utiliser pour calculer les
foncteurs dérivés H*(X,Z) = R*T'(X, Z).

Il existe des isomorphismes de préfaisceaux
Cq /Cg _2>Cq ,

ol, pour tout ouvert V de X, on définit

CYV)o={p € CUV); IV = (Vj)ier recouvrement ouvert de V' tel que pjcaqy;) =0, Vi € I}.

En effet, on prend le morphisme canonique
cyv) 5 cuv)
qui est compatibles aux restrictions et surjectif, en vertu du Lemme [E.5] Pour ¢ €

Ci(V), on a

pt=0eVreX o,=(p"),=0 < E'V:U‘/i§ icavy) =0, Vi & o e CUV),.

Ainsi, ker(+) = C{ et on obtient bien les isomorphismes voulus.

Les complexes C*(X) et C*(X) /C°(X)o sont quasi-isomorphes.

En effet, si U = (U;) est un recouvrement ouvert de X, l'injection canonique j :
CU(X) — C.(X) posséde un inverse homotopique hy : Co(X) — CY(X) tel que
hyju = id. Donc, en notant my := jj; : C*(X) — C5(X) le dual de ji, alors on a que my
est une équivalence d’homotopie vérifiant m,h;;, = id, donc m, est surjective. La suite
exacte longue de cohomologie associée a la suite exacte courte de complexes

0 —ker my —= C*(X) —4~ C3(X) —=0

montre que ker m, est acyclique; et ce quel que soit le recouvrement ouvert & de X.
Maintenant, on a
C*(X)o = U ker my, = hg ker 7y,
UeCov(X) UeCov(X)

et comme le foncteur hﬂ est exact, on a
H*(C*(X)o) = hng'(kerWu) =0
et, par la suite exacte longue associée a

0— > C*(X)y—> C*(X) —= C*(X) /C-<X)O S

donne le résultat voulu. On pourra consulter 72|, chapitre V, section 5.32 pour cet
argument.
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4) On recolle les morceaux, en utilisant le théoréme de De Rham formel : pour tout ¢ > 0,
on a
2)

HE, (X, Z) & Ho(e (X)) 2 1 (C'(X) /C'(X)o> 2 Ho(C* (X)) C%HQ(X,Z).

O

On remarque qu’en remplacant Z par un groupe abélien quelconque A et en gardant la
méme démonstration, on obtient la généralisation légére suivante :

Corollaire E.8. Soient X un espace localement contractile et héréditairement paracompact
et A un groupe abélien. Alors on a un isomorphisme naturel de groupes abéliens gradués

H.

s1ng

(X,A)~ H*(X,A).

E.3 Généralisation : théoréme de Ramanan-Sella

L’hypothése de locale contractibilité semble raisonnable, puisque le rang de H°(X, Z) est
le nombre de composantes connexes par arcs de X, alors que celui de H*(X,Z) = I'(X, Z) est
le nombre de composantes connexes de X. Les composantes 0-connexes et les composantes
connexes doivent donc coincider, ce qui est (non trivialement) le cas dans les espaces locale-
ment connexes par arcs, en particulier dans les espaces localement contractiles.

Par contre, I’héréditaire paracompacité peut sembler superflue... et c¢’est le cas! Pour
notre preuve cependant, cette hypothése est cruciale car autrement, le Lemme tombe en
défaut. Dans son article [66], Sella donne le contre-exemple suivant :

Exemple E.9. (voir [66], Example 0.3)
Posons X := {1,2,3,4,5}, de topologie donnée par la base d’ouverts

Uy :={1,2,3,4}, Uy :={2,3,4,5}, {2,3}, {3,4}, {3}

X est localement contractile car 3 est dans tous les ouverts de X, mais X n’est pas séparé.
Maintenant, soient

fre CH L) ; filo) = { (1) Sirslion o(A') C {2,3} ou o(A') C {3,4}
1 si O’(AI) C {2’3} ou {3’4}
2 sinon

fo € CHUs) 5 falo) = {

Alors, f1 et fo ont les mémes germes en tout point de Uy N U; = {2,3,4}, donc f; et fy
donnent un élément de C'(X), mais ne se recollent pas en un f € C'(X).

Cependant, les cohomologies singuliére et du faisceau constant coincident encore sur un
espace dit "semi-localement contractile" :
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Définition E.10. (cf. [66])

Un espace X est semi-localement contractile si tout ouvert U de X admet un recouvrement
ouvert U = |, W; tel que pour tout i, W; C U soir contractile dans U (i.e. I'injection W; — U
est homotope a une application constante).

On a alors le résultat de Sella suivant, qui généralise (grandement) le Théoréme démontré
ci-dessus :

Théoréme E.11. (Ramanan-Sella, |66/, pp. 2)
Si X est un espace topologique semi-localement contractile et si A est un groupe abélien, alors
on a des isomorphismes naturels en X :

Vn >0, H*(X,A) ~ H"(X, A).

La preuve fait treize pages... Expliquons-en rapidement le principe. Il s’agit d’utiliser un
argument du type de celui de Ramanan, mais en choisissant une autre résolution flasque,
plus subtile que celle utilisée ici.

On prouve tout d’abord le lemme suivant :

Lemme E.12. (cf. [66], Lemma 0.1)

Soient X un espace semi-localement contractile et F* un complexe de faisceauzx abéliens sur
X tel que, pour tout ouvert U de X, le compleze F*(U) est limite inductive de surjec-
tions Fo(U) — F3(U), pour a < B dans un certain ensemble filtrant D, muni de quasi-
isomorphismes surjectifs my o : C*(U, A) — F(U) pour tout o € D qui commute a la limite
inductive. Alors, F* constitue une résolution flasque de A et le morphisme limite C*(X, A) —
F*(X) est un quasi-isomorphisme, induisant l’isomorphisme désiré H*(X, A) ~ H*(X, A).

Il s’agit donc d’appliquer ce lemme. On introduit la notion de "nidification" :

Définition E.13. Une nidification n sur X est la donnée, pour toute suite finie (éventuelle-
ment vide) de X, d’un ouvert de X, vérifiant

i) n(0) =X,
ii) Pour tout n > 1 et toute suite z1, ..., x, telle que x; € n(xs, ..., x,), Vouvert n(xy, ..., z,)
est un voisinage ouvert de s; dans X,
ili) Pour toute application croissante f: {1,...,m} — {1,...,n}, on a n(xy,za,...,2,) C
DT p)s Tp@)s -5 L pm))-

Remarquons qu’une conséquence de la condition 7i7) et que

(e, .. xn) Cn(xe, ... x,) et plxy, ... x,) Ty, ..., Tpq)-

Ensuite, étant donné un simplexe o : A" — X, soit b(c) I'image du barycentre de A"
dans X.

Si I'on se donne n > 0 et une nidification n sur X, soit C(X) le groupe abélien libre de
base les simplexes o : A™ — X tels que, pour tout chaine de faces oy C --- C 0, C 0, la face
o1 est contenue dans 7(b(01),...,b(0n)). Posons aussi C}'(X, A) := Hom z(C}/(X), A), ainsi
que

C"(X,A) = h_ngCZ(X, A),
1
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ol on ordonne les nidifications par raffinement.

On vérifie que si 0 : A" — X est dans C'(X), alors do € C]_,(X), donc C7(X) est un
complexe, de telle sorte que C;;(X ) soit aussi un complexe. En passant a la limite, on obtient
que C*(X) est également un complexe.

Soit donc X semi-localement contractile. On charche a appliquer le lemme 3 au complexe
de préfaisceaux C*(—, A) sur X. Pour tout ouvert U, le complexe C*(U, A) est par définition
une limite inductive des complexes Cy (U, A), qui sont munis de surjections canoniques 7y :
C*(U, A) = C(U, A).

La suite de la preuve consiste a justifier que les préfaisceaux C*(—, A) sont en fait des
faisceaux. Ensuite, Sella utilise un argument de type chaines U-petites (mais encore plus
technique et évolué) pour montrer que, pour tout espace U et toute nidification 7 sur U,
I'inclusion C7(U) — C,(U) est une équivalence d’homotopie, de telle sorte que le dual my :
C*(U,A) — Cy(U, A) est aussi une équivalence d’homotopie; et les conditions du lemme 3
sont alors remplies et le résultat est acquis.
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