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Premiére partie

Eléments d’algébre tensorielle

1 Formes multilinéaires, produit tensoriel

Définition 1. Soient F un espace vectoriel réel de dimension finie n et
k € N*. On dit d’une application f : E¥ — R est une forme k-linéaire sur E
si

V1i<i<k VNpueR, Yv,w, € E, Yvi,...,0,_1,0i41,...,0 € E|

for, oo, Avy 4+ pw;y oo o) = Af(01, 00, Uy ooy 0k) + pf (U1, w4y e )

On remarque immédiatement que I’ensemble des formes k-linéaires sur E
est un espace vectoriel réel appelé "k-éme puissance tensorielle de E*" ou"k-
¢me puissance tensorielle duale de E" et on le notera ®" E*. Le symbole
"@" ne peut étre introduit que par 1’é¢tude du produit tensoriel général qui
ne nous servira pas ici. Nous pouvons cependant justifier cette notation par le
fait que E* représente habituellement I'espace dual de E, ¢’est-a-dire ’espace
vectoriel des formes linéaires sur E et ici, on a affaire a une sorte de "produit"
de k copies de E*, d’ou le nom de "puissance tensorielle".

Proposition-Définition 1. Soit (f,g) € ®k E* ><®l E*. On appelle produit
tensoriel de f et g l’élément de ®k+l E* noté f ® g défini par

V(v .. Ukp) € EkH, f@gvr, . ve) = for, o 0) 9V, - o Vkpt)

Cette loi est associative mais non commutative.

Démonstration. 11 s’agit d’une simple vérification. O]



Remarque 1. L’intérét de ce produit est qu’il permet d’exhiber aisément une
base de ®" E*; En effet, si (e, ..., e,) est une base de E, soit (ef, ..., e*)

rn

sa base duale. On a alors pour tout f € ®k E* et tout (vy,...,v) € EF :

flor,...,0p) = Z flei, .. e e, ®...@¢€ (v1,...,0%)

1<in,oyipg<n.
De plus, comme
6:1 ®...®6:k(6j1,...,€jk> 7&0 = (11,,%) = (]177,]k)

on voit facilement que la famille {ef ® ... ® ef, 1<i;<n, 1<j< k} est
libre, ¢’est donc une base de ®" E* et on obtient dim ®* E* = n*.

2 Formes multilinéaires alternées, produit ex-
térieur

Définition 2. Soit f € ®" E*. On dit que f est alternée si et seulement si
Vo € 6k7 V(Ul, s 7Uk) € Ek7 f(vh B 7Uk) = g(o-)fO}O'(l)u s 7UU(k))

ot (o) désigne la signature de la permutation o. On notera A*E* 1’espace
vectoriel des formes k-linéaires alternées sur F et on 'appellera "k-éme puis-
sance extérieure de E*" ou "k-éme puissance extérieure duale de E".

Notation 1. La définition précédente ne faisant sens que si k > 1, on intro-
duira de plus A°E* := R et on rappelle que A'E* & E*.
Exemple 1. L’application déterminant dans une base B donnée :

detg : R — R
(v1,...,0,) +— detp(vy,...,v,)

est un élément de A"R™ (c’est méme 'unique élément de A"R™ qui vaut 1
sur B).



Remarque 2. On peut montrer sans difficulté que f € ®k E* est alternée si
et seulement si toute famille liée de k-vecteurs annule f.

Définition 3. Soit f € ®k E*. On appelle antisymétrisé de f la forme
k-linéaire alternée Alt(f) € A*E* définie par :

Alt(f) (v, o) = — £(0) f(Va(1ys - - V(i)

Proposition 1.
Ve NE* Alt(f)=f

Démonstration. Si f € A¥E*, on a, pour tout (vy,...,v;) € EX :

1 1
Alt(f)(vr, - o) = 7l £(0)f(voqy, -+ Vor)) = il Z flor, ..o )
c€Gy geS
1
= (01, ) |Gk = f(v1, ..., vk)

]

Remarque 3. Alt : ®k E* — A*E* est une application dont I’ensemble des
points fixes contient A¥E*, ce qui rend la définition 3 cohérente.

Proposition-Définition 2. Si f € ®k E* el g € ®l E*, on définit le pro-
duit extérieur de f et g comme :

Frgi= EED @ g) e A E

k!
e
1
fAglon, .. o) = = Z (o) f (Va1 - -+ s Vo)) 9 (Vo (k1) - - -+ Voh+1))
O’EGk_H

Ce produit est bilinéaire, associatif et vérifie :

fAhg=(=D"gnf



Pour montrer que le produit extérieur est associatif, nous aurons besoin
du lemme suivant :

Lemme 1.
k l
V(f.9) € R E xR E*; Alt(g) =0, Alt(f®g) =0

Démonstration. Soit la relation d’équivalence définie sur G,y par :
o~T & V1<i<k, o(i)=r71(i)

On note ¢; les classes d’équivalence de ~. Pour tout j,

Z (@) f(Vo)s - Vo)) 9 (Vo(t1)s - - - s Vo(h+))

UEC]'

= f(vla R 7Uk) Z €<J)g(vo(k+l)7 R 7Uo(k+l)> =0
O'ECj
car Alt(g) = 0. Or, Gy est réunion disjointe des classes C;, donc

Alt(fog)(vy, ... v5) = Tl Z £(0) f(Vo1)s - - - Vo(k)) I (Vo (kt1)s - - - Vor(kt1))

’ U€6k+l

1
AT Z Z (o) f (Vo) - -5 Vo)) I (Varr), - - - Vo)) = 0

7 UEC]'

Nous pouvons donc démontrer la Proposition-Définition 2 :

Démonstration. Tl est clair que le résultat du produit ainsi défini est (k + [)-
linéaire et qu’il définit une loi bilinéaire. Montrons qu’il est alterné. Soit donc
7 une permutation de Sy, on a

F A gy, - Vr(rtr))

= W Z 6(0)5(7‘)2]?("0007-(1), . ,UUOT(k))g(UJOT(kJrl), e ,UUOT(kJrl))

’ o€y



1

T Z (00 T) f(Voor()s - - - s Voor(k)) §(Voor (k415 - - - s Voor(kt1))

0€6 4

= &(7)

= E(T)f A g(vla s 7Uk+l>
Pour I'associativité, on a

Alt(Alt(f® g) — (f @ g)) = Alt(f ® g) — All(f ® g) =0
Donc, d’aprés le lemme précédent :
Alt((Alt(f @ g) @ h) — Alt(f @ g@ h)

= Alt((Alt(f @ g) = (f®g)) ®@h) =0
On en déduit que :

(k+1+m)! (k+ 1+ m)!
e i AHEA®R) = S Al (fog@h) = fA(gAR)

d’ou l'associativité recherchée.

Enfin, soit p la permutation de {1,...,k + [} qui envoie

(1,... kk+1,... k+Dsur (k+1,....,k+1,1,...,k). Onae(u) = (—1)¥
et fAg(r,...,vep) = ALY, - - Vuesr)), ce qui donne
fag=(=D"gn . O

(fAg)Nh =

Exemple 2. 1) On a, si k =1 =1, alors f A g(u,v) = f(u)g(v) — f(v)g(u).
2) On peut montrer qu’en notant :

Iii={0€Gru;ol)<...<alk)eto(k+1)<...<o(k+1)} < Sry
Alors

f/\g(vh-.-,vk) = Z 5(U)f(va(1),-~-,Ua(k))g(va(kﬂ),---,Ua(k:+z))

JEFM
3) Si Ly, ..., L sont des formes linéaires sur F, alors :
k
/\Li(’ljl,...,’l}k) = Ll/\.../\Lk(’ljl,...,Uk)
i=1
k
=Y e(0) [ Lilvow) = det((Li(v))1<ij<n)
€6y =1



Remarque 4. On considére une base (ey,...,e,) de E, (e},...,e’) sa base

’rn

duale et les indices 1 < i1 < ... < <netl1<j;<...<jp<n.Ona:

. 1Sl(21,,lk):(]17vjk‘)
e NN (e e :{ 0 sinon

* e

T ik}lgi1<...<ikgn est libre.

Donc la famille {e

Théoréme 1. Soient f € AFE*, (e, ..., e,) une base de E et (e3,...,€5) sa
base duale associée. Alors

f= Z flei, . eq e, N . Nej

1<ir<..<ip<n

Démonstration. Pour tout 1 < j <k, on pose v; = > ", Uéei. Comme f est

multilinéaire,

flor, ..., 08) = Z ST (A

1<i, .1 <n

(car f = > 1ci iven flei, e )e;, @ ... @ e} ). De plus, si les indices

i1,...,%r ne sont pas tous distincts, alors f(e;,...,e;) = 0 et s’ils sont
distincts, alors il existe une unique permutation de &y, telle que

io(1) < ... <ok Ensuite, f(e;,...,e;,) =¢c(0)f(eo): - €om)). Donc :

f<U17 A ’,Uk> = Z f(ell7 A 7674k;) Z g(o-)vig(l) et ,U;;IG(k)
1< <. <ip<n ceSy,
= Z f(eiu s 7€ik> Z 5(0)1}21(1) T Ufrk(k)
1< <..<ip<n geSy,
= Z f(ein"'aeik) Z 5(0)6:1(1}0(1))"'e:c(vo(k))
1< <..<ip<n c€Sy

= Z flei,. . e e, Ao Nej (vn, ..., 0)

1<iy <...<ip<n

d’ou le résultat. OJ



Corollaire 1. Si k > n, Uespace vectoriel A*E* est trivial. De plus, si

(€1,...,6e,) est une base de E et si (e],...,el) est sa base duale associée,

alors la famille {e] N...Nej} . _ i <n 5L une base de AYE* et on a

dimAFE* =

Démonstration. Si k > n, 'ensemble des indices 1 < 13 < ... < 1 < n
est vide, donc A*E* = {0}. Ensuite, la remarque 4 montre que la famille
{ei, Ao A efk}1§i1<...<ik§n est libre et le Théoréme 1, qu’elle est génératrice,

c’est donc bien une base de l'espace A¥E*. Enfin,

dim A"E* = card{e] A...Ne}, 1<ip<...<ip<n}= (Z)

Définition 4. Enfin, on peut, grace au produit extérieur, définir une struc-
ture d’algeébre anticommutative sur ’espace vectoriel :

AE* = é AFE*
k=0

On appelle cet espace 'algébre extérieure sur F.



Deuxiéme partie

Formes diftférentielles sur un
ouvert d’un espace vectoriel
normé de dimension finie

3 Définitions

Définition 5. On dit d’une application d’'un ouvert d’un espace vectoriel
normé de dimension finie dans un autre est lisse si elle est de classe C*.

Définition 6. Soient £ un R-espace vectoriel normé de dimension finie et
U un ouvert de E. On appelle k-forme différentielle sur U toute application
lisse w de U dans A*E*. On notera QF(U) := C=(U, A*E*) leur ensemble. I
est muni d’une structure d’espace vectoriel sur R mais aussi d’une structure
de module libre sur C*(U,R). De plus, I'entier k est appelé degré de la forme
et on le note degw.

Remarque 5. 1) Nous avons choisi de nous restreindre au cas ol w est de
classe C*° mais nous aurions pu considérer les k-formes de classe CP, p > 1.
Les résultats s’étendent alors sans probléme a ces cas et si nous avons affaire a
une forme de classe C?, p # oo, nous le préciserons en notant : w € Q';(U) =
CP(U, A E™).

2) Une O-forme différentielle est une application lisse de U dans A’E* = R.
De plus, la différentielle (au sens usuel) d’une fonction f : U — R lisse est
une 1-forme différentielle, c’est-a-dire une application lisse de U dans E*.
Elle sera notée df.

Notre travail préliminaire sur 1’algeébre tensoriel nous permet d’énoncer :

Proposition 2. Soient U un ouvert de E, (e, ..., e,) une base de E munie

10



de sa base duale (ef,...,e) et w € Q¥(U). On a :

e n

Ve e U, Jw;,. i (x) e R; w(x)= Z Wiy, (T)es, Ao Aej

1<y <...<i<n

Cela étant, e est la différentielle de la i-éme projection x — x;, on notera
donc :

w(z) = Z Wiy,ap(@)dziy NN dxy,

1<iy<...<ip<n

Exemple 3. Si f: U — R est une fonction lisse, sa différentielle s’écrit, :

Définition 7. 1) Soient w € Q*(U) et a € QYU). On définit le produit
extérieur de w et o comme étant I'unique (k + [)-forme différentielle notée
w A «a telle que

(WA a)(z) =w(x)ANa(z), Ve e U

Ou le "A" apparaissant dans le deuxiéme membre de ’égalité ci-dessus est le
produit extérieur de deux formes multilinéaires défini plus haut.
2) Ce produit donne a l’espace vectoriel :

QU) = éak(U)

une structure d’algébre anticommutative.

Définition 8. Soient U C F, V C F deux ouverts et f : U — V une fonction
lisse. L’'image réciproque de w € QF(V) par f est 'élément f*w € QF(U) tel
que, pour tout = € U et tout (vq,...,v;) € E* :

(ffw)(@)(vy, ..., vp) == w(f(x)(Df(x)v1,...,Df(x).vx)

11



Remarque 6. Si yy, ..., yn sont les coordonnées sur F' est si (f1,..., fi,) sont
les composantes de f, on a :

dyi(Df(x).v) = (dfi)(x)(v)

Donc, si
wy)= > wiaWdy, A Ady,

1<i1<...<ip<n

alors

(fro)z)= > wia(f@)dfi, A Adf,

1<i1<...<ip<n

Pour finir le calcul, on peut développer par multilinéarité du produit exté-
rieur.

Exemple 4. Si U,V C E sont des ouverts et si f: U — V est lisse, alors :

[ (dxy Ao ANdxy) = (det Df(x))(dxy A ... Adxy,)

Proposition 3. Soit f: U — V une fonction lisse. On a :
1) Vw,a € Q¥(V), f(w+a)=f'w+ fa
2) Yw € QF(V), Va € QUV), ff(wAa)=(f'w)A(fa)

3) Si W C G est ouvert, Vg € C®(V,W), Yw € Q*(W), (go f)'w = f*(g*w)

Démonstration. 1) On a, pour tout x € U et tout (vy,...,vx) € E :
frlwta)@) (v, .. o) = (w+ ) (f(@)(Df ()01, .., Df().08)
= w(f(x))(Df(z).v1,...,Df(x)v) + a(f(x)(Df(z).01,...,Df(x).vx)
= (ffw+ fra)(x) (v, - ve)
2) Par définition
frwna)(@) (o, ven) = (WA Q@) (DS ()01, DF (). 0841)

12



= (w(f(@)) Nalf@)(Df(x).vr,..., Df(x)).ve4)
= % Z e(o)w(f(2))(Df(x).veqy, -, Df (@) vem)a(f(@)(Df(2) Vo@pt)s - - - s DF(X) Vo ps1))

G€6k+l

1 ) )
- m Z S(O')f LU(.I')(UU(U, ce ’U‘T(k))f Oé<w>(vo(k+1)7 SR 7Uo(k+l))

o€Gh41
= ((f*w) N (f*a))<x)(vlv s 7Uk)
3) On a:
((go fyw)(@) (v, ... ,v) =wl(go f)(x)(D(go f)(@)vr,....,D(go f)(x).vx)

= w(g(f(x))(Dg(f(x)).Df(x)v1,. .., Dg(f(x)).Df(x).vr)
=g w(f(x)(Df(x)v,...,Df(x)v) = f(g°w)(x)(v1,. .., VL)

4 Différentielle extérieure

On peut prolonger la notion de différentielle d’une fonction & toute k-
forme différentielle :

Théoréme 2. Soit U un ouvert de E. Il existe une unique application d :
QU) — Q) telle que :
i) Vw € QF(U), dw € QYD)
ii) La restriction de d a Q°(U) coincide avec la différentielle des fonctions
iit) V(w,a) € Q¥U) x QUU), dwAa) =dw A a+ (—1)*w A da
iv) d*> =0

En outre, cette application est R-linéaire.

13



Démonstration. Raisonnons par analyse-synthése :

Analyse : Si d*> = 0, on a d(dz;) = 0. Avec iii), il vient d(dx;, A...Adz;,) = 0.

On en déduit :
d(fdx;, A...ANdx;, ) =df Ndx; Ao A da,

Soit donc w € QF(U). Elle peut s’écrire sous la forme :

w = E wih._,ikdxil VANAAN dl’lk
1<i1 <...<ip<n
Comme l'opérateur d est linéaire, on a :

do= > dwyg Aoy Ao Adzg, (1)

1<i1<...<ip<n

Syntheése : On voit alors que ’expression (1) convient. En effet, elle est linéaire
et vérifie clairement i) et ii). De plus, elle satisfait bien la condition iii) car si

w = fdx; Ndz;, et a = gdxj Adxj,
Alors on a
dlwANa)=d(fg) Ndxy N...dx;, Ndxj A...dx
= (fdg+ gdf) Ndxiy N .. .dx;, ANdxy, A .. .dxj,

= fdgNdx; N...dx; Ndxj, A dxg, +gdf Ndxg, A odxg, Adxg, N

= fdg Ndz; N ...dx; Ndz;, A ... dxj, +dw N\ a
= (=D f Adwg, A ... dxi, Ndg Ndxj, A .. odxg, +dw A a
= (=) 'w A da+dw A a

.. d‘rjk

Enfin, montrons que iv) est aussi satisfaite. Montrons-la tout d’abord pour
les O-formes, c’est-a-dire pour les fonctions lisses. Soit donc une fonction lisse

f. On écrit :

D’ou, avec (1) :



0% f
Z ((%:Jaxz 81’1833]) dmj A dxl =0

d’aprés le Théoréme de Schwarz.
Et donc, toujours avec (1), d(dx;) = 0 pour tout . Donc :

Vw e QMU), dw=d(dw)= > d(dw;,

1<iy <...<ip<n

-----

et le théoréme est démontré. O

Exemple 5. 1) Si U C R? et si w = Pdx + Qdy € QY(U), alors

_[(0Q 0P
dw = (%—%)dxAdy

2) Si U CR3 et siw= Pdr+ Qdy + Rdz € Q'(U), alors

_[0Q oP OR 0Q oP OR
dw = (835 — ay)dazAdy+(ay — 8z)dy/\dz+(8z — ag[:)alz/\alan

Si o= P(dy Adz) + Q(dz A dz) + R(dx A dy) € Q*(U), alors

oP 0Q OR
da = (E—i—a—y—i—E)dm/\dy/\dz

Définition 9. 1) L’opérateur ainsi défini s’appelle la différentielle extérieure
(ou la dérivée extérieure).

2) Soit w € QF(U). Si dw = 0, on dit que w est fermée.

3) Soit w € QF(U). S’il existe a € QF1(U) telle que w = da, on dit que w
est exacte. Dans ce cas, la forme « est appelée primitive de w.

Remarque 7. 1) Pour les formes différentielles de classe CP, p > 1, on peut
définir de maniére analogue d : QF(U) — QF1(U).

2) On peut exprimer la propriété d? = 0 sous la forme suivante :

Toute forme différentielle exacte est fermeée.

Nous verrons que le théoréme de Poincaré offre une réciproque partielle a
cette derniére assertion.

15



Proposition 4. Soient U C E, V C F deux ouverts et f : U — V une
application lisse. Alors

Vw e QV), d(f'w) = f*(dw)

Démonstration. Commencons par les O-formes (ie les fonctions lisses). Soit
donc g € Q°%(V), on a :
d(f o g) = f*(dg)

d’aprés le Théoréme de dérivation des fonctions composées. Ensuite, par li-
néarité de d et de f*, il suffit de montrer le résultat pour les formes qui
s’écrivent :

w=gdx; N...Ndx;,

On a, en notant (f1,..., f,) les composantes de f :
Fw=(gof) Adfy A Adf,

Donc

d(f*w) =d(go f) Ndfi, N... A fi, = (f*dg) A f*(dxiyy A ... ANday,) = f*(dw)

]

Remarque 8. On peut donc dire que l'image réciproque et la différentielle
extérieure commutent et donc que l'image réciproque d’une forme fermée
(resp. exacte) est fermée (resp. exacte).

Proposition 5. Soit w ="  widr; € QY(U). On a :

Ow;  Ow;
do=0 & V1< j< L=
w =hl=m dx; O,

Démonstration. On écrit :

n
w = g w;dx;
i=1

16



et on calcule

dwzzn:dwi/\d:cizzn:<zn:gz >/\d9(:Z ZZ@ d:cj/\dxl
i=1 \j=1

=1 i=1 j#i

_ Z ( c%ﬁdx] A dx; — Z 8 ;A d:v])
j<t j>t

_Z<Za dx; N\ dx; — Z@ jd:@/\da@)

=1 1<t 7<t
Gwi &uj
_ ZZ ((%j _ axi) dz; A do;
=1 j<1
d’ou le résultat. OJ

5 Théoréme de Poincaré

Définition 10. Soit U C R". On dit que U est étoilé par rapport a un de ses
points a € U si, pour tout x € U le segment [a, 2] = {tz + (1 — t)a, t € [0, 1]}
est contenu dans U.

Théoréme 3. Si U C R" est un ouvert étoilé, alors toute formes différen-
tielle fermée sur U est exacte.

Démonstration. On peut supposer que U est étoilé par rapport a 'origine.
Montrons tout d’abord le résultat pour les 1-formes. Soit donc w := Z?:l w;dx;
telle que dw = 0. On pose :

fiz— f(zx sz/wztx

Cette opération a bien un sens puisque le segment [0, z] est dans U quel que
soit x € U. On calcule, en tenant compte du fait que dw =0 :

n

df(z) =Y (/ witz) dt) dz; + Zx,z ( 1 a‘”l )dt) dz;

i=1

17



n

1
(/ wi(tx) dt—l—g /txl (tz) dt> dx;
1 0

J

/1 wi(tz)dt + 2”:/1 tx-awj (tz)dt | dz;
1 0 ! i—1 70 Z@xi J

3

J

1 .
= (/ w;(tx)dt +/ t%(tx)dt) dx;

j:
n

-y /0 d(g;ﬂ‘) (t2)dt = 3wy (@), = w(a)

Etablissons & présent le résultat pour une forme différentielle de degré quel-
conque k > 1. Soit donc

w= Z Wiyoindriy AL Adrg, € QF(U).

1<ir <...<ip<n

Comme U est étoilé, on peut définir un opérateur I : QF(U) — QF1(U) par :

1
Tw(z) = Z Z (/ s, ik(tm)dt) wi drg N Ndxi A, . Ndx;,

1<i1 <. < <n j=1
ot le symbole ~ désigne une omission. On calcule ensuite :

1
d(Iw)(x) =k Z </0 VAR (tx)dt) dei, N ... Ndx;,

1<i1<...<ip<n

Ow, ..,
+ Z ZZ (/ tkal—x’z(tx)dt) x;, drNdz, A . /\de A. . .Adz;,

1<i1 <. <ip<n j=1 i=1

On a aussi
Ow;
dw = g E %d A dxy, NN dxg,
T
1<i1 <..<ip<n i=1 t
donc

n 1
I(dw)(z) = Z Z (/0 tkawé%(m)dt) zidry, A ... N\dx;,

1<ii<...<ip<n i=1



n k

1 . . —
— Z Z Z:(—l)j’1 </0 tk%(m)dt) z deNdy A Ndxg .. AN,

1<ir<...<ip<n i=1 j=1

Et si 'on ajoute ces deux expressions, les triples sommes se simplifient et on
obtient alors :

@Iw) + 1)@ = 3k ( /0 g (tx)dt) doi A A das,

1< <. <ix<n

= ! awil ek
+ Z Z (/o thiTi”‘(tx)dt) dri, N ... Ndx;,

1< << <n =1

Yd(tws,,
_ (/ M(m)dt) dey, A ... Adr,
2 T

1<i1<...<ip<n

= Z Wiy (T)diy AL A day, = w(w)

1< <. <ip<n

Finalement, on a :

d(Iw) + I(dw) = w

Dong, si dw = 0, on a clairement I(dw) = I(0) = 0 et donc :
w=d(lw)

Et w est bien exacte. O

Corollaire 2. Soient U C R" et w € QF(U). Si U est difféomorphe a R™ et
st w est fermée, alors elle est exacte.

Démonstration. Soit f : R® — U un difféomorphisme. La Proposition 4
nous assure que f*w est fermée. D’aprés le Théoréme de Poincaré, il existe
a € QP L(R") telle que da = f*w. En utilisant & nouveau les Propositions 3
et 4, on obtient :

d(ffl*oé) — ffl*da — ffl*f*w = w

Et donc, w est exacte. O
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Troisiéme partie

Introduction a la géométrie
différentielle et formes
différentielles sur les variétés

6 Partition de 'unité

Soient U un ouvert de R™ et K un compact de U. On note C™(U) (resp.
C™(K)) l'espace des fonctions de classe C™ sur U (resp. au voisinage de
K). Ensuite, C}} désignera l'espace des fonctions C™ a support dans K (ie
{z; f(z) #0} C K). Enfin CJ*(U) est la réunion des Cj¥ ou K parcourt
I’ensemble des compacts de U.

Nous allons établir & présent quelques résultats qui nous serons grandement
utiles dans la suite.

Lemme 2. La fonction suivante est de classe C* :

f R o R,
b eV sit>0
0s1t<0

Démonstration. On montre par récurrence que, pour tout p > 0 et tout ¢ > 0,

s =T p e rix)
P(t)

En effet, c’est vrai pour p = 0 et la dérivée de t — 76*1/t est

tP'(t) — 2pP(t) -1/t _ P(t) -1/t
t2p+1 € t2p+2€

qui est bien de la forme désirée. On voit donc que f®) est bien définie pour
t > 0 et que limy_o f®(¢) = 0. On en déduit que f est p-fois dérivable en 0
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et que sa dérivée p-éme est continue. f est donc de classe CP quel que soit
p > 0; elle est donc bien C™. n

Lemme 3. [l existe une fonction g de classe C* et telle que g(t) = 0 pour
t<0etg(t)=1pourt>1.

Démonstration. Si f est la fonction définie précédemment, il suffit de poser :
400 1
A= [ FOF0 -t (= -)

oo e
On a A > 0 et si on pose
Jio F(s)f(1 = s)ds
J23 F(s) (1 = s)ds

Alors, cette fonction g répond bien a la question d’aprés le Lemme précédent.
O

VR, g(t) = %/_t F($)F(1 — s)ds —

Proposition 6. Soit K un compact de U. Il eziste une fonction p € C3°(U)
égale a 1 au voisinage de K.

Démonstration. Soit § > 0 tel que B(x,d) C U pour tout € K. Un tel §
existe car d(x,R™\ U) atteint son minimum (qui est strictement positif) sur
le compact K car elle y est continue. Alors, si g désigne la fonction définie
dans le Lemme 3, on pose

wm:ywzg(l—'y(p ')

et W :={y; ¥.(y) > 1}. K CJ,cx Wa est un recouvrement ouvert de K,
dont on peut extraire un sous-recouvrement fini par les IV, . Enfin, on pose
@y g1, (y)). Alors, ¢ = 1 sur K et ¢ = 0 hors d’'un d-voisinage de
K. O
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Corollaire 3. Si F' est un fermé contenu dans un ouvert U, il existe une
fonction de classe C*° a support dans U égale a 1 sur F.

Démonstration. On pose

On voit alors que F est la réunion des compacts F;. La Proposition précédente
associe a I une fonction ¢; a support dans

U, .= UN(B0,j+1)\ B(0,j — 3))

et la somme ), p; étant localement finie (ie tout point posséde un voisinage
sur lequel seul un nombre fini de ¢; sont non nuls), la fonction

WSZZ%’
j

convient. N

Théoréme 4. Soit X un sous-ensemble fermé de R™ et (U;)jen un recou-
vrement localement fini de X. Il existe alors des fonctions x; € C°(Uj), a
valeurs dans [0, 1] et telles que

ZX]':]_, Ve e X
J

La famille (x;);jen est alors appelée partition de I'unité subordonnée a (U;) jen.

Démonstration. Il existe un recouvrement de X par des ouverts V; tels que
V; C U; (recouvrement qui est localement fini). Supposons en effet avoir
défini Vi, ..., V,, tels que

X C U V; C U Uk
1<j<m k>m+1

On pose alors Fp1 = X \ (U1<jcpn Vi U Upsmio Urk)- On a, par hypothése
Fi1 CUpu, il existe done un ouvert V41 tel que Fipq1 C Vipoy C Vg1 C

Upni1- On a alors
xc | vu U w

1<j<m+1 k>m+2
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On prend alors ¢, valant 1 sur V; et s’annulant hors de U;. Alors Zj w; >0
sur [J; V; et si ¢(x) = 1 sur X et vaut 0 hors de |J; Vj, on a sur X I'égalité

p;() _
Z (1= (@) + 2, 95(x) !

J

Les fonctions
p;()
(L =(z)) + 22, ¢i(x)

donnent alors le résultat. O

Xj T

7 Sous-variétés de R”

Nous allons maintenant pouvoir exposer les premiéres notions de géomé-
trie différentielle, c’est-a-dire ’étude des variétés ainsi que leurs transforma-
tions, comportement, propriétés, etc. Nous allons commencer par ’étude des
sous-variétés de R™.

Dans cette section, lorsque nous parlerons de difféomorphisme, il faudra com-
prendre qu’il s’agit d’'un C*-difféomorphisme.

Définition 11. Soit M un sous-ensemble de R™. On dit que M est une sous-
variété de R” si et seulement si pour tout point x € M, il existe un voisinage
U de z dans R™ et un difféomorphisme (local) ¢ : U — ¢(U) C R™ tel que

L’entier p est appelé dimension (locale) de M en x. On le note
p =:dim, M

Le couple (U, ¢) est appelé carte locale de M en z.

Exemple 6. Pour p = 0 une sous-variété est un ensemble de points isolés,
pour p = 1, c’est une courbe plane réguliére et pour p = n, une sous-variété
de dimension n est simplement un ouvert de R".
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Proposition 7. La dimension de M en un point x € M est bien définie dans
le sens ot elle est unique (elle ne dépend pas de la carte locale choisie). De
plus, si la sous-variété M est conneze, la dimension ne dépend plus du point

x choisi, ie on a
Vz,y € M, dim, M = dim, M

Dans ce cas, ne nombre unique est appelé la dimension de M et est notée
dim M.

Démonstration. Supposons qu’on ait deux difféomorphismes 1, o tels que
g01<Uﬂ M) = (,Ol(U) NR?P x {0}

(,DQ(UQM) :SOQ(U)QRQ X {0}

Alors, 'application v := @5 0 ;' est un difféomorphisme local défini sur un
voisinage de 0 envoyant R? x {0} sur R? x {0}. Ce qui implique que d(0)
soit une application linéaire bijective donc injective, envoyant R? x {0} sur
R? x {0}, donc p < ¢. Le raisonnement précédent étant symétrique, on a
aussi ¢ < p et donc p = q.

Ensuite, si ¢ : U — ¢(U) est une carte en z et si y € U, ¢ fournit (par
translation) une carte en y. En effet, le diffeomorphisme 1(z) := o(z) — ¢(y)
est bien une carte en y. On en déduit que dim, M = dim, M. Donc I’ensemble

A, :={x e M; dim, M =p}
est un ouvert. De plus, son complémentaire est réunion d’ouverts :
M\ A, = U A
J#p

Donc, le complémentaire de A, est aussi un ouvert, on en déduit que A, est
ouvert et fermé. Ainsi, si A, est non vide et si M est connexe, alors M = A,
d’ou le résultat. O

Proposition 8. Soit M C R". M est une sous-variété si et seulement si
pour tout x € M, il existe un voisinage W de x dans R™ tel que 'on ait au
moins une des propriétés suivantes :
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1) Il existe un changement linéaire de coordonnées, A : R" — R" et une
application de classe C*°, f : RP — R" 7P telle que

WNAM=Wn{AQ, f(z), z € R?}

2) Il existe une application C*, F : W — R"7P telle que dF (x) soit surjective
et WNM=F10).

3) Il existe j : RP — R", de classe C* et définie sur un voisinage U de 0,
telle que j(0) = x, dj(0) est injective et j est une bijection bicontinue

j:U—=->MnNW

Démonstration. Montrons qu’une sous-variété veérifie la propriété 2).
Soit o : MNW — RPx{0}. On note (uy, ..., up, v1,...,0,_,) les coordonnées
sur R" et F': 2 — (v1(@()), ..., vn—p(p(2))). On a alors

reMNW & Flx)=0etzeW

Or, dF(0) est surjective car c’est la composée de la différentielle de (u, v) — v
et de dop.

Montrons que 2) implique 1).

Soit (u,v) € W. Alors

F(u,v) =0 < (u,v) e MNW

Quitte a effectuer un changement linéaire de variables et a restreindre a W, on
peut supposer que %—f est inversible. Par le théoréme des fonctions implicites,
il existe f: U — R™7P tel que

(u,v) e Wet Flu,v) =0 & v=f(u)etueclU

Donc M est localement le graphe de f.

Montrons que 1) entraine que M soit une sous-variété.

Ici encore, quitte a faire un changement linéaire de variables, on peut supposer
que M NW est le graphe de f : U — V. Alors ¢ : (u,v) — (u,v — f(u))
envoie M NW sur R? x {0} N (U x V)

Montrons que 1) implique 3).

Soit M N (U x V) le graphe de f : U — V. Soit aussi j : © — (z, f(z)) définie
sur U. Alors j a sa différentielle injective. De plus, 'image d’un ouvert U’
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contenu dans U est égale & (U’ x V)N M qui est donc un voisinage de x dans
M. L’application j est donc bicontinue.
Montrons enfin que 3) implique 1).
Soit j(x) = (u(z),v(x)) définie sur U, et telle que j(U) = M NW. On
peut supposer aprés changement linéaire de variables, que I'image de dj(0)
est R? x {0}, ie que dv(0) = 0 et du(0) est un isomorphisme. Le théoréme
d’inversion locale permet alors de trouver des ouverts U’ C U et V! C V et
une application C>®, p : U' N (RP x {0}) — V' telle que pour tout (z,y) €
U xV

ux) =y & z=p(y)
Alors f : x — vop(x) a pour graphe

{(m,v © ,O(CE)), S V/} = {(U(ZE),U(ZL‘)), S U/}

Par bicontinuité de 7, on peut affirmer que j(U') = M NW' pour un voisinage
W' de x. Alors M NW' est bien le graphe de f au dessus de U’. O]

Exemple 7. 1) La spirale décrite par la paramétrisation : ¢ — (=" cos(t), e~ sin(t))
est une sous-variété, d’apreés le critére 3) de la Proposition 8. Notons qu’elle
n’est pas fermée.
2) la sphére S"! peut-étre définie comme I'ensemble des zéros de 1'applica-
tion :
S R™ — R
(z1,...,2n) — Yoo a7—1

Si (z1,...,2,) € STH{0}), alors

dS(z1,...,2y,) :ZQxida:i#Ocar (x1,...,2,) # (0,...,0)

=1

Donc dS(x) est surjective si & € S71({0}) (car elle est alors linéaire et in-
jective entre espaces de dimension finies). Enfin, d’aprés le critére 2) de la
Proposition 8, S*~! est une sous-variété de R™. De méme, les quadriques
Yo eia? =1, g, = £1 sont des sous-variétés (de dimension n — 1) de R".
3) Soit encore le tore paramétré par :

j . R - R3
(0,¢) = ((r—pcos(f))cos(p), (r — pcos(f)) sin(y), psin(f)), p <r
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Cette application j est localement bicontinue. En effet, soit j(6o, o) =
(%0, Yo, 20). Si z appartient & un intervalle de longueur inférieure a 1/2,
il existe une unique dérmination continue de #(z) = arcsin(2) telle que
0(z0) = 0p. Or p < r, donc r — pcos(6(z)) > 0 et comme on peut choisir
(W) telle que v (Yo, 20) = ©o,
Iapplication (z,y, z) — (6(z), ¢(y, z)) est continue et envoie un voisinage de

(%0, Yo, 20) du tore sur un voisinage de (6, o). De plus, les vecteurs suivants
sont indépendants :

9j
20

g—iw, o) = (pcos(8) — r)sin(i), (r — cos(6)) cos(p), 0)

On en conclut, en utilisant le critére 3) de la Proposition 8, que le tore est
une sous-variété.

une détermination de ¢(y, z) = arcsin

(0, ) = (psin(0) cos(i), psin(0) sin(i), pcos())

Nous pouvons & présent définir la notion d’espace tangent & une sous-
variété, qui étend les notions de courbe tangente et de plan tangent.

Définition 12. Soient M une sous-variété de dimension p de R”, x un point
de M et ¢ une carte en x. On appelle espace (vectoriel) tangent & M en
x Tespace vectoriel dp~1(0)(R? x {0}), noté T, M. On appelle espace affine
tangent a M en x I'unique espace affine passant par z et de direction T, M,
noté YN}M )

Pour que cette définition soit cohérente, il faut montrer que ’espace vec-
toriel dp~'(0)(R? x {0}) ne dépend pas de la carte o choisie. Soient donc
deux cartes p,7 en x € M. L’application ¢ o ¢! envoie alors R? x {0} sur
lui-méme, donc sa différentielle aussi et on obtient

dip(z)d= (0)(R” x {0}) = R” x {0}
dy~ (0)(R” x {0}) = dy™ " (0)(R” x {0})

d’ott le résultat.
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Remarque 9. On peut montrer que :
1) Si M est définie localement comme le graphe {(y, f(y)), y € RP}, alors

sz(z’f(z))M = {(h7 df(Z)h), h € Rp}

2) Si M est définie (localement) comme I’ensemble des zéros de F' : R" —
R™? telle que dF'(x) soit surjective, alors

T.M = kerdF(x)

3) Enfin, si M est vue (localement) comme I'image de j : R? — R, avec
j(0) = x et dj(0) injective, alors

T.M = dj(0)(R)

Proposition 9. 5t M est une sous-variété et si v € M, alors l’espace tangent
T, M est I’ensemble des vecteurs vitesse en t = 0 des chemins de classe C*
tracés dans M et passant par x en t = 0.

Démonstration. Soit ¢ une carte en x.

Soit v une courbe tracée dans M telle que v(0) = . Alors, pour ¢ proche
de 0, p(y(t)) est bien définie, tracée dans R? C R™ et passe par 0 en ¢t = 0.
Dans la tangent en 0 de ¢(y(t)) est dans RP, ie dp(7(0))~/(0) € RP, donc par
définition, 7/(0) € T, M.

Soit & € T, M. Alors, dp(z)¢ € RP. Soit t — ¢(t) une courbe paramétrée de
RP, tangent & dp(x)€ en t = 0. Par continuité, on peut supposer que I'image
de c est contenue dans ¢(U), donc v : ¢ — o !(c(t)) est une courbe tracée
dans M et elle est tangente a £ en t = 0. O]

Exemple 8. 1) Soit S? = {(z,y,2) € R* ; 2? +y? + 2% = 1} la sphére unité
dans 'espace. Nous avons vu dans 'Exemple 7 2) qu’il s’agit d’une sous-
variété de R3. De plus, si on pose F : (z,y,2) — 22 +y> + 22— 1, on a
S? = F~1({0}), on a dF(x).h = 2(x,h); donc I'espace tangent T, MS? a S?
est le plan orthogonal a4 x (et I'espace affine tangent & M en x est le plan

affine orthogonal & z et passant par ce dernier).
2) Soit O :=0(n) ={M e M,(R); ‘M -M=1,}
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(onnote S, :={M € M, (R) ; ‘M =M}et A, :={M e M,(R) ; ‘M =—-M}
etona M,(R)=S,d A,).

On pose :
f o Mu(R) — S,

On a:
VM, H € M, (R, df(M).H ="M -H+"'H-M

df (M) est surjective sur f~1({0}) : en effet, si S € S,,, H := 3("M)™*S =
sMS verifie df(MZ -H = S. Et on a f7}({0}) = O(n) donc O est une
sous-variété (de R™"). De plus, son espace tangent en I, est donné par

T;, 0 =ker(df (I,)) = {H € M,(R; "H+ H =0} = A,
3) Attention, le cone défini par
C:={(z,y,2) eR®; & + ¢ = 2%}

n’est pas une sous-variété. Supposons par l'absurde que ce soit une sous-
variété. On voit que C est connexe par arcs, donc connexe et d’aprés le
deuxiéme critére de la Proposition 8, un voisinage de (z,y, z) # (0,0,0) est
une sous-variété de dimension 2 étant donné que sur ce point, dF'(x,y, z)(u, v, w) =
r-u+y-v+z-w n’est pas identiquement nulle. Donc C serait uniformément
de dimension 2. Cependant, en (0,0,0), les courbes t +— (tcos(f),tsin(6), t)
tracées dans C ont pour vecteur vitesse en 0 le vecteur (cos(f),sin(f), 1), or
I’ensemble de ces vecteurs ne peut étre inclus dans aucun plan vectoriel de
R3, d’oti une contradiction et donc le fait que C ne soit pas une sous-variété.

Concernant les fonctions sur les sous-variétés, nous ne les étudierons pas
en détail. Nous pouvons cependant donner la proposition suivante, que nous
ne démontrerons pas :

Proposition 10. Soit M une sous-variété fermée de R™. On note C*°(M,R) :=
{fim, feC®R"R)}. Alors f € C*(M,R) si et seulement si pour toute
carte (U, ), Uapplication f o go‘;l(U)me est de classe C*.

Nous allons & présent définir la notion de sous-variété & bord qui nous
permettra de donner une nouvelle facon de considérer le bord d’une courbe
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ou d’une surface qui, en général, ne coicide pas avec le bord topologique usuel
(sauf dans le cas d’une sous-variété de dimension n dans R").
Dans toute la suite, on note H" le demi-espace :

H" := {(z1,...,2,) € R"; 2; <0}

Définition 13. Soit M C R™. On dit que M est une sous-variété a bord de
R™ si et seulement si pour tout point xy € M, il existe un voisinage U de xg
dans R" et un difféomorphisme local ¢ de R™ tel que ¢(z) = 0 et tel que
I'une des deux conditions suivantes soit satisfaite :

p(UNM) = (R”x{0}) Np(U)

p(UNM) = Hx{0})Ne(U)

L’entier p est unique et est appelé la dimension de M en xzy et si M est
connexe, il ne dépend pas du point choisi.
On appelle bord de M et on note OM le sous-ensemble

oM ={z e M; ¢, (U, N M) = (H x {0}) N, (U,)} C M

Remarque 10. 1) Les deux cas ci-dessus ne peuvent se présenter simultané-
ment pour un seul point xy car il n’existe aucun difféomorphisme préservant
origine et envoyant R"~! x R, sur R"; en effet, 'image par un difféomor-
phisme d’un ouvert contenant 1’origine est un ouvert contenant 1’origine et il
n’existe pas de tel ouvert dans R"~! x R,.

2) On peut encore définir Pespace tangent comme dans le cas sans bord. Pour
les point de M \ OM, on procéde comme précédemment. Pour les points de
OM, on définit

T,M = de~'(0)(RP)

pour ¢ une carte en x. Mais attention, en un point  du bord, ’espace T, M
n’est plus I’ensemble des vecteurs vitesse d’une courbe tracée dans M passant
par x!
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Exemple 9. Soit la demi-sphére :
ST ={(z,y,2) eR®; 2> +y*+ 2> =1, 2 >0}
Alors, S% est une sous-variété a bord, dont le bord est le cercle
St = {(x,y,0) ; 2°+y*> =1}
et dont 'espace tangent en (x,y, z) est donné par

T(ﬂﬁ,,w)S%r = {(UJ?U7 w) ;LU YU + 2w = 0}

Définition 14. Une sous-variété M telle que OM = () sera appelée sous-
variété sans bord ou sous-variété simple.

Enfin, avant de commencer I'étude des variétés différentielles dites abs-
traites, nous allons donner une proposition pratique, que nous admettrons :

Proposition 11. Soient M un sous-ensemble de R™ et F': R™ — R" P telle
que M = F7Y(R, x {0}) et telle que, sur F~*({0}), dF(z) soit surjective et
sur F~H(R% x {0}) Uapplication d(m o F)(x) soit surjective; ot m : R"™P —
R~ est la projection parallélement ¢ R x {0}.

Alors, M est une sous-variété a bord de R™, de dimension p et de bord OM =

FH{0}).
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8 Variétés différentielles abstraites

Nous allons maintenant pouvoir entrer dans le cadre général de la géomé-
trie différentielle. Pour cela, nous allons définir la notion de variété abstraite
qui se débarasse de 'espace R™ ambiant, qui peut parfois se révéler inutile
voire encombrant. Mais cette abstraction a un prix et 'intuition est souvent
mise en défaut...

Définition 15. Soit M un espace topologique métrisable, k un entier naturel
strictement positif et n un entier naturel. On appelle Atlas n-dimmensionnel
de classe C* sur M tout ensemble indexé de couples (Uj, ¢;)jen tels que :

1) (Uj)jen est un recouvrement ouvert de M

2) Chaque ¢, est un homéomorphisme ¢; : U; — ¢;(U;) C R™
3) Pour tous 7,5 € A, si U;NU; # () alors, Papplication

©; © <pj’1 L (Ui N U;) = i(U; N U;) est de classe C*

On peut définir une relation d’équivalence sur l'ensemble des atlas n-
dimmensionnels de classe C* sur M :

Proposition-Définition 3. Soient A := (U;, ;) jen un atlas n-dimmensionnel
de classe C* et (U, ) un couple tel que U soit un ouvert de M et ¢ : U —
©(U) C R™ un homéomorphisme. On dit que (U, p) est compatible avec A si
la réunion AU (U, p) est encore un atlas de classe C*.

De méme, si B := (Vi,1;)ien est un autre atlas n-dimmensionnel de classe
C* sur M, on dit que A et B sont compatibles et on note A ~ B si AUB est
encore un atlas sur M.

La relation ~ est alors une relation d’équivalence.

Démonstration. C’est une vérification élémentaire. ]

Définition 16. On appelle variété différentielle de classe C*, de dimension n,
la donnée d’un espace topologique métrisable M et d'une classe d’équivalence
d’atlas n-dimmensionnels de classe C* pour la relation ~.
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Remarque 11. 1) On aurait pu considérer le cas o M est simplement un
ensemble quelconque car si M est une variété différentielle au sens que nous
venons de définir, alors cet ensemble est canoniquement muni d’une topologie
métrisable rendant M localement compact ; mais cette généralisation ne nous
sera pas utile.

2) Dans la pratique, on définira une variété comme un espace métrisable M
muni d’un atlas, dont on prendra implicitement la classe d’équivalence pour
~. Ce qui motive la définition suivante :

Définition 17. Soit M un espace topologiqe métrisable, réunion dénom-
brable de compacts. On appelle structure de variété différentielle de classe
C* sur M la donnée d’un atlas A := (Uj, p;)jen de classe C*.

Si k=0, on dit que M est une variété topologique.

Remarque 12. n est appelé la dimension de M en x et on note n =: dim, M.
Il est trivial de vérifier que n ne dépend pas de la carte car R™ et R™ ne
sont pas homéomorphes pour m # n. De plus, comme dans le cas des sous-
variétés, si M est connexe, alors dim, M ne dépend plus de x et on note alors
dim, M =: dim M la dimension de M.

Notons que la définition précédente est compatible avec la notion de sous-
variété : en effet, pour toute carte (U,p) d’une sous-variété M de R™ on
associe (U N M, ¢juna) qui est une carte de la variété M. Alors, toute sous-
variété de R™ est une variété.

Enfin, lorsque 1'on considérera une variété M, on désignera toujours par A
Iatlas que 'on a choisi (et par A sa classe).

On peut également définir la notion de variété a bord, qui nous servira

beaucoup par la suite. Mais avant cela, démontrons un théoréme fondamental,
fruit de notre préliminaire concernant les partitions de I'unité :
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Théoréme 5. Soient M une variété et (U;),cr un recouvrement ouvert de
M. I eziste alors une famille (p;)icr de fonctions de classe C™ telles que :

1)Viel, supp(p:) C U
2) ¥z e M, 0 < pi(z) <1
) Ve e M, Y pi(z) =1

icl
4) Tout point x € M posséde un voisinage qui ne rencontre

qu’un nombre fini de supports des p;

Une telle famille s’appelle une partition de l'unité subordonnée a (U;)icr-

Démonstration. Pour commencer, passons a un recouvrement localement fini,
dont chaque ouvert est contenu dans le domaine d’une carte. Soit (U;);jen un
tel recouvrement et V; un sous-recouvrement tel que

V,cV,cU;

Via les cartes ¢; : U; — R”, on peut, grace au Corollaire 3, trouver des
fonctions f; & support dans U; telles que f; = 1 sur V;. Alors les fonctions
suivantes répondent & la question :

Définition 18. Soit M un espace métrisable, réunion dénombrable de com-
pacts. On appelle structure de variété différentielle a bord de classe C* sur
M la donnée d’une famille de couples (Uj, ;) ea telle que :

1) (Uj)jen est un recouvrement ouvert de M

2) @, est soit un homéomorphisme ¢, : U; — ¢;(U;) C R”

ou un homéomorphisme ¢, : U; — ¢;(U;) C H?

ot ¢;(U;) est un ouvert

3) Les applications ¢; 0 ;' 1 p;(U; N U;) — ¢;(U; N U;) sont de classe C*

Une telle famille de couples est encore appelé un atlas sur M.
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Remarque 13. 1) Rappel : Un ouvert de H® = R_ x R"! est I'intersection
d’un ouvert de R" et de H".
2) On note M I’ensemble :

OM :={zeM; VU e A; zeU, o(x) € {0} x R*"! =9H"}

3) Toute variété de classe C* posséde une unique structure de classe C* et cela
parce qu’en vertue du théoréme d’inversion locale, les C*-difféomorphismes
sont C'-denses. On peut alors parler de structure différentiable.

On peut définir les morphismes de variété :

Définition 19. Soient (M, A) et (N, B) deux variétés. On note :
1) C5(M,R) := {f € C°(M,R) ; Y(U,p) € A, fop™ €C(p(U),R)}

2) CM(M, N) = {f € N ; V((U, ), (V.¥))) € Ax B, o fop™ €C'}
(Le domaine de o fop! étant p(UN f~1(V)) et son image, ¥ (f(U)NV).)

Définition 20. Soient M une variété, x € M et v,6 :] — 1,1[— M deux
courbes paramétrées telles que (0) = §(0) = z. On note leur ensemble I',.
On dit que v, 0 sont tangentes en x et on note y ~, d si

Yred S YU ) eA; xel, —d(@d;’ " (0) = —d“‘;: % 0)

(Si c’est vrai pour une carte, ¢a l'est pour toutes). La relation ~, est une
relation d’équivalence et on appelle espace tangent a M en x I’ensemble des
classes d’équivalances de ces courbes (ie le quotient) :

T, M =T,/ ~,

C’est un espace vectoriel.
On appelle espace tangent & M ’ensemble

TM = U T, M

zeM
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Remarque 14. Si f : M — N est une application différentiable entre variétés,

on définit :
df s T,M — Tf(z)N

7 o= fory

Nous allons voir le définition de fibré vectoriel, qui nous permettra de
donner une structure intéressante a I’espace tangent T'M.

Définition 21. Soit M une variété. On appelle fibré vectoriel sur M tout
couple (F,p) ou E est un espace topologique et p : E — M est une appli-
cation (appelée projection) telle que les p~'(x) =: E, (appelés fibres) soient
des espaces vectoriels vérifiant :

Il existe un recouvrement ouvert U; de M et des cartes (dites de fibré)
Vi p H(U;) = U; x R™ telles que :

1) prot; =pot p: U; x R* — U, est la premiére projection

2) Les ¢y o7t « (U; NU;) x R* — (U; N U;) x R sont de la forme
(,v) = (x,g;;(x).v) ou g;; € C*(U;NU;,GL,(R)).

Les g;; sont appelés applications de recollement, ou cocycles définissant le
fibré.

Théoréme 6. L’espace tangent T'M a une variété M, muni de la projection
p(T, M) = {z} est un fibré vectoriel. On Uappelle alors le fibré tangent de M.
De plus, si p : U — R" est une carte, on définit la carte de fibré :

dp:=v¢ : T,M — U xR"
7= ) = (1(0), 252(0))

Auz cartes @i, ;, on a alors associé les cartes
Yoz, v) = (z,d(pjop; 1) (v)) car d(pjop; ') est Uapplication qui envoie

d 3O d 5O
(«pdt ) (O) sur (soét ) (0)

Démonstration. Siles (Uj, ;) sont des cartes de M, les applications :

Ty,M — U; x R
7= (9(0), 222 ()

fournissent les cartes de fibré. En effet,
;097 Hw,v) = (2, d(pj 0 97 ) 0)
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est bien de la forme (z,v) — (z, g; j(x).v). De plus, on voit vérifie facilement
que 1 est bijective. O

Une vérification (un peu fastidueuse) nous conduit ensuite a :

Théoréme 7. Un vecteur tangent a M est une classe d’équivalance de qua-
druplets (U, p,z,v) ot x € M, (U,p) est une carte locale en x et v est un
point de R™, pour la relation d’équivalence

(U7 ¥, T, U) ~ (U,7 90/7 Ila Ul) & 7= Z, d(SOI © @_1>(90(x))(v) =
On a que T'M est l’ensemble des vecteurs tangents a M. Si p est la projection
définie précédemment sur T M, pour (U, p) € A, Uapplication suivante est une
bijection :
p(U) xR" — p'(U)
(z,v) = (U e H(z)v)

Onnote T : p~H(U) — p(U)xR™ son inverse. Alors, Aryr := (p~(U;), T;)jen
est un atlas donnant a T'M une structure de variété différentielle, de méme
dimension que M.

Définition 22. Soient M, N deux variétés et F, I deux fibrés vectoriels
respectivement sur M et N.

On appelle morphisme de fibrés vectoriels toute application f : E — F de
classe C* telle que f envoie p,'(7) sur py'(x) par une application linéaire.

Remarque 15. 1) Si on a une application f € C*°(M, N), alorsdf : TM — TN
est un morphisme de fibrés.
2) Deux variétés diffeomorphes ont des espaces tangents isomorphes.
3) Si M, N sont deux variétés, M x N est une variété dont 1’atlas est donné
par

Avxn = {(UxVipx1); (Up) € Au, (V.¢) € An}

Le fibré tangent de M x N est donné par
T(M x N):=TM xTN

ou
T(x,y)(M X N):=T,M& T,N
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Pour la culture, voici un théoréme, appelé Théoréme de plongement de
Whitney, que nous admettrons :

Théoréme 8. Toute variété M de dimension n se plonge dans un espace
euclidien RY.

Enfin, avant d’attaquer les formes différentielles sur les variétés, parlons
un peu des variétés différentielles orientées, qui sont les objets sur lesquels
nous intégrerons les formes différentielles.

Définition 23. Soit M une variété a bord. On dit que M est orientable si
on peut choisir un sous-ensemble O de 'atlas A de M tel que :

Vo € M, V(U,), (V) € O; x € (UNM)N(VNM), det(d(poy1))(z) > 0

Dans ce cas, O est appelé une orientation (ou un atlas orienté) de M et M
munie de cette orientation est appelée une variété orientée.

On peut donner un critére permettant de conclure sur 'orientabilité po-
tentielle d’une variété :

Définition 24. Une orientation des espaces T, M est dite continue si :
Pour tout n-uplet de champs de vecteurs définis au voisinage de

x € M, (Xq(x),...,X,(z)) définissant une base orientée positivement de
T.M et pour y voisin de z, les (Xi(y),...,X,(y)) définissent encore une
base orientée positivement de T, M.

Proposition 12. La variété M admet une orientation continue de ses es-
paces tangents si et seulement si elle est orientable.

Démonstration. Soit s une symétrie hyperplane de R". Soit ¢ une carte dé-
finie sur un ouvert connexe. Alors, soit ¢, soit s o ¢ posséde la propriété
suivante :

dp(z) : T,M — R™ envoie une base orientée positivement de T,,M sur une
base orientée positivement de R"™.
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C’est clair pour un point x et comme det(dp(z)X1(z),...,dp(z)X,(z)) va-
rie continuement sur un ouvert connexe sans s’annuler, son signe est donc
constant. Donc, pour chaque ouvert de carte, on a une application ¢. Il ne
reste qu’a vérifier que si ¢ est définie sur U et ¢ sur V, alors p o ¢p™! a un
déterminant positif. Mais en x € U NV, dp(x) et dip(z) envoient une base
orientée positivement de T, M sur une base orientée de R™. On en déduit donc
que le déterminant de d(¢ o 1) (¥ () = dp(z) o dip(x) ™! est positif. [

Exemple 10. Il existe des variétés non-orientables. Le ruban de M&bius en
est un exemple. Posons

fi(r,0)— ((14rcos(0/2))cos(8), (1 +rcos(6/2))sin(f), rsin(0/2))
Soit
M :={f(r,0), 0<0<2m —1/2<r<1/2}

On peut construire facilement une base de T, M dépendant continuement de
0 le long de z = (cos(f),sin(f),0) qui change d’orientation lorsque 6 varie de
0 a 27. En effet, les vecteurs

af af
%(079)7 E(an)
forment une base de T{cos(6) sin(6),00M mais
of _of
et of of
E(Oy 0) = _E(Ov 27T)

Théoréme 9. Le bord de toute variété (a bord) orientée est une variété
orientée sans bord.

Démonstration. En utilisant les cartes, on voit que si z € M, T, M est divisé
en deux demi-espaces. On appelle demi-espace intérieur (resp. extérieur) le
demi-espace dp(z) ' (R_ x {0} x RP™1) (resp. dp(z) ' (Ry x {0} x RP~1)).
Cela permet de diviser les vecteurs non tangents a dM en deux classes :
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ceux pointant vers l'extérieur et ceux pointant vers 'intérieur de M. Les
seconds sont par exemple des vecteurs tangents en 0 & une courbe (t) telle
que ¥(0) = z et y(t) € M, ¥t > 0. Soit alors v un vecteur sortant. On
dira d’une base (eq,...,e,_1) de T,OM qu’elle est positivement orientée si la
base (v, e1,...,e,_1) est une base positivement orientée de 7, M. Cela fournit
une orientation continue de T,0M qui est orientable d’aprés la Proposition
précédente. O

9 Formes différentielles sur les variétés, inté-
gration et Théoréme de Stokes

Aprés avoir défini les formes différentielles sur un ouvert de R™ ainsi que
les variétés, nous allons a présent pouvoir définir les formes différentielles sur
les variétés qui offrent un cadre général et abstrait aux notions d’intégrales
curvilignes et surfaciques qui, nottamment par le biais du théoréme de Stokes,
trouvent énormément d’applications mathématiques, comme par exemple le
théoréme du point fixe de Brouwer en topologie, que nous démontrerons;
mais aussi des applications cruciales en physique, chimie et ingénierie...

Notation 2. Dans la suite, on notera T)M := (T, M)* le dual de T, M, ainsi
que T°M = J,cps TiM.

Définition 25. Soit M une variété lisse (de classe C*°). On appelle forme
différentielle de degré k sur M toute application :

w : M — AT M
r = w(x)e ANTM

On dit qu’une telle forme est de classe C*™ si pour toute carte ¢ de M, la
forme différentielle (¢!)*w est de classe C> au sens défini plus haut.

On note QF(M) I'ensemble des k-formes différentielles de classe C*° sur M.
C’est un espace vectoriel sur R ainsi qu’'un module (libre) sur C*(M,R).

Remarque 16. On peut considérer les formes différentielles de degré k et de
classe C? sur une variété de classe C™, m > p et noter leur ensemble 7 (M).
Cependant, dans la suite, toutes les formes différentielles seront supposées de
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classe C*.
De plus, nous noterons :

dim M

QM) = €P (M)

Tout comme sur un ouvert d’un espace vectoriel, on peut définir le produit
extérieur, 'image réciproque ainsi que la différentielle extérieure des formes
définies sur une variété.

Définition 26. Soit M une variété lisse. Pour tout (w,a) € QF(M) x QY(M)
on définit w A « par :

Vee M, (wAa)(x) =w(z) A a(x)

ou A est le produit extérieur défini au début entre les formes multilinéaires
w(r) € AFT*M et ax) € AT M.

Définition 27. Soient M, N deux variétés lisses et f € C°(M, N). On ap-
pelle image réciproque par f I'application f* : Q¥(N) — QF(M) définie par :

ff(w)(@) (v, ..., 08) == w(f(x))(df (z).v1,...,df(x)vg), Yo € M

Exemple 11. 1) Si n = dim(M), w = f(x)dzy A ... Adz, € Q" (M) et
g € C(R"), alors

g (w)(z) = f(g(x)) det(dg(z))dzy A ... A dzx,

2) Si w € OF(R™) et M est une sous-variété de R™, alors w induit de maniére
évidente une k-forme sur M égale a i*w, ou ¢ : M — R™ est 'injection
canonique.

3) De méme, si M est une variété a bord, alors une forme différentielle sur
M peut étre restreinte & une forme sur OM par i*w ol ¢ : IM — M est ici
encore l'injection canonique.
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Proposition 13. Soient L, M, N trois variétés lisses, (f,g) € C*°(M,N) x
C>(L,M). On a :

1) Vw,a € QF(N), fflw+a)=fw+ fa
2) Y(w,a) € Q(N) x QY(N), fflwha)=fuwA fa
3)(gof) =g of

Démonstration. Une simple modification de notation nous raméne a la Pro-
position 3. O

Proposition-Définition 4. Soit M une variété lisse. Il existe une unique
application linéaire d : Q(M) — Q(M) appelée différentiation extérieure telle
que :

i) Yw € QF (M), dw € QM)
i) La restriction de d o Q°(M) coincide avec la différentielle des fonctions
iii) V(w, ) € QF (M) x Q(M), dw A a) =dwAa+ (—1)w A da
w) d* =0

Démonstration. Soient M une variété, A = (Uj, ¢;);ea un atlas de M. D’apres
le Théoréme 5, il existe une partition de l'unité (p;);ea subordonnée a la fa-
mille des domaines de A. On étend la définition de d & Q(M) par la formule
suivante :

Vo € AM), dw =) dpjw) = 3 (o7 ") (o)

Cette formule étant linéaire, on a le résultat ; n

Proposition 14. Soient M, N deuz variétés, f € C°(M,N) et w € Q(N).
Alors

d(f'w) = f*(dw)
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Démonstration. Par linéarité de d et f*, une partition de I'unité subordonnée
aux domaines d’un atlas ainsi que la Proposition 4 donnent le résultat :

Z P d(p; ") (pjw))

— ng*d(f* o gpj *(pjw)) ZSO p]f w) =d(f*w)
J
O

Enfin, avant de définir I'intégrale d’une forme différentielle, donnons une
définition ainsi qu’un lemme qui permettront de conclure quant a ’orienta-
bilité d’une variété en passant par les formes différentielles.

Définition 28. Soient M une variété différentielle de dimension n et w €
"(M) une forme différentielle sur M. On dit que w est une forme volume si

Ve e M, w(x)#0

Lemme 4. Une variété différentielle est orientée si et seulement si elle pos-
séde une forme volume.

Démonstration. Soient M une variété de dimension n, w € Q"(M) une forme
volume sur M et A= (U i ©;)jen un atlas de M. Alors, 'ensemble des cartes
(U, ) de A telles que (¢ )" (wj) = fdzi A ... ANdx,, feC®(pU),RY) est
un atlas de cartes C*° dont les difféomorphismes de transition ¢; o gpi_l ont
une différentielle de déterminant positif par changement de variable. Dans ce
cas, M est orientable.
Soient maintenant M une variété de dimension n, orientable et O C A une
orientation de M. Soient aussi (p;); une partition de I'unité subordonnée aux
domaines de O et wg = dz1 A ... A dx, la forme volume canonique de R™.
Posons

wi=Y pi(pjw) € (M)

J

w est clairement de classe C* ; il reste donc a montrer que w(z) # 0, Vo € M.
Soient donc x € M, il existe jo tel que p;,(x) # 0. Et, pour j # jo, on a

pie;(wo) (@) = pi(x) () 0 @5 0 i) (wo)(x) = p;(x)e}, (@ 0 ;') (wo) ()
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Or,
(2 0 93, ) (wo) = J (05 © @jy) (wo)
On a donc J(p; 0 ¢, ') > 0, et donc
w(x) = (pjo(x) + > pi(x)J(pj095) 0 s%(@) @5 (wo) ()
J#jo
Enfin, La parenthése étant une somme finie de termes positifs ou nuls et I'un

étant p;,(x) > 0, on obtient bien w(x) # 0 et w est une forme volume sur
M. [

Définition 29. Soit w une forme différentielle de degré n a support compact
sur R™. On peut I'exprimer sous la forme

w(z) = f(x)dzy A ... Ndxy,

On pose alors

/ W= f(x)dx:/ fz,. .. xp)dey .. . dxy,
n Rn Rn

ou dxy ...dz, est la mesure de Lebesgue usuelle sur R”.

Théoréme 10. Soient p € C*(R") un difféomorphisme préservant [’orien-
tation (ie tel que detdyp > 0) et w € Q"(R™) a support compact. Alors, on a
la formule de changement de variable

[o=[ vw

w(x) = f(z)dzy A ... Ndzy,

Démonstration. On écrit

Comme le déterminant de dp est positif, on a :

flo(zy, ... xp))| det(dp(zy, ..., zn))|dey A ... Ady,

= f(o(z1,...,z,)) det(do(xy, ..., x,))dxy A ... Ndx, = @ (w)
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Et avec la formule du changement de variable pour les intégrales multiples,
on a

/n )= [ Sl detldplan, . )lder.. dr,

= f(yl,...,yn)dyl...dyn;ef/ o

R

[]

Définition 30. On dit d’une k-forme qu’elle est & support compact si les

fonctions qui constituent ses coefficients sont & support compact. On notera
QF(M) leur ensemble.

Définition 31. Soient M une variété lisse orientée de dimension n et w
une n-forme différentielle sur M, & support compact. On considére (p;); une
partition de l'unité subordonnée & un recouvrement de M par des cartes
(Uj, ¢;j) preservant l'orientation. On pose :

L= ) e

ou la somme est supposée finie car la partition de I'unité est localement finie.

Exemple 12. Soient M une sous-variété orientée de R™ et o la forme volume
canonique sur M. On appelle volume de M et on note vol(M) le nombre

vol(M) ::/Mao

Remarque 17. Si M est une variété de dimension n, w € QU7 1(M) et si
i : OM — M est Uinjection canonique, alors i*(w) € Q" 1(OM) et on écrira,

par abus de notation :
/ W= / i*(w)
oM oM

Notons que l'intégrale ci-dessus a bien un sens car dim(OM) = n — 1 =
degi*(w).

Nous pouvons & présent énoncer et démontrer le fameux Théoréme de
Stokes.
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Théoréme 11. Soient M une variété différentielle orientée, a bord, de di-
mension n et w une (n — 1)-forme différentielle a support compact sur M.

Alors
/ w—/ dw
oM M

Démonstration. Supposons tout d’abord, que w soit une forme & support
compact dans H". Elle s’écrit :

n n
w= Zwidxl/\. D Adg N Ndx, = Zwidxl/\. S Ndzig Ndxg N Ndzy,
i=1 i=1

ou les w; sont des fonctions de classe C™ et a support compact. On a

n

dw = Z(—l)”l%dm A Ndx,

i=1 dz;

et

—~ +m .
/ widxl...da:i...da:’nzoz/ ngd:ci, Vi > 2
{0} xRn—2 —0o 04

car les w; sont a support compact. On calcule donc, avec le théoréeme de

Fubini,
w= widxl...d/yzi...dxn
AH” ; /{O}xR"l

/ wl(O,:L’Q,...,wn)dxg...dxn—i-Z/ widxl...(fx\i...dwn
Rnfl =2 {O}XRTL72
0
:/ w1(0, 29, ..., 2,)dz,y . .. dx, :/ </ %dxl) dxy . ..dx,
Rn—l ]Rn—l —00 axl
:/ %dxl...da:n
R_xRn-1 (9:61
8w1 u Feo &ui -
= —dxq...dx, dr; | dxqy ... dz; ... dzx,
/naxl T x+;/JRan2(/—oo (%Qx) T X X

—Z/ (—1)”1%@:1..@95”—/ dw
i=1 vH" g "
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Supposons ensuite que w soit & support compact dans R”. Comme w; est a
support compact pour tout 1 < ¢ < n, on a facilement, grace au théoréme

de Fubini :
/ dw=0= / w
n aRn:(z)

Soient maintenant M une variété lisse de dimension n, orientée, & bord,
A = (Uj, ¢;)jen un atlas (orienté) de M et w € Q" 1(M), a support compact.
On a, pour tout j € A, soit
p;(U;) Cc H
soit
¢;(U;) CR"
On note alors :
A ={j€eA; pj(U;) CH"}
et
Ny:={jeA; ¢;(U;) CR"}

A=A UA
De plus, on peut supposer que
gﬁj(Uj N aM) C OH”, \V/j S Al

On introduit ensuite (p;);jea une partition de l'unité subordonnée a (U;) en.
Comme le support de w est compact, il ne rencontre qu’un nombre fini de
supports des p; et on a, par commutativité entre la dérivée extérieure et
I'image réciproque et par changement de variable (¢; préserve l'orientation) :

[ o z/ L

JjEA JjEA2

- Z/ (95" (pje )t Z/ pﬂw)‘%(Uj)

JEA

Or, la deuxiéme intégrale ci-dessus est nulle car si j € Ay, alors
(goj_l)*(pjw)b_w_) € Q" 1(R") est a support compact. De plus, comme
J J

Vi€ A (95) ()], () € 2T (HT)
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dans ce cas, nous avons montré plus tot que

/n d(goj—l)*(pjw)\@jwj) - /aHn (Spj—l)*(pjw)}@jwj) sij e

Et donc, comme U; NOM =0, Vj € A,

f o= 3 o Z/m 657 03

JEAI ]6/\1

S w+z/ i

JEM

O

Théoréme 12. Soient K C U un compact d’un ouvert de R? de bord orienté
v = 0K, une courbe de classe Ct , P,Q : U — R deux fonctions de classe

Cl. Alors
0 oP
]{P(w, y)dr + Q(x,y)dy = //K (a_i? — a_y) dxdy

On appelle cette égalité la formule de Green-Riemann.

Démonstration. K est clairement une sous-variété compacte et orientée de
dimension 2 dont le bord correspond a son bord topologique 0K = . Donc,
si on pose

w = P(x,y)dr + Q(z,y)dy € Q' (K)

_[(0Q 0P
dw = (%—a—y)dm/\dy

et le Théoréme de Stokes donne

fP(x,y)d:c—l—Q(x,y)dy:/6Kw:/de://K (g—g—g—]y)) dxdy

[]

on a
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Remarque 18. Cette formule est trés utile, nottamment en théorie des fonc-
tions holomorphes, pour démontrer le théoréme intégral de Cauchy qui donne
le fondement de I'intégration complexe, impliquant I’époustouflant Théoréme
des Résidus... Mais elle permet aussi, plus humblement, de déterminer faci-
lement 'aire d’une surface compacte du plan a bord paramétré, comme dans
I’exemple suivant :

Exemple 13. Soit &, a,b € R, l'intérieur de l'ellipse définie comme étant
I'image de I’application :

dap : [0,27] — R?
t  +— (acos(t),bsin(t))

Si on pose P(x,y) =0 et Q(z,y) = z, la formule de Green-Riemann donne

vol(,,) / /dedy— Ja{ vy — /0 7 cos(t)d(bsin(t))

= ab/ cos?(t)dt = wab
0

Théoréme 13. Soient W C V un compact d’un ouvert de R3 de bord orienté
Y = OW, une nappe de classe C', P,Q,R :V — R trois fonctions de classe
Ct. Alors

]{P(x,y, 2)dydz+Q(z,y, z)dzdx+R(z,y, z)dedy = /// div(P, Q, R)dxdydz
2 W

-1/ (813 %, i;f)da:dydz

On appelle cette égalité la formule de Green—Ostrogmdski.

Démonstration. On applique le Théoréme de Stokes de maniére analogue a
la démonstration précédente, en remarquant que si

w:= P(x,y, 2)dydz + Q(z,y, z)dzdx + R(x,y, z)dxdy

alors
<8P 0Q OR
dw =

9 + — dy + aZ)cl:zc/\dy/\dz
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Et pour finir, voici le spectaculaire théoréme du point fixe de Brouwer :

Théoréme 14. Toute application continue de la boule unité de dimension n
dans elle-méme admet un point fize.

Démonstration. Soient B™ la boule unité de R", v, € Q" 1(B") définie par
a, = Z(—l)j+1xjdx1 A A d/xT] A...Ndx,
j=1
On a
do, = ndxi A ... Ndx,

et f € C°(B"). Grace au théoréme de Stone-Weierstra3, on peut supposer
que f est de classe C*>. Supposons, par I’absurde, que f est sans point fixe.
Construisons une application C* de B" dans S" ! qui vaille I'identité sur
S™~!. La demi droite {z +t(f(z) —z), t <0} rencontre S"™! en un point
unique donné par I'unique solution négative ou nulle ¢(z) de

lz|? +2t <z, f(x) — 2 >+ f(z) —z)* =1

On remarque que c’est un trinéme qui a deux solutions réelles soit nulles,
soit de signes opposés. En effet, le coefficient dominant ne s’annnule jamais
par hypothése et le discriminant ne s’annule que si

| <z fl@) 2> = |f(z) —a*(ja]* = 1) = 0

ce qui n’est possible que si |z| = 1 et x orthogonal & f(z) — x, mais alors on
voit immeédiatement que f(z) = z. Notons aussi que si |z| = 1, on a t(z) = 0.
De plus, t(z) est fonction C* de z. Soit alors r(z) := z + t(z)(f(x) — x). On
a

nvol(B") = n/ dxy...dx, = / dov,

Or, d’aprés le Théoréme de Stokes,

* * *
/docn:/ ozn:/ ozn:/ ran:/ rozn:/rdan:()
n OB™ Sn—l Sn—l OB™ n

car les vecteurs dr(x)(e;)i<j<n sont toujours linéairement dépendants; en
effet, ils sont tangents & S"! qui est de dimension n — 1 < n. Donc

nvol(B") = 0 < vol(B") =0

ce qui est absurde. O

20



Références

[1] M. Berger and B. Gostiaux, Géométrie différentielle, variétés, courbes et
surfaces, 2012.

|2] M. Spivak, Calculus on manifolds. Addison-Wesley, 1965.
[3] C. Viterbo, “Notes de cours de géométrie différentielle,” 2013.
[4] F. Paulin, “Géométrie différentielle élémentaire,” 2006-2007.
|5] P. Mounoud, “Formes différentielles,” 2012.

|6] Wikipedia.

ol



