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Préambule

Nous proposons ici une brève initiation à quelques notions de dimension
en topologie. Nous y étudierons la dimension métrique, la dimension de Haus-
dor� ainsi que la dimension topologique ; et nous exposerons les liens entre
ces di�érentes dimensions.

Ces considérations nous entraînerons ensuite vers l'étude de la dé�nition
d'objet fractal selon Mandelbrojt, dont nous exhiberons quelques exemples.
Nous nous sommes pour cela très largement inspiré du livre de topologie
d'Hervé Que�élec, que nous recommandons chaudement.

Pour aborder ces notions, le lecteur devra être déjà familier avec les ru-
diments de la topologie générale, ainsi que la topologie sur les espaces mé-
triques. En particulier, les notions de compacité, de connexité, de séparabilité,
de limite et de continuité seront essentielles.

A�n de permettre une lecture plus autonome, nous proposons une lé-
gère introduction sur l'ensemble de Cantor (qui se trouve être une fractale !),
ainsi qu'une Annexe dans laquelle on démontre notamment le théorème de
Tychonov sur le produit d'espaces compacts.
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Introduction : Ensemble de Cantor

Soit A := {0, 1}N∗ muni de la topologie produit des topologies discrètes
sur {0, 1}. D'après le théorème de Tychonov dénombrable (voir Annexe),
A est compact et métrisable. On l'appelle l'ensemble de Cantor abstrait.
Ensuite, on dé�nit sur la classe A des unions �nies de segments de R l'opé-

ration :
T : A → A

X =
⋃n
i=1 Ii 7→

⋃n
i=1 T (Ii)

,

où

T (I) = I \
]
a+

h

3
, a+

2h

3

[
=

[
a, a+

h

3

]
∪
[
a+

2h

3
, a+ h

]
si I = [a, a+ h].

On pose alors

K1 := T ([0, 1]), Kn+1 = T (Kn), ∀n ≥ 1 et K :=
⋂
n≥1

Kn.

K est alors appelé l'ensemble triadique de Cantor. On va montrer par récur-
rence que

Kn est réunion de 2n segments disjoints de longueur 3−n

et d'origine
∑n

j=1 αj3
−j, αj = 0, 2

}
(∗)

En e�et, la propriété a lieu à l'étape 1 : K1 =
[
0, 1

3

]
∪
[
2
3
, 1
]
. Si elle a lieu aux

étapes 1, . . . , n, on a Kn =
⋃
α In(α) où α = (α1, . . . , αn) parcourt {0, 2}n et

où

In(α) :=

[
n∑
j=1

αj3
−j,

n∑
j=1

αj3
−j + 3−n

]
.

On voit alors que

T (In(α)) = In+1(α
0) ∪ In+1(α

1) où

{
α0 = (α1, . . . , αn, 0)
α1 = (α1, . . . , αn, 2)

.

D'où

Kn+1 =
⋃

α∈{0,2}n

(
In+1(α

0) ∪ In+1(α
1)
)

=
⋃

β∈{0,2}n+1

In+1(β).
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Montrons à présent que A ' K. Pour cela, on pose

ϕ : A → R
x = (xj) 7→ 2

∑∞
j=1 xj3

−j .

et B := ϕ(A). Alors

Proposition 1. 1. ϕ est un homéomorphisme de A sur B (on note alors
A ' B),

2. On a K = B.

Démonstration. Montrons que ϕ est continue. On a
∞∑
j=1

∣∣2 · 3−j∣∣ = 2
∞∑
j=1

3−j = 3 <∞

et on pose un(x) := 2xn3−j. L'application x 7→ xn est continue par dé�ni-
tion de la topologie produit, donc un est continue sur A et on a ||un||∞ =
supx∈A |un(x)| = 2 · 3−j donc la série

∑
un est normalement convergente

et donc ϕ est continue sur A. Soient ensuite x, x′ ∈ A, x 6= x′ et n :=
min{j ; x′j 6= xj}. Par exemple, xn = 0 et x′nj = 1. Alors

ϕ(x′)− ϕ(x) = 2 · 3−j + 2
∑
j>n

(x′j − xj)3−j ≥ 2 · 3−n − 2
∑
j>n

3−j = 3−n,

donc ϕ est injective et ϕ−1 : B → A est continue car A est compact. Soit en
e�et y ∈ B, x = ϕ−1(y). Si y′ ∈ B véri�e |y′− y| < 3−n, on vient de voir que
xj = x′j pour j < n, où x′ = ϕ−1(y′), x′ est donc aussi proche que l'on veut
de x quand y′ est proche de y. Ainsi, ϕ : A→ B est un homéomorphisme.
Montrons que B ⊂ K. Soit y = 2

∑∞
j=1 xj3

−j, où xj = 0, 1. Pour n ∈ N �xé,
soit α = (2x1, . . . , 2xn) = (α1, . . . , αn). On voit que

0 ≤ y −
∞∑
j=1

αj3
−j = 2

∞∑
j=n+1

xj3
−j ≤ 2

∞∑
j=n+1

3−j = 3−n,

donc avec les notation de (∗), y ∈ In(α) ⊂ Kn, n étant arbitraire, y ∈⋂
n≥1Kn = K. Montrons alors que K ⊂ B et soit y ∈ K. Pour tout n ∈ N∗,

il existe α = (α1, . . . , αn) ∈ {0, 2}n tel que y ∈ In(α), en particullier∣∣∣∣∣y −
n∑
j=1

αj3
−j

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣y − ϕ(α1

2
, . . . ,

αn
2
, 0, . . .

)∣∣∣ ≤ 3−n
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donc dist(y, ϕ(A)) ≤ 3−n et n étant quelconque, dist(y, ϕ(A)) = 0 donc
y ∈ ϕ(A) = B. Or B est fermé car compact, donc y ∈ B.

Remarque 1. On peut montrer que

1. Tout espace métrique compact est image continue de K,

2. Tout espace métrique compact parfait (ie sans point isolé) totalement
discontinu est homéomorphe à K.

Proposition 2. Si λ désigne la mesure de Lebesgue sur R, alors
1. K est non dénombrable,

2. λ(K) = 0,

3. K est totalement discontinu.

Démonstration. 1. On a

|K| = |A| = |P(N)| > |N|,

donc K est non dénombrable.

2.

K =
⋂
n≥1

Kn ⇒ λ(K) ≤ inf
n≥1

λ(Kn) = inf
n≥1

(
2

3

)n
= 0.

3. Si I ⊂ K est un intervalle connexe non vide, alors I a un diamètre
inférieur ou égal à 3−n pour tout n, donc I est de diamètre nul, d'où le
résultat.
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Première partie

Dimension métrique

1 Dé�nitions

Soient (X, d) un espace métrique et ∅ 6= E ⊂ X une partie précompacte
de X.
Pour tout ε > 0, on peut recouvrir E par un nombre �ni de boules fermées de
rayon ε (centrées ou non dans E). Notons alors NE(ε) le plus petit nombre
de telles boules fermées recouvrant E :

NE(ε) := min

{
n ∈ N ; ∃x1, . . . , xn ∈ X ; E ⊂

n⋃
i=1

B(xi, ε)

}
.

En général, NE(ε) ∼ 1
εα
, c'est α qui est signi�catif et si, pour tout ε > 0, il

existe des constantes C1, C2 > 0 telles que C1ε
−α ≤ NE(ε) ≤ C2ε

−α, alors α
s'obtient par

α = lim
ε→0

logNE(ε)

log 1/ε
,

où log désigne le logarithme népérien. D'où la

Dé�nition 1. 1. On appelle dimension métrique supérieure de E la quan-
tité

dimB(E) := lim sup
ε→0

logNE(ε)

log 1/ε
≤ +∞.

2. De même, on appelle dimension métrique inférieure de E la quantité

dimB(E) := lim inf
ε→0

logNE(ε)

log 1/ε
≤ +∞.

3. Si ces deux quantités sont égales, on appelle dimension métrique de E
le nombre

dimB(E) = dimB(E) = dimB(E) = lim
ε→0

logNE(ε)

log 1/ε
≤ +∞.

De plus, si E n'est pas précompact, on convient que dimB(E) = +∞.

8



Remarque 2. 1. Si on sétait limité aux boules centrées dans E, cela n'au-
rait rien changé aux dimensions. Par exemple, si

E ⊂
n⋃
j=1

B(xj, ε), xj ∈ X,

on pose
I := {1 ≤ j ≤ n ; B(xj, ε) ∩ E 6= ∅}

et soit yj ∈ B(xj, ε) ∩ E, pour tout j ∈ I. Alors

E ⊂
⋃
j∈I

B(yj, 2ε), yj ∈ E, |I| ≤ n.

2. La dimension métrique est parfois appelée "dimension de boîte", d'où
la notation dimB.

2 Propriétés

Dé�nition 2. On appelle ε-nombre de packing de E et on note PE(ε) le plus
grand nombre n de points x1, . . . , xn de E tels que d(xi, xj) > ε, ∀i 6= j :

PE(ε) := max{n ∈ N ; ∃x1, . . . , xn ∈ E ; ∀i 6= j, d(xi, xj) > ε}.

Alors les B
(
xj,

ε
2

)
sont deux à deux disjointes et on a

Proposition 3.

∀ε > 0, NE(ε) ≤ PE(ε) ≤ NE

(ε
2

)
.

Démonstration. Soit p := PE(ε) (p < ∞ car E est précompact), et soient
x1, . . . , xn ∈ E avec d(xi, xj) > ε si i 6= j. Si maintenant x ∈ E et x /∈⋃

1≤j≤pB(xj, ε), les points x, x1, . . . , xn sont mutuellement distants de plus
de ε, donc PE(ε) ≥ p+ 1, ce qui est absurde. Donc

E ⊂
⋃

1≤j≤p

B(xj, ε) ⇒ NE(ε) ≤ p = PE(ε).
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Soient ensuite q := NE

(
ε
2

)
et y1, . . . , yq ∈ X tels que E ⊂

⋃
1≤j≤q B

(
yj,

ε
2

)
.

Pour tout 1 ≤ u ≤ p, il existe 1 ≤ ϕ(u) ≤ q tel que d(xu, yϕ(u)) ≤ ε
2
. Si

ϕ(u) = ϕ(v) = j, on a

d(xu, xv) ≤ d(xu, yj) + d(yj, xv) ≤
ε

2
+
ε

2
= ε,

d'où u = v et ϕ : {1, . . . , p} → {1, . . . , q} est injective, et donc p ≤ q.

Théorème 1. On a

1.
E ⊂ F ⇒ dimB(E) ≤ dimB(F ),

2.

dimB

(
n⋃
i=1

Ei

)
= sup

1≤i≤n
dimB(Ei),

3. Si f : E → X est α-höldérienne
(ie ∃C > 0 ; ∀x, y ∈ E, d(f(x), f(y)) ≤ Cd(x, y)α), alors

dimB(f(E)) ≤ 1

α
dimB(E).

Démonstration. 1. En e�et, si n = NF (ε) et F ⊂
⋃

1≤j≤nB(xj, ε), on a
aussi E ⊂

⋃
1≤j≤nB(xj, ε), d'où NE(ε) ≤ n.

2. Evident.

3. Soient ε > 0, δ > 0 dé�ni par Cδα = ε et p := NE

(
δ
2

)
. Comme on l'a

vu, il existe x1, . . . , xp ∈ E tels que E ⊂
⋃

1≤j≤pB(xj, δ) d'où

F = f(E) ⊂
⋃

1≤j≤p

B(f(xj), Cδ
α) =

⋃
1≤j≤p

B(f(xj), ε),

et NF (ε) ≤ NE

(
δ
2

)
. Soient ensuite ρ > 0 et d := dimB(E). Pour ε > 0

assez petit, on a

NE

(
δ

2

)
≤
(

2

δ

)d+ρ
,
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d'où

NF (ε) ≤
(

2

δ

)d+ρ
=

(
2C1/α

ε1/α

)d+ρ
.

Il en résulte que

lim sup
ε→0

logNF (ε)

log 1/ε
≤ d+ ρ

α

et

dimB(F ) ≤ d

α

car ρ > 0 est aussi petit que l'on veut.

Corollaire 1. Quand cela a un sens, on a

1.
E ⊂ F ⇒ dimB(E) ≤ dimB(F ),

2.

dimB

(
n⋃
i=1

Ei

)
= sup

1≤i≤n
dimB(Ei),

3. Si f : E → X est α-höldérienne, alors

dimB(f(E)) ≤ dimB(E)

α
.

3 Exemples

3.1 Ensemble de Cantor

Soient 0 < r < 1
2
et K = K(r) le compact �xe associé aux contractions

f1 : R → R
x 7→ rx

et
f2 : R → R

x 7→ rx+ 1− r .
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K est l'ensemble de Cantor de rapport de dissection r. Pour r = 1
3
, on

retrouve l'ensemble triadique de Cantor. On a

K =

{
x ∈ [0, 1] ; x = (1− r)

∞∑
j=0

xjr
j, xj = 0, 1

}
.

Soit en e�et

L :=

{
0 ≤ x ≤ 1 ; x = (1− r)

∞∑
j=0

xjr
j, xj = 0, 1

}
.

L = ϕ(A) est compact (A = {0, 1}N) et ϕ((xj)) := (1−r)
∑∞

j=0 xjr
j. On voit

que

f1(L) =

{
(1− r)

∞∑
j=0

xjr
j+1

}
=

{
y = (1− r)

∞∑
j=0

yjr
j, y0 = 0, (yj) ∈ A

}
,

et

f2(L) =

{
(1− r)

(
1 +

∞∑
j=0

xjr
j+1

)}
=

{
y = (1− r)

∞∑
j=0

yjr
j, y0 = 1, (yj) ∈ A

}
.

Donc f1(L)∪f2(L) = L et L = K par unicité du compact �xe (voir Annexe).
On va montrer que

dimB(K) =
log 2

log 1/r
.

Démonstration. En e�et, soient 0 < ε < r, n l'entier ≥ 1 tel que rn+1 ≤ ε <
rn,

R :=

{
(1− r)

n∑
j=0

xjr
j

}
et

S :=

{
(1− r)

n−1∑
j=0

xjr
j, xj = 0, 1

}
.

12



Si x =
∑∞

j=0(1− r)xjrj ∈ K, soit u :=
∑n

j=0(1− r)xjrj ∈ R, on a

|x− u| = (1− r)
∞∑

j=n+1

xjr
j ≤ (1− r)

∞∑
j=n+1

rj = rn+1 ≤ ε

donc K ⊂
⋃
u∈RB(u, ε), et NK(ε) ≤ |R| = 2n+1 = 2 · 2n. Or rn > ε, d'où

n < log ε
log r

et 2n = en log 2 < e(log(
1
ε)·

log 2
log 1/r ). Ainsi,

NK(ε) ≤ 2

ε

log 2

log 1/r
.

Il en résulte déjà que

dimB(K) ≤ log 2

log 1/r
.

D'autre part, si u = (1 − r)
∑n−1

j=0 ujr
j et v = (1 − r)

∑n−1
j=0 vjr

j ∈ S avec
u 6= v, soit k := min{l ≤ n − 1 ; ul 6= vl}, par exemple, uk = 0 et vk = 1.
Alors

v − u ≥ (1− r)(rk − rk+1 − rk−2 − · · · ) = (1− r)
(
rk − rk+1

1− r

)

= (1− 2r)rk ≥ (1− 2r)rn−1 =
1− 2r

r
rn >

1− 2r

r
ε.

En posant λ := 1−2r
r

, on voit que PK(λε) ≥ |S| = 2n. On en déduit de même
que

lim inf
ε→0

logPK(ε)

log 1/ε
≥ log 2

log 1/r
,

et donc que

dimB(K) ≥ log 2

log 1/r

d'après la Proposition 3, d'où le résultat.
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3.2 Suite de limite nulle

Soient α > 0 et K := {n−α, n ∈ N∗} ∪ {0}. Alors K est compact comme
fermé borné de R et on a

dimB(K) =
1

1 + α
.

Démonstration. Soient ε > 0 et n0 := min{n ; n−α ≤ ε}. Alors on recouvre

K par B(0, ε) ∪
⋃
j≤n0

B(j−α, ε), donc NK(ε) ≤ n0 avec n0 ∼
(
1
ε

)1/α
alors

dimB(K) ≤ 1
α
. On va voir qu'on peut faire mieux.

Pour cela, soient 0 < ε < 1, p ≥ 1, Kp := {i−α ; i < p} et N :=
[
1
ε

]
+ 1.

On recouvre K par les boules B(i−α, ε) et par les intervalles
[
j
N
, j+1
N

]
, avec

i < p et j ≤ Np−α. En e�et, si i−α /∈ Kp, ie si i ≥ p, i−α ∈
[
j
N
, j+1
N

]
,

j
N
≤ i−α ≤ p−α. A fortiori, comme 1

N
≤ ε, on a

K ⊂
⋃
i<p

B(i−α, ε) ∪
⋃

j≤Np−α
B

(
j

N
, ε

)
.

Il s'ensuit que

NK(ε) ≤ p− 1 + np−α ≤ p+
2p−α

ε
.

On optimise en p cette inégalité avec p = 2p−α

ε
ie p =

(
2
ε

) 1
1+α et comme p ∈ N

on pose

p :=

[(
2

ε

) 1
α+1

]
et on obtient

NK(ε) ≤ κ

(
1

ε

) 1
α+1

où κ est une constante indépendante de ε et donc

dimB(K) ≤ 1

α + 1
.
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D'autre part, soit q le plus grand entier tel que α
qα+1 ≥ ε, (q ∼ p), alors les

points i−α, i ≤ q sont distants de plus de ε, car si i−α, j−α, i < l sont deux
tels points, le théorème des accroissements �nis donne

i−α − j−α ≥ i−α − (i+ 1)−α >
α

(i+ 1)α+1
≥ α

qα+1
≥ ε.

On en déduit que PK(ε) ≥ q, or q ∼
(
α
ε

) 1
α+1 , donc

lim inf
ε→0

logPK(ε)

log 1/ε
≥ 1

α + 1

donc

dimB(K) = lim inf
ε→0

logNK(ε)

log 1/ε
≥ lim inf

ε→0

logPK(ε)

log 1/ε
≥ 1

α + 1
.

Ainsi,

dimB(K) ≤ 1

α + 1
≤ dimB(K) ⇒ dimB(K) =

1

α + 1
.

3.3 Boule unité d'un espace vectoriel normé et théo-

rème de Riesz

Soient E un R-espace vectoriel normé et B sa boule unité fermée. Mon-
trons que, si E est de dimension (vectorielle) �nie, alors

dim(E) = dimB(B).

Démonstration. Ponsons n := dim(E). Quitte à composer par un automor-
phisme linéaire, on peut supposer que E = Rn muni d'une certaine norme et
soit λn la mesure de Lebesgue usuelle sur Rn. Soient aussi ε > 0, p := NB(ε)
et supposons que

B ⊂
⋃

1≤j≤p

B(xj, ε) =
⋃

1≤j≤p

(xj + εB),

15



il vient alors

λn(B) ≤
∑

1≤j≤p

λn(xj + εB) =
∑

1≤j≤p

λn(εB) =
∑

1≤j≤p

εnλn(B)

et λn(B) 6= 0 implique que

1 ≤ pεn ⇒ NB(ε) ≥ 1

εn
⇒ n ≤ logNB(ε)

log 1/ε
si 0 < ε < 1 (∗)

Soient maintenant q := PB(ε) et y1, . . . , yq ∈ B avec ||yj − yi|| > ε, i 6= j.
Alors les B

(
yi,

ε
2

)
sont disjointes et incluses dans B

(
0, 1 + ε

2

)
, soit⊔

1≤i≤q

(
yi +

ε

2
B
)
⊂
(

1 +
ε

2

)
B

et on a (ε
2

)n
qλn(B) ≤

(
1 +

ε

2

)n
λn(B) ⇒ q ≤

(
1 +

2

ε

)n
et la Proposition 3 implique que

NB(ε) ≤ PB(ε) ≤
(

1 +
2

ε

)n
,

donc
dimB(B) = n = dim(E).

Théorème 2. (F. Riesz) E est de dimension �nie si et seulement si B est
compacte.

Démonstration. Si E est de dimension �nie, alors B est compacte comme
fermé borné.
Soit 0 < ε < 1

2
. Soient aussi E0 un sous-espace vectoriel de E de dimen-

sion �nie et B0 := B ∩ E0. Compte-tenu des dé�nitions, si N ′B0
(2ε) est le

nombre minimal de boules fermées de rayon 2ε contrées en E0 nécessaires
pour recouvrir B0, alors

N ′B0
(2ε) ≤ NB0(ε) ≤ NB(ε)
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et (∗) appliqué à E0 implique

dimE0 ≤
logN ′B0

(2ε)

log 1/2ε
≤ logNB(ε)

log 1/2ε
=: C(ε).

Donc les sous-espaces de dimension �nie de E ont une dimension inférieure
ou égale à C(ε) ; ainsi, E est de dimension ≤ C(ε) < +∞.

Remarque 3. Soit H un espace de Hilbert de dimension in�nie, (en)n≥1 une
famille orthonormale de H et K ⊂ H le compact dé�ni par

K :=

{
en

log(n+ 1)
, n ≥ 1

}
∪ {0}.

Alors dimB(K) = +∞. Ainsi, un compact n'a pas forcément une dimension
métrique �nie.

3.4 Objets auto-similaires

Rappel : Soit || · || = || · ||2 la norme euclidienne sur Rn. Une similitude
de Rn est une application S : Rn → Rn, x 7→ rg(x) + a, où g ∈ O(n) est une
transformation orthogonale, r > 0 et a ∈ Rn. Si r < 1, la similitude S est
dite contractante.
On se donne à présent n similitudes contractantes S1, S2, . . . , Sn de RN avec
r1 ≤ r2 ≤ . . . ≤ rn < 1. D'après l'Annexe, il existe un unique compact non
vide K de RN tel que

K =
n⋃
i=1

Si(K) (1)

K est alors dit auto-similaire car si l'on applique S1, . . . , Sn à K et qu'on
réunit le tout, on retombe surK, mais il faut prendre garde à ne pas confondre
cette notion avec celle de fractalité, qui sera développée plus tard.

Exemple 1. Si K = [0, 1]2 ⊂ R2 = C est auto-similaire car c'est le compact
�xe des similitudes S1, S2, S3, S4 dé�nies par

S1(z) =
z

2
, S2(z) =

z + 1

2
, S3(z) =

z + i

2
, S4(z) =

z + 1 + i

2

mais on a évidemment pas envie de l'appeler "fractale".
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D'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe un unique s > 0
tel que

n∑
i=1

rsi = 1.

s est alors appelé la dimension d'auto-similarité de K. Par exemple, la carré
[0, 1]2 a une dimension d'auto-similarité donnée par 4 · 2−s = 1 ⇒ s = 2.

Soient ensuite E := {1, . . . , n} et F := EN
∗
le Cantor de E, muni de la

topologie produit des topologies discrètes sur E. Un x ∈ F est une suite
x = (i1, . . . , ip, . . . ) = (i1(x), . . . , ip(x), . . . ). Un mot sur E est une suite �nie
α = 〈α1, . . . , αp〉 d'éléments de E et on note M l'ensemble des mots sur E.
Posons ρi := rsi , ρα := ρi1 · · · ρip si α ∈M . On pose aussi Sα := Si1 ◦ · · · ◦Sip
et Ki1,...,ip = Kα = Si1 ◦ · · · ◦ Sip(K) = Sα(K).
D'après l'équation (1), on voit par récurrence sur p que

K =
⋃
i1∈E

Ki1 =
⋃

i1,i2∈E2

Ki1,i2 = · · · =
⋃

i1,...,ip∈Ep
Ki1,...,ip = · · · (2)

On dé�nit alors l'application de "codage" h : F → K :

{h(x)} = Ki1∩Ki1,i2∩· · ·Ki1,...,ip∩· · · =
∞⋂
p=1

Ki1,...,ip si x = (i1 . . . , ip, . . . ) ∈ F.

(3)
En e�et, si Gp := Ki1,...,ip , les Gp forment une suite décroissante car :

Gp = Si1 ◦ · · · ◦ Sip(K) = Si1 ◦ · · · ◦ Sip

(
n⋃
i=1

Si(K)

)

=
n⋃
i=1

Si1 ◦ · · ·Sip ◦ Si(K) =
n⋃
i=1

Ki1,...,ip,i ⊃ Ki1,...,ip,ip+1 = Gp+1.

De plus, si diam(K) = d, diam(Ki1,...,ip) = ri1 · · · ripd ≤ rpnd, alors

diam(Gp)→ 0

et les compacts Gp ont une intersection réduite à un point noté h(x) car RN
est complet.
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Proposition 4. On a

1. h : F → K est une surjection continue

2. Soit aα ∈ M le point �xe de Sα (qui existe d'après le théorème de
Picard). Alors aα ∈ K et l'ensemble des aα est dense dans K.

Démonstration. 1. Soient x = (i1, . . . , ip, . . . ) ∈ F , ε > 0, p tel que
ri1 . . . ripd ≤ ε où d = diam(K), et V le voisinage de x dé�ni par

V := {y ∈ F ; i1(y) = i1, . . . , ip(y) = ip}.

Notons alors que

y ∈ V ⇒ |h(y)− h(x)| ≤ ri1 · · · ripd ≤ ε.

En e�et, Ki1,...,ip = Gp est de diamètre ≤ ri1 · · · ripd ≤ ε et si y ∈ V , on
a par dé�nition h(x) ∈ Gp et h(y) ∈ Gp, d'où |h(y)−h(x)| ≤ diam(Gp),
donc h est continue en x. D'autre part, si y ∈ K, (2) montre qu'on peut
choisir par récurrence i1, . . . , ip, . . . ∈ E tels que

y ∈ Ki1 , y ∈ Ki1,i2 , . . .

Soit x = (i1 . . . , ip, . . . ) ∈ F et avec (3), h(x) est l'unique poit de⋂
q≥1Ki1,...,iq , donc h(x) = y.

2. Soit α = 〈i1 . . . , ip〉 et soit x ∈ F obtenu en répétant α : x = (i1, . . . , ip, i1, . . . , ip, . . . ).
Se limitant dans le développement de x à la sous-suite des multiples de
p, on voit que h(x) ∈

⋂∞
k=1 S

k
α(K), or les Skα(K) forment une suite dé-

croissante (car Sα(K) ⊂ K) de compacts non vides de RN , de diamètre
tendant vers 0, leur intersection est donc réduite à h(x). De plus, elle
est par dé�nition stable par Sα, autrement dit, Sαh(x) = h(x) ⇒ aα =
h(x) et d'après (1), aα ∈ K.
Réciproquement, si y ∈ K, soit x ∈ F tel que y = h(x). Notons xp :=
(i1, . . . , ip, i1, . . . , ip, . . . ) le p-périodisé de x = (i1, . . . , ip, ip+1, . . . ). Par
dé�nition de la topologie sur F , on a limp→∞ xp = x, donc limp→∞ h(xp) =
y par continuité. Or, on vient de voir que h(xp) = aα, α = 〈i1, . . . , ip〉,
donc y s'approche par des aα.
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Lemme 1. Pour r > 0, on dé�nit I = I(r) l'ensemble des mots minimaux
α = 〈i1, . . . , ip〉 tels que rα = ri1 · · · rip ≤ r, (ie α ∈ I si et seulement
si ri1 · · · rip ≤ r et ri1 · · · rip−1 > r). Alors I 6= ∅ car ri1 · · · rip ≤ rpn et
limp→∞ r

p
n = 0. Alors, si

S(r) :=
∑
α∈I(r)

ρα,

on a
S(r) = 1, ∀r > 0.

Démonstration. On a
S(r) = 1, ∀r ≥ rn (4)

En e�et, si r ≥ rn, I(r) est constitué des mots 〈1〉 , . . . , 〈n〉, donc S(r) =∑n
i=1 ρi =

∑n
i=1 r

s
i = 1, et

S(r) =
n∑
j=1

ρjS

(
r

rj

)
, ∀z > 0 (5)

En e�et, I = I(r) = I1 t . . . t In où Ij = {α = 〈i1, . . . , ip〉 ∈ I ; i1 =
j}. Si α = 〈i1, . . . , ip〉 ∈ I1, on voit que r1 · · · rip−1 > r et r1 · · · rip ≤ r,

autrement dit, r2 · · · rip−1 > r
r1

et r2 · · · rip ≤ r
r1
, ie 〈i2, . . . , ip〉 ∈ I

(
r
r1

)
.

D'où
∑

α∈I1 ρα = rs1
∑

β∈I
(
r
r1

) ρβ = rs1S
(
r
r1

)
. Plus généralement,

∑
α∈Ij ρα =

rsjS
(
r
rj

)
= ρjS

(
r
rj

)
, pour tout 1 ≤ j ≤ n, et en ajoutant, on obtient

(5). Pour �nir, soit T := {t > 0 ; S(r) = 1 si r ≥ t} et soit m := inf T
(rn ∈ T 6= ∅). S(r) = 1 sur ]m,+∞[ ; en e�et, si r > m, il existe t ∈ T
tel que t ≤ r. Supposons m > 0 et posons µ := mrn < m. Si r > µ, on a
r
r1
≥ · · · ≥ r

rn
> m, d'où S(r) =

∑n
i=1 ρiS

(
r
ri

)
=
∑n

i=1 ρi = 1. Mais alors

]µ,+∞[⊂ T , ce qui est absurde. Donc m = 0.

Théorème 3. Si s est la dimension d'auto-similarité de K, alors on a tou-
jours

dimB(K) ≤ s.

20



Démonstration. Le Lemme permet de majorer |I(r)| comme suit :

|I(r)| ≤ r−sr−s1 si 0 < r < 1. (6)

En e�et, pour α ∈ I(r), on a ρα ≥ rsrs1, car on a ou bien α = 〈i1〉, alors ρα =
rsi1 ≥ rs1 ≥ rs1r

s, ou bien α = 〈i1, . . . , ip〉, p ≥ 2, alors ρα = (ri1 · · · rip−1)
rrsip ≥

rsrsip ≥ rsrs1. Le Lemme 1 montre alors que 1 =
∑

α∈I(r) ρα ≥
∑

α∈I(r) r
srs1 =

rsrs1|I(r)|, d'où (6).
D'autre part, K ⊂

⋃
α∈I(r)Kα. Soit en e�et y ∈ K, x = (i1, . . . , ip, . . . ) ∈ F

tel que y = h(x) et p tel que α = 〈i1, . . . , ip〉, le "début" de x, soit dans
I(r). D'après la démonstration de la Proposition 4, on a y = h(x) ∈ Kα. Soit
0 < ε < d = diam(K), et soit r := ε

d
< 1. Si α ∈ I(r), on a diam(Kα) =

rαd ≤ rd < ε et l'inclusion précédente montre alors que NK(ε) ≤ |I(r)| ≤
r−sr−s1 = dsr−s1

1
εs

avec (6), d'où le résultat.

Remarque 4. Le Cantor R = R(r), 0 < r < 1
2
est le compact auto-similaire

associé aux
S1(x) = rx et S2(x) = rx+ 1− r.

La dimension d'auto-similarité est donnée par 2rs = 1, soit s = log 2
log 1/r

et
l'inégalité du Théorème 3 est alors une égalité.
Attention ! ce n'est pas toujours le cas. En e�et, en reprenant les similitudes
S1, S2 avec 1

2
< r < 1, le compact �xe associé est [0, 1], car :

S1([0, 1]) ∪ S2([0, 1]) = [0, r] ∪ [1− r, r] = [0, 1], car r ≥ 1− r.

Pourtant dimB([0, 1]) = 1 et 1 < s = log 2
log 1/r

.
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Deuxième partie

Dimension de Hausdor�

4 Dé�nitions

Dé�nition 3. Soient (X, d) un espace métrique séparable, E ⊂ X et s > 0.
On appelle s-mesure de E, et on note Hs(E), l'élément de [0,+∞] dé�ni par

Hs(E) := lim sup
ε→0

Hs
ε (E) = sup

ε>0
Hs
ε (E),

avec

Hs
ε (E) := inf

Bi=B(xi,ri)
E⊂
⋃∞
i=1Bi

diamBi≤ε

∞∑
i=1

(diamBi)
s

= inf

{
∞∑
i=1

(diamBi)
s, E ⊂

∞⋃
i=1

Bi, Bi boules fermées, diamBi ≤ ε

}
.

Remarque 5. 1. X étant séparable, pour tout ε > 0, on peut recouvrir E
par une suite de boules de rayon ≤ ε

2
, donc de diamètre ≤ ε.

2. Contrairement à la dimension métrique, à chaque Bi, on a�ecte le poids
(diamBi)

s au lieu de 1, c'est plus �n...
En e�et, si a ∈ E est isolé, recouvrir a consomme une boule B de
diamètre arbitrairement petit et (diamB)s compte pour 0, pas pour 1.

3. On peut dé�nir la s-mesure de Hausdor� avec des parties quelconques
B de diamètre ≤ ε. On obtient une s-mesure H ′s équivalente à Hs en
ce sens que

H ′s(E) ≤ Hs(E) ≤ 2sH ′s(E), ∀E ⊂ X.

4. On rappelle qu'une mesure extérieure µ sur X est une application µ :
P(X)→ R+ telle que

(a) µ(∅) = 0
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(b) A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B)

(c) µ (
⋃∞
n=1En) ≤

∑∞
n=1 µ(En), ∀(En)n≥1, En ⊂ X.

De plus, on dit que µ est métrique si
(d) µ(E t F ) = µ(E) + µ(F ) si d(E,F ) > 0.
Ensuite, à une mesure extérieure µ, on associe la tribu

Aµ := {A ∈ P(X) ; µ(T ) = µ(T ∩ A) + µ(T ∩ Ac), ∀T ⊂ X}.

Alors µ|Aµ est une mesure usuelle. Soit B := σ(O) la tribu borélienne
de (X, d). Alors, on peut montrer que, si µ est métrique, B ⊂ Aµ.

Proposition 5. Hs est une mesure extérieure métrique sur X, appelée
s-mesure de Hausdor� sur X.

Démonstration. On �xe ε > 0 et montrons que

Hs
ε

(
∞⋃
n=1

En

)
≤

∞∑
n=1

Hs
ε (En)

pour toute suite de parties (En)n≥1 deX. On peut supposerHs
ε (En) <∞,∀n.

Soit ρ > 0, on peut, pour tout n, trouver une suite (Bi,n)i≥1 de boules fermées
de diamètre ≤ ε, telles que

En ⊆
∞⋃
i=1

Bi,n et
∞∑
i=1

(diamBi,n)s ≤ Hs
ε (En) + ρ2−n.

Alors, E :=
⋃
nEn ⊂

⋃
i,nBi,n, d'où :

Hs
ε (E) ≤

∑
i,n

(diamBi,n)s ≤
∞∑
n=1

(Hs
ε (En) + ρ2−n) =

∞∑
n=1

Hs
ε (En) + ρ.

En faisant tendre ρ vers 0, et ε vers 0, on obtient (c). (a) et (b) sont claires,
donc Hs est une mesure extérieure.
Soient maintenant E,F ⊂ X tels que d(E,F ) = δ > 0. Soient ε < δ, ρ > 0.
Il existe un recouvrement de E ∪ F par des boules Bi de diamètre ≤ ε tel
que :

∞∑
i=1

(diamBi)
s ≤ Hs

ε (E ∪ F ) + ρ.
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Soit I := {i ∈ N∗ ; Bi ∩E 6= ∅} et J := {i ∈ N ; Bi ∩ F 6= ∅}. I ∩ J = ∅ car
si x ∈ E ∩ Bi et y ∈ F ∩ Bi, on a d(E,F ) ≤ d(x, y) ≤ diamBi ≤ ε < δ et de
plus, E ⊂

⋃
i∈I Bi et F ⊂

⋃
i∈J Bi, d'où

Hs
ε (E) +Hs

ε (F ) ≤
∑
i∈I

(diamBi)
s +
∑
i∈J

(diamBi)
s

=
∑
i∈I∪J

(diamBi)
s ≤

∞∑
i=1

(diamBi)
s ≤ Hs

ε (E ∪ F ) + ρ.

Et en faisant tendre successivement ρ et ε vers 0, on obtient

Hs
ε (E) +Hs

ε (F ) = Hs
ε (E ∪ F ) si ε < δ.

et
Hs(E) +Hs(F ) = Hs(E ∪ F ).

Remarque 6. Si (X, d) = (Rn, || · ||2), on a

Hs(λE) = λsHs(E), ∀λ > 0, ∀E ⊂ Rn.

autrement dit, Hs réagit aux homothéties comme λs, la mesure de Lebesgue
sur Rs, si s ∈ N∗.

Lemme 2. Si on note, pour n ∈ N∗, Vn le volume de la boule unité Bn de
Rn (ie Vn = λn(Bn)) et Γ la fonction d'Euler, alors

Vn =
π
n
2

Γ
(
n
2

+ 1
) .

Démonstration. En e�et, posons

f : Rn × R+ → R
(x, t) 7→ e−tI{||x||2≤t}(x, t)

où I désigne la fonction indicatrice. f est positive sur Rn × R+ et on a∫
Rn
f(x, t)dx = e−tλn({x ∈ Rn ; ||x||2 ≤ t})
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= e−tλn({x ∈ Rn ; ||x|| ≤
√
t}) = e−tλn(

√
tBn) = e−tt

n
2 Vn.

De plus,∫
R+

f(x, t)dt =

∫ +∞

0

e−tI{||x||2≤t}(x, t)dt =

∫ +∞

||x||2
e−tdt = e−||x||

2

.

D'autre part, f ≥ 0, donc d'après le théorème de Fubini-Tonelli :

π
n
2 =
√
πn =

(∫
R
e−t

2

dt

)n
=

∫
· · ·
∫
Rn
e(−x

2
1+···+x2n)dx1 · · · dxn

=

∫
Rn
e−||x||

2

dx =

∫
Rn

(∫
R+

f(x, t)dt

)
dx =

∫∫
Rn×R+

f(x, t)dxdt

=

∫
R+

(∫
Rn
f(x, t)dx

)
dt =

∫
R+

Vnt
n
2 e−tdt

= Vn

∫ +∞

0

t(
n
2
+1)−1e−tdt = VnΓ

(n
2

+ 1
)
.

Donc

Vn =
π
n
2

Γ
(
n
2

+ 1
) .

Dé�nition 4. On dit qu'une famille de boules fermées B non réduites à des
points de Rn recouvre �niment E ⊂ Rn si

∀x ∈ E, ∀ε > 0, ∃B ∈ B ; x ∈ B et diamB ≤ ε.

Lemme 3. (Lemme de Federer)
On suppose que B recouvre �niment E et que tout B ∈ B est inclus dans un
borélien V �xe, de mesure �nie. Alors il existe une suite (Bi)i≥1 de B telle
que

1. ∀i 6= j, Bi ∩Bj = ∅,
2. ∀N ≥ 1, E \

⋃N
i=1Bi ⊂

⋃∞
i=N+1 B̃i où B̃i est la boule de même centre

que Bi, de rayon 5 fois plus grand.
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Démonstration. Admis. Voir [2], 2.8.6, p.144.

Théorème 4. En posant γn := 2n

Vn
, on a

Hn(E) = γnλn(E), ∀E ∈ B(Rn).

Démonstration. On majore d'abord λn en fonction de Hn. Pour cela, sup-
posons E ⊂

⋃∞
i=1Bi, où les Bi sont des boules fermées, de rayon ri, avec

2ri = diamBi ≤ ε. Alors

λn(E) ≤
∞∑
i=1

λn(Bi) = Vn

∞∑
i=1

rni =
1

γn

∞∑
i=1

(diamBi)
n.

En passant à l'in�mum sur les recouvrements Bi, il vient

λn(E) ≤ Hn(E)

γn
.

On majore maintenant Hn en fonction de λn, en montrant d'abord que

Hn(E) ≤ 2nγnλn(E), ∀E ⊂ Rn compact. (7)

Soit alors q := PE(ε) et soient x1, . . . , xq ∈ E tels que ||xi − xj|| > ε, i 6= j.
On utilise le même argument que dans 3.3.3 :
Posons Eε; = {x ∈ Rn ; d(x,E) ≤ ε} et utilisons les volumes dans l'inclusion
disjointe

⊔q
i=1B

(
x,
ε
2

)
⊂ Eε. On obtient alors q

(
ε
2

)n
Vn ≤ λn(Eε), soit q ≤

γn
εn
λn(Eε), et l'inclusion E ⊂

⋃q
i=1B(xi, ε) montre que

Hn
2ε(E) ≤ q(2ε)n ≤ 2nγnλn(Eε).

En faisant tendre ε vers 0, on obtient (7) qui s'étend facilement à tout boré-
lien E de Rn, par régularité intérieure.
On peut supposer ensuite que E est borné. Soient V un ouvert borné conte-
nant E, ε > 0 et B := {B boule fermée ; B ⊂ V, diamB̃ ≤ ε}. Alors
B recouvre �niment E et d'après le lemme de Federer, il existe une suite
(Bi)i≥1 véri�ant 1) et 2) du lemme. On a

∞∑
i=1

(diamBi)
n < +∞.
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En e�et,
∑∞

i=1(diamBi)
n =

∑∞
i=1 γnλn(Bi) = γnλn (

⋃
iBi) ≤ γnλn(V ) <

+∞. Comme (diamB̃i)
n = 5n(diamBi)

n, on a aussi
∑∞

i=1(diamB̃i)
n < +∞.

Étant donné ρ > 0, on peut choisir N tel que E ⊂
⋃N
i=1Bi∪

⋃∞
i=N+1 B̃i, avec

diamBi ≤ diamB̃i ≤ ε, d'où

Hn
ε (E) ≤

n∑
i=1

(diamBi)
n +

∞∑
i=N+1

(diamB̃i)
n ≤

N∑
i=1

(diamBi)
n + ρ

=
N∑
i=1

γnλn(Bi) + ρ = γnλn

(
N⋃
i=1

Bi

)
+ ρ ≤ γnλn(V ) + ρ.

D'où, successivement (rappel : λn(E) = inf
V ouvert
E⊂V

λn(V ) = sup
K compact
K⊂E

λn(K)) :

Hn
ε (E) ≤ γnλn(V ), Hn(E) ≤ γnλn(V ), Hn(E) ≤ γnλn(E),

d'où le résultat.

Lemme 4. Soient E ⊂ X et 0 < s < t. Alors

1. Hs(E) < +∞ ⇒ H t(E) = 0,

2. H t(E) > 0 ⇒ Hs(E) = +∞.

Démonstration. 1. On a, par dé�nition,H t
ε(E) ≤ εt−sHs

ε (E) ≤ εt−sHs(E).

2. C'est la contraposée de 1).

Dé�nition 5. Ce Lemme montre que , pour E ⊂ X, il existe une valeur
critique s0 > 0 telle que

Hs(E) = 0 si s > s0 et hs(E) = +∞ si s < s0.

Soit

s0 := inf{s > 0 ; Hs(E) = 0} = sup{s > 0 ; Hs(E) = +∞}.

s0 s'appelle la dimension de Hausdor� de E et on la note dimH(E).
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5 Propriétés

Proposition 6. On a

1.
E ⊂ F ⇒ dimH(E) ≤ dimH(F ),

2.

dimH

(
∞⋃
n=1

En

)
= sup

n≥1
dimH(En).

En particulier, si E est dénombrable, alors dimH(E) = 0.

3. Si E ⊂ X, f : E → Y α-höldérienne, alors

dimH(f(E)) ≤ 1

α
dimH(E).

4. Si E ⊂ Rn, on a dimH(E) ≤ n avec égalité si et seulement si E̊ 6= ∅.

Démonstration. 1. Evident.

2. On peut supposer
∑

n dimH(En) = s0 <∞. Si t > 0, le Lemme 4 et la
Proposition 5 montrent que H t

(⋃
n≥1En

)
≤
∑

n≥1H
t(En) = 0, d'où

dimH

(⋃
n≥1En

)
≤ s0. De plus, un singeton E = {a} est de dimension

de Hausdor� nulle car on a ∀s, ε, ρ > 0, avec ρ ≤ ε
2
, E ⊂ B(a, ρ) = B,

avec diam(B) ≤ ε, d'où

Hs
ε (E) ≤ (2ρ)s, Hs

ε (E) = 0 ⇒ Hs(E) = 0.

3. Soient F := f(E), s > s0 = dimH(E), ε, ρ, δ > 0 ; 2Cδα = ε. Il existe
un recouvrement de E par des boules Bi telles que

∞∑
i=1

(diam(Bi)
s ≤ ρ, diam(Bi) ≤ δ

et chaque Bi coupe E en un point xi (on peut éliminer les boules ne
rencontrant pas E). Alors

E ⊂
∞⋃
i=1

B(xi, diamBi) ⇒ F ⊂
∞⋃
i=1

B(f(xi), C(diamBi)
α) =:

∞⋃
i=1

B′i,
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avec diamB′i ≤ 2C(diamBi)
α ≤ 2Cδα = ε. Posant t := s

α
, on a

H t
ε(F ) ≤

∑
i

(diamB′i)
t ≤ (2C)t

∑
i

(diamBi)
αt

= (2C)t
∑
i

(diamBi)
s ≤ (2C)tρ.

En faisant tendre successivement ρ et ε vers 0, on obtient H t
ε(F ) =

0, H t(F ) = 0, d'où dimH(F ) ≤ t = s
α
, ∀s > s0 et dimH(F ) ≤ s0

α
.

4. Rn est union dénombrable de parties bornées ; une partie bornée E est
contenue dans un borélien F de volume �ni, donc Hn(E) ≤ Hn(F ) =
γnλn(F ) <∞, d'après le Théorème 4, et dimH(F ) ≤ n.
Donc dimH(Rn) ≤ n avec 2.. Si E ⊂ Rn, la monotomie montre que
dimH(E) ≤ n, et si E̊ 6= ∅, E̊ contient une boule F de volume stric-
tement positif, d'où Hn(E) ≥ Hn(F ) = γnλn(F ) > 0. Par suite,
dimH(E) ≥ n, ie dimH(E) = n.

Proposition 7. On a

∀E ⊂ X, dimH(E) ≤ dimB(E).

Démonstration. On peut supposer α = dimB(E) <∞. Soit β > α. On peut
choisir des ε > 0 arbitrairement petis tels que

logNE(ε)

log 1/ε
≤ β.

Soit p = NE(ε) ≤ 1
εβ
. Pour de tels ε, on a E ⊂

⋃p
i=1B(xi, ε), d'où H

β
2ε(E) ≤

p(2ε)β ≤ 2β, donc Hβ(E) ≤ 2β et dimH(E) ≤ β, puis, en faisant tendre β
vers α, dimH(E) ≤ α.

Remarque 7. 1. On voit qu'il est plus facile de majorer dimH que de la
minorer.

2. (a) Le nombre de packing sert à minorer dimB,

(b) La mesure de Frostman sert à minorer dimH .
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Dé�nition 6. Soit A ∈ B(Rn) et soit s > 0. Une mesure de probabilité µ
portée par A (ie telle que µ(A) = 1) est une mesure de Frostman pour A et
s si

∃C > 0 ; ∀B ⊂ Rn boule fermée, µ(B) ≤ C(diamB)s.

On parle aussi de (A, s)-mesure de Frostman.

Lemme 5. Si A ∈ B(Rn) porte une (A, s)-mesure de Frostman, on a

dimH(A) ≤ s.

Démonstration. Si A ⊂
⋃∞
i=1Bi, avec diamBi ≤ ε, et Bi est une boule fermée,

on a

1 = µ(A) ≤
∞∑
i=1

µ(Bi) ≤ C
∞∑
i=1

(diamBi)
s.

D'où

Hs
ε (A) ≥ 1

C
, Hs(A) ≥ 1

C
, dimH(A) ≥ s.

6 Exemples

6.1 Ensemble de Cantor

Soit K = K(r), 0 < r < 1
2
le compact du 3.1. On va montrer que

dimH(K) =
log 2

log 1/r
.

On peut, comme dans l'Introduction, coder K à partir du Cantor abstrait
A = {0, 1}N par

ϕ : A → K
X 7→ (1− r)

∑∞
j=1 xjr

j, xj = 0, 1
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Soit σ la probabilité uniforme sur {0, 1} (ie σ({0}) = σ({1}) = 1
2
), et soit τ

la probabilité sur A dé�nie comme étant le produit tensoriel in�nie de σ :

τ :=
∞⊗
n=0

σ.

Par dé�nition, si B0, . . . , Bn ∈ P({0, 1}) et si B0× · · · ×Bn = {x ∈ A ; xj ∈
Bj}, on a

τ(B0 × · · · ×Bn) = σ(B0) · · ·σ(Bn).

Soit ensuite µ := ϕ∗τ la mesure image de τ par ϕ (ie µ(B) = τ(ϕ−1(B)), ∀B ∈
B(R)). µ est bien dé�nie car ϕ est continue donc borélienne, c'est une mesure

de probabilité portée parK et on va voir que c'est une
(
K, s = log 2

log 1/r

)
-mesure

de Frostman.
Soient pour cela une boule fermée B, de diamètre 0 < d < 1 − 2r et n ≥ 0
tel que rn−1(1 − 2r) ≤ d < rn(1 − 2r). Fixons x = (xj) ∈ ϕ−1(B). Si
x′ = (x′j) ∈ ϕ−1(B), on a x′j = xj, j ≤ n. En e�et, on a vu en 3.1 que, si
k est le plus petit entier tel que xk 6= x′k, on a |ϕ(x) − ϕ(x′)| ≥ rk(1 − 2r).
D'autre part, |ϕ(x) − ϕ(x′)| ≤ diamB = d < rn(1 − 2r), d'où rk < rn et
k > n. D'où ϕ−1(B) ⊂ B0 × · · ·Bn, où Bj = {xj}. Par suite,

µ(B) = τ(ϕ−1(b)) ≤ τ(B0 × · · · ×Bn) = σ(B0) · · · σ(Bn) =
1

2n+1
.

Or,
(
1
r

)n+1 ≥ 1−2r
d

, donc n+ 1 ≥ log 1−2r
d

log 1/r
et

µ(B) ≤ exp

(
(n+ 1) log

1

2

)
≤ exp

(
log 1/2

log 1/r
log

1− 2r

d

)
=

(
d

1− 2r

)s
.

Si B est de diamètre d ≥ 1− 2r, on a

µ(B)

(diamB)s)
≤ 1

(1− 2r)s
.

On a donc toujours

µ(B) ≤ C(diamB)s, C = (1− 2r)−s

et le Lemme de Frostman montre que

dimH(K) ≥ s =
log 2

log 1/r
.
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La majoration est immédiate d'parès 3.1 et la Proposition 7 :

dimH(K) ≤ dimB(K) =
log 2

log 1/r
.

6.2 Compacts auto-similaires

Soient S1, . . . , Sn des similitudes contractantes de RN comme dans 3.4, s
la dimension d'auto-similarité donnée par

∑n
i=1 r

s
i = 1 et K le compact �xe

de (S1, . . . , Sn).

Dé�nition 7. On dit que (S1, . . . , Sn) véri�e la condition de Moran s'il existe
un ouvert borné non vide O tel que

∀1 ≤ i ≤ n, Si(O) ⊂ O et ∀i 6= j, Si(O) ∩ Sj(O) = ∅.

Théorème 5. On a

1.
dimH(K) ≤ s,

2. Si (S1, . . . , Sn) véri�e la condition de Moran, alors

dimH(K) = dimB(K) = s;

Démonstration. 1. Le Théorème 3 et la Proposition 7 montrant que

dimH(K) ≤ dimB(K) ≤ s.

2. On reprend les notations de 3.4, en particulier, on pose ρi = rsi et, si
α = 〈i1, . . . , ip〉 est un mot sur E et A ⊂ RN , on pose Sα = Si1 ◦ · · ·Sip
et Aα = Sα(A), ainsi que T (A) = S1(A)∪· · ·∪SN(A). On va construire
une mesure de Frostman :
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Soit σ la probabilité sur E dé�nie par σ({i}) = ρi, 1 ≤ i ≤ n (ou
encore σ =

∑
i ρiδi). Soit τ la probabilité sur F = EN

∗
dé�nie par

τ :=
⊗
n∈N∗

σ

et soit µ = h ∗ τ la mesure image de τ par l'application h de la Propo-
sition 4-1). Montrons que µ est une (K, s)-mesure de Frostman.

(a) Si A ⊂ RN est un compact tel que T (A) ⊂ A, alors K ⊂ A (en
particulier Kα ⊂ Oα, ∀α mot sur E).
Soit en e�et Aj = T j(A) ⊂ A. Le théorème sur l'existence et l'uni-
cité des compacts �xes (cf. Annexe) entraîne que Aj → K pour
le distance de Hausdor� ; pour ε > 0, on peut trouver j tel que
K ⊂ (Aj)ε (où (Aj)ε = {x ; d(x,Aj) ≤ ε}), ε étant arbitrairement
petit, on a bien K ⊂ A.
On applique cela à A = O, où O est un ouvert comme dans la
condiion de Moran : O est compact car fermé borné, et Si(O) ⊂
Si(O) ⊂ O, donc T (O) ⊂ O. D'après ce qu'on vient de voir, on a
K ⊂ O, puis Kα = Sα(K) ⊂ Sα(O) ⊂ Sα(O) = Oα.

(b) Soient ensuite r > 0 et I = I(r) l'ensemble des mots minimaux
α = 〈i1, . . . , ip〉 tels que rα = ri1 · · · rip ≤ r. Alors les (Oα)α∈I sont
deux à deux disjoints.
Soient en e�et α = 〈i1, . . . , ip〉 et β = 〈j1, . . . , jq〉 ∈ I, α 6= β et,
par exemple, p ≤ q.

i. Si p = q, soit k+1 ≤ p le plus petit indice tel que ik+1 6= jk+1,
alors Oα ∩ Oβ ⊂ Si1 ◦ · · · ◦ Sik(Sik+1

(O) ∩ Sjk+1
(O)) = Si1 ◦

· · · ◦ Sik(∅) = ∅.
ii. Si p > q, on ne peut avoir 〈i1, . . . , ip〉 = 〈j1, . . . , jp〉 puisque

par dé�nition, ri1 · · · rip ≤ r et rj1 · · · rjp > r, il existe donc
un premier indice k + 1 ≤ p tel que ik+1 6= jk+1 et on peut
raisonner comme dans le premier cas.

(c) Soient maintenant B := B(a, r), J := {α ∈ I = I(r) ; Oα ∩
B 6= ∅} et pour α = 〈i1, . . . , ip〉, on désigne par Fα le cylindre
de F constitué des x = (i1(x), . . . , ip(x), . . . ) tels que i1(x) =
i1, . . . , ip(x) = ip. Alors |J | ≤ pN où pN ne dépend pes de r, et
h−1(B) ⊂

⋃
α∈J Fα.
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En e�et, O est un ouvert borné non vide, on peut donc trouver
0 < C1 < C2 et B1, B2 des boules fermées telles que diamBi =
Ci, i = 1, 2 et B1 ⊂ O ⊂ B2. Les (Oα)α∈J sont donc de diamètre
≤ rαC2 ≤ rC2, et Oα coupe B, donc est inclus dans B(a, r+rC2) ;
en prenant les volumes dans l'inclusion disjointe suivante (étape
(b)),

⊔
α∈J Oα ⊂ B(a, r + rC2), on obtient∑

α∈J

λN(Oα) ≤ rN(1 + C2)
NVN (∗).

D'autre part, Oα contient une boule de diamètre rαC1 ≥ rr1C1

(car α est minimal), donc λN(Oα) ≥
(
rr1C1

2

)N
et en reportant

dans (∗), on voit que
(
rr1C1

2

)N
VN |J | ≤ rN(1 + C2)

NVN , les rN et
VN se simpli�ent et on obtient

|J | ≤
(

2 + 2C2

r1C1

)N
=: pN .

Soient maintenant x ∈ h−1(B) et α = 〈i1, . . . , ip〉 tels que x com-
mence par le mot α : i1(x) = i1, . . . , ip(x) = ip. Comme on l'a
vu dans la partie I, h(x) ∈ Kα et h(x) ∈ B par hypothèse, donc
h(x) ∈ Kα ∩B ⊂ Oα ∩B, d'après la première étape. Ceci montre
que α ∈ J , or, x ∈ Fα par dé�nition, d'où l'inclusion annoncée.

Ainsi, la τ -mesure du cylindre Fα, α ∈ J est par dé�nition ρi1 · · · ρip =
ρα = rsα ≤ rs, d'où

µ(B) = τ(h−1(B)) ≤
∑
α∈J

τ(Fα) ≤
∑
α∈J

rs = rs|J | ≤ pNr
s ≤ pN(diamB)s.

On a donc montré que µ est une (K, s)-mesure de Frostman et le Lemme
de Frostman (Lemme 5) montre que dimH(K) ≥ s, soit dimH(K) = s,
d'après 1.. Le Théorème 3 et la Proposition 7 impliquent alors que

s = dimH(K) ≤ dimB(K) ≤ dimB(K) ≤ s,

donc s = dimB(K), d'où le résultat.
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6.3 Fanion de Sierpinski

Soit OAB un triangle équilatéral de côté 1 du plan euclidien, f1,2,3 les
homothéties de centres respectifs O,A,B, de rapport 1

2
et T : A → A,

A 7→ f1(A) ∪ f2(A) ∪ f3(A), où A est l'ensemble des compacts non vides de
R2.
On a facilement que

OAB = {M ∈ R2 ;
−−→
OM = u

−→
OA+ v

−−→
OB, u, v ≥ 0, u+ v ≤ 1}.

On pose alors M := (u, v).
Montrons que le compact �xe K de T est l'ensemble desM = (u, v) de OAB
tels que

u =
∞∑
j=1

uj2
−j, v =

∞∑
j=1

vj2
−j, uj, vj ∈ {0, 1}, ujvj = 0, ∀j.

En e�et, soient L := {0, 1}N∗ et L0 := {(ω, ω′) ∈ L2 ; ωjω
′
j = 0, ∀j}. L0

est compact car fermé borné dans L2 et K0 est l'image continue de L0 par
l'application (ω, ω′) 7→ (

∑
ωj2

−j,
∑
ω′j2

−j), K0 est donc un compact de R2

et il nous faut montrer que T (K0) = K0.
Si M = (u, v), on a

f1(M) =
(u

2
,
v

2

)
, f2(M) =

(
u+ 1

2
,
v

2

)
, f3(M) =

(
u

2
,
v + 1

2

)
.

Ces formules montrent que fi(M) ∈ K0, ∀M ∈ K0, donc T (K0) ⊂ K0. On
voit aussi que

f−11 (M) = (2u, 2v), f−12 (M) = (2u− 1, 2v), f−13 (M) = (2u, 2v − 1).

Supposons maintenant M = (u, v) ∈ K0 et distinguons trois cas :

1. u1 = v1 = 0 ⇒ f−11 (M) ∈ K0 etM ∈ f1(K0),

2. u1 = 1, v1 = 0 ⇒ f−12 (M) ∈ K0 etM ∈ f2(K0),

3. u1 = 0, v1 = 1 ⇒ f−13 (M) ∈ K0 etM ∈ f3(K0),

Donc M ∈ T (K0) ⇒ K0 ⊂ T (K0) ⇒ K0 = T (K0). Donc K0 = K.
La condition de Moran est alors satisfaite avec ω l'intérieur de OAB.
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En e�et, si B1, O1, A1 sont les milieux de OA, AB, BO respectivement,
f1(ω), f2(ω), f3(ω) sont respectivement les intérieurs deOB1A1, B1AO1, O1BA1,
et ces intérieurs sont disjoints.
La dimension d'auto-similarité est donnée par 3 · 2−s = 1, donc

dimH(K) = dimB(K) =
log 3

log 2
.

Montrons que K est connexe. On sait que

K =
{
M ;

−−→
OM = u

−→
OA+ v

−−→
OB, u =

∑
uj2
−j, v =

∑
vj2
−j, uj, vj ∈ {0, 1}, ujvj = 0

}
.

Soit

Kn :=

{
M = (u, v) ∈ K ; u =

n∑
j=1

uj2
−j, v =

n∑
j=1

vj2
−j

}
.

Si K0 = {O,A,B}, on voit par récurrence que Kn = T n(K0), donc Kn+1 =
T (Kn) s'obtient en ajoutant à Kn les milieux des segments de longueur 2−n

joignant deux points de Kn, d'où

∀x ∈ Kn, ∃x1, . . . , xr ∈ Kn ; x1 = x, xr = O et [xi, xi+1] segment de longueur 2−n

(8)
On procède par récurrence sur n, le résultat étant clair pour n = 0. S'il est
vrai pour n, soit x ∈ Kn+1. On distinguera deux cas :

1. x ∈ Kn. Soient x1, . . . , xr comme dans (8), et yi le milieu de [xi, xi+1].
La chaîne x1, y1, x2, y2, . . . , xr−1, yr, xr est une chaîne deKn+1 qui véri�e
(8) à l'étape n+ 1.

2. x ∈ Kn+1 \ Kn. Alors x est le milieu de [u, v], u, v ∈ Kn. Comme on
l'a vu précédemment, d'après le premier cas, on peut joindre u à O par
une chaîne adéquate u, z2, . . . , zt, et la chaîne x, u, z2, . . . , zt répond à
la question.

Par ailleurs, la distance de Hausdor� de Kn(= T n(K0)) à K tend vers zéro
d'après le théorème sur les compacts �xes de l'Annexe. Il résulte alors de (8)
que K est bien enchaîné. K étant de plus compact, il est bien connexe.
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Troisième partie

Dimension topologique

7 Dé�nitions

Dé�nition 8. On dit d'un espace topologique (X, T ) est normal si pour tous
fermés F,G de X disjoints, il existe deux ouverts U, V de X disjoints et tels
que F ⊂ U, G ⊂ V .

Lemme 6. Si F1, . . . , Fn sont des fermés d'un espace normal X tels que⋂n
i=1 Fj = ∅, alors il existe des ouverts U1, . . . , Un de X tels que

⋂n
i=1 Ui = ∅

et ∀1 ≤ i ≤ n, Fi ⊂ Ui.

Démonstration. En reprenant les notations de l'énoncé, F1 ⊂ (F2∩· · ·∩Fn)c,
donc il existe A1 ∈ T tel que

F1 ⊂ A1 ⊂ A1 ⊂ (F2 ∩ · · · ∩ Fn)c.

En e�et, F1 et F2 ∩ · · · ∩ Fn sont des fermés disjoints, il existe donc V1, V2
deux ouverts de X tels que F1 ⊂ V1 et F2 ∩ · · · ∩ Fn ⊂ V2, et V1 ∩ V2 = ∅,
donc V1 ⊂ (F2 ∩ · · · ∩ Fn)c et A1 := V1 répond à la question. On a encore
A1 ∩ F2 ∩ · · · ∩ F2 = ∅. On reproduit le processus pour (A1, F2, . . . , Fn) :
il existe donc A2 ∈ T tel que F2 ⊂ A2 et on recommence le processus
pour (A1, A2, F3, . . . , Fn). De proche en proche, on remplace Fi par Ai et
les A1, . . . , An conviennent.

Remarque 8. Notons que tout espace métrique compact est normal.
En e�et, si F,G sont des fermés de X, comme X est compact, F et G le sont
aussi. On a alors

∃(x0, y0) ∈ F ×G ; δ := inf
(x,y)∈F×G

d(x, y) = d(x0, y0) = min
(x,y)∈F×G

d(x, y).
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Par l'absurde, si δ = 0, alors x0 = y0 ∈ F ∩G = ∅, ce qui est absurde. Ainsi,
δ > 0 et en posant

U :=
⋃
x∈F

B

(
x,
δ

3

)
et V :=

⋃
y∈G

B

(
y,
δ

3

)
on obtient

F ⊂ U, G ⊂ V et U ∩ V = ∅.

Dé�nition 9. Un espace topologique compact métrisable (X, d) est dit de
dimension topologique inférieure ou égale à n ∈ N et on note dim(X) ≤ n si,
pour tout r > 0, X admet un recouvrement ouvert �ni (Ui)1≤i≤k tel que

diamUi ≤ r, ∀1 ≤ i ≤ k et tout x ∈ X est dans au plus n+ 1 des Ui.

En abrégé, on parle de recouvrement d'ordre ≤ n et de pas < r, ou encore
de (n, r)-recouvrement.
On dit de plus que X est de dimension n s'il est de dimension ≤ n et pas de
dimension ≤ n− 1. Autrement dit

dim(X) = n ⇔ dim(X) ≤ n et dim(X) � n− 1.

Proposition 8. Soient (X, d) un espace métrique compact et n ∈ N. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. dim(X) ≤ n,

2. Pour tout recouvrement ouvert (U1, . . . , Uk) de X, il existe un recouvre-
ment ouvert (V1, . . . , Vk) de X, d'ordre ≤ n, ra�nant (U1, . . . , Uk) (ie
∀j, Vj ⊂ Uj),

3. Pour tout recouvrement ouvert (U1, . . . , Un+2) de X, il existe un recou-
vrement fermé (F1, . . . , Fn+2) de X, ra�nant (U1, . . . , Un+2) et tel que⋂n+2
j=1 Fj = ∅.
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Démonstration. 1. ⇒ 2. Soient U1, . . . , Uk un recouvrement ouvert de X,
r > 0, un nombre de Lebesgue associé (∀a ∈ X, ∃1 ≤ i ≤ k ; B(a, r) ⊂ Ui),
(Wα)α∈A un recouvrement ouvert �ni de X, d'ordre ≤ n, avec diamWα ≤ r.
Chaque Wα est inclus dans un Ui au moins car si a ∈ Wα et B(a, r) ⊂ Ui, on
a Wα ⊂ B(a, r) ⊂ Ui. Soient

i(α) := min{1 ≤ i ≤ k ; Wα ⊂ Ui}

et
Vi :=

⋃
i(α)=i

Wα.

Alors, (V1, . . . , Vk) répond à la question. En e�et, si I ⊂ {1, . . . , k} et |I| =
n+ 2, on a⋂

i∈I

Vi =
⋃
{Wα1 ∩ · · · ∩Wαn+2 ; {i(α1), . . . , i(αn+2)} = I} =

⋃
∅ = ∅,

puisque de tels α1, . . . , αn+2 sont nécessairement distincts.
2. ⇒ 3. Soit V1, . . . , Vn+2 un recouvrement ouvert d'ordre ≤ n ra�nant
(U1, . . . , Un+2). Alors

⋂n+2
j=1 V

c
j = ∅. D'après le Lemme précédent, il existe

donc des ouverts ωj tels que V c
j ⊂ ωj et

⋂n+2
j=1 ωj = ∅. Les fermés Fj :=

ωcj répondent à la question : en e�et, Fj ⊂ Vj, et
⋃n+2
j=1 Fj = X, puisque⋂n+2

j=1 ωj = ∅ et en�n
⋂n+2
j=1 Fj ⊂

⋂n+2
j=1 Vj = ∅ puisque (V1, . . . , Vn+2) est

d'ordre ≤ n.
3. ⇒ 2. Soit (U1, . . . , Uk) un recouvrement ouvert de X. Si k ≤ n + 1, ce
recouvrement est déjà d'ordre ≤ n. Supposons donc k ≥ n+ 2 et posons

X1 := U1, . . . ,Wn+1 := Un+1,Wn+2 :=
⋃

n+2≤i≤k

Ui.

Par hypothèse, il existe des fermés F1, . . . , Fn+2 recouvrant X avec Fj ⊂ Wj

et
⋂n+2
j=1 Fj = ∅, on peut donc choisir des ouverts ωj tels que Fj ⊂ ωj et⋂n+2

j=1 ωj = ∅, d'après le Lemme précédent. Posons

Bi := ωi, ∀1 ≤ i ≤ n+ 1, Bi := ωn+2 ∩ Ui, ∀n+ 2 ≤ i ≤ k,

alors (B1, . . . , Bk) est un recouvrement ouvert de X, car

B1 ∪ · · ·Bk ⊃ F1 ∪ · · · ∪ Fn+1 ∪ ωn+2 ∩Wn+2 ⊃ F1 ∪ · · ·Fn+1 ∪ Fn+2 = X.
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Ce recouvrement ra�ne évidemment (U1, . . . , Uk) et de plus,
⋂n+2
i=1 Bi = ∅

car
⋂
Bi ⊂

⋂
ωj.

Ecrivons les parties à n+2 éléments de {1, . . . , k} comme une suite I1, . . . , Il.
Soit r < l et supposons construit un recouvrement ouvert (B1, . . . , Bk) de X,
Bj ⊂ Uj, ∀j, et

⋂
i∈Iu Bi = ∅ pour 1 ≤ u ≤ r. Si l'on répète la construction

précédente avec Ir+1 au lieu de {1, . . . , n + 2}, on obtient un recouvrement
ouvert (C1, . . . , Ck), Cj ⊂ Bj ⊂ Uj, ∀j et

⋂
i∈Ir+1

Ci = ∅, on a donc
⋂
Iu
Ci =

∅, 1 ≤ u ≤ r + 1 et par récurrence, on construit un recouvrement ouvert
(V1, . . . , Vk), Vj ⊂ Uj, ∀j et

⋂
Iu
Vi = ∅, 1 ≤ u ≤ l, (V1, . . . , Vk) répond donc

à la question.
2. ⇒ 1. C'est évident.

8 Comparaison avec la dimension de Hausdor�

Théorème 6. Pour tout espace métrique compact X, on a

dim(X) ≤ dimH(X).

Démonstration. Soitn ∈ N tel que n ≤ dim(X). D'après la contraposée de
la Proposition 8, on peut trouver des ouverts U1, . . . , Un+1 recouvrant X tels
que pour tout recouvrement fermé (F1, . . . , Fn+1) ra�nant (U1, . . . , Un+1), on
ait
⋂n+1
j=1 Fj = ∅. Posons

di := dUci , d = d1 + · · ·+ dn+1, ϕ :=

(
d1
d
, dotsc,

dn+1

d

)
.

La fonction d ≥ 0 est continue et ne s'annule pas, donc reste supérieure à
une constante a > 0, chaque di

d
est lipschitzienne car :∣∣∣∣di(x)

d(x)
− di(y)

d(y)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(di(x)− di(y))d(y) + di(y)(d(y)− d(x))

d(x)d(y)

∣∣∣∣
≤ |di(x)− di(y)|

d(x)
+
|d(y)− d(x)|

d(x)
≤ d(x, y)

a
+

(n+ 1)d(x, y)

a
=
n+ 2

a
d(x, y).
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De plus, l'application ϕ : X → Rn+1 euclidien est donc lipschitzienne et il
résulte de la Proposition 6-3) que :

dimH(ϕ(X)) ≤ dimH(X).

On va maintenant montrer que ϕ(X) contient une partie T isométrique à un
ouvert de Rn, d'après les Propositions 6 et 8, il en résultera :

dimH(X) ≥ dimH(ϕ(X)) ≥ dimH(T ) = n.

Le théorème 6 s'ensuivra, puisque n est un entier arbitraire ≤ dim(X) (si
dim(X) < ∞, on fait n = dim(X), si dim(X) = ∞, on trouve dimH(X) =
dim(X) =∞).
On prend pour cela

T :=

{
t = (t1, . . . , tn+1) ∈ Rn+1 ; ti > 0, ∀1 ≤ i ≤ n+ 1 et

n+1∑
i=1

ti = 1

}

le simplexe unité ouvert de Rn+1, qui est isométrique à l'intérieur de l'enve-
loppe convexe de n+ 1 points a�nement libres de Rn et on va voir que

T ⊂ ϕ(X) (9)

Soient en e�et t = (t1, . . . , tn+1) ∈ T et Fi :=
{
x ; di(x)

d(x)
≥ ti

}
, 1 ≤ i ≤ n+1.

On a Fi ⊂ Ui car si x ∈ Fi, on a di(x) > 0 et x /∈ U c
i . Si maintenant x ∈ X,

on a
n+1∑
i=1

(
di(x)

d(x)
− ti

)
= 1− 1 = 0,

x appartient donc à l'un des des Fi et ceux-ci, fermés, recouvrent X, par
conséquent,

⋂n+1
i=1 Fi contient au moins un point x0. On a

di(x0)

d(x0)
− ti ≥ 0, ∀1 ≤ i ≤ n+ 1 et

n+1∑
i=1

(
di(x0)

d(x0)
− ti

)
= 0,

donc
di(x0)

d(x0)
= ti, ∀1 ≤ i ≤ n et t = ϕ(x0).

Ceci prouve (9) et achève la démonstration.
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Remarque 9. On peut montrer que

dim(X) = inf
Y'X

dimH(Y ).

Dé�nition 10. (B. Mandelbrojt)
On appelle objet fractal (ou simplement fractale), tout espace métrique com-
pact X tel que

dim(X) < dimH(X).

Remarque 10. Cette dé�nition ne satisfait pas tous les experts en la ma-
tière car elle laisse passer des exemples d'objets que l'on a envie d'appeler
"fractales". On s'y tiendra cependant ici...

9 Exemples

9.1 Ensemble de Cantor

L'ensemble de Cantor X de rapport de dissection r < 1
2
est une fractale.

En e�et, dim(X) = 0 car X est totalement discontinu (voir Annexe) et on a
vu que

dimH(X) =
log 2

log 1/r
> 0.

De plus, il est facile de véri�er la remarque 9 sur cet exemple : soient 0 < s < 1
2

et Ys l'ensemble de Cantor de rapport s. On a Ys ' X car tous les Cantors
sont homéomorphes au Cantor abstrait {0, 1}N, et

inf
s>0

dimH(Ys) = lim
s→0

dimH(Ys) = lim
s→0

log 2

log 1/s
= 0 = dim(X).
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9.2 Fanion de Sierpinski

Le fanion de Sierpinski X est un objet fractal. En e�et, on a

dim(X) ≤ dimH(X) =
log 3

log 2
< 2,

donc dim(X) = 0, 1 et dimH(X) = log 3
log 2

> 1 = dim(X) carX est connexe.

9.3 Eponge de Menger

L'éponge de Menger X est un objet fractal.
Considérons un cube Q dans R3, il a 8 sommets, 12 arêtes et il est réunion
de 33 = 27 cubes homothétiques de Q dans le rapport 1

3
. Supprimons le

cube central ainsi que les six cubes centrés sur les faces et recommençons...
Autrement dit, considérons les vingt homothéties de rapport 1

3
centrées aux

sommets de Q et aux milieux des arêtes de Q, et soit X le compact �xe
associé. La condition de Moran est satisfaite avec O l'intérieur de Q, donc la
dimension de Hausdor� s de X est donnée par 20 · 3−1 = 1, soit

dimH(X) = s =
log 20

log 3
≈ 2.727 . . . .

On a donc nécessairement dim(X) < dimH(X), puisque dim(X) ∈ N, et X
est fractal.

10 Application : non homéomorphismes

Lemme 7. Soit X un espace métrique compact. On a

1. Si Y ' X, alors dim(Y ) = dim(X),

2. Si Y est un fermé de X, alors dim(Y ) ≤ dim(X).
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Démonstration. 1. Soient f : X → Y un homéomorphisme, n ≥ dim(X)
et (U1, . . . , Un+2) un recouvrement ouvert de Y . Alors, on a que
(f−1(U1), . . . , f

−1(Un+2)) est un recouvrement ouvert de X et il existe
un recouvrement fermé F1, . . . , Fn+2 de X tel que Fj ⊂ f−1(Uj), ∀j
et
⋂n+2
j=1 Fj = ∅. Soit Kj := f(Fj) fermé car compact, on a Kj ⊂

Uj, ∀j,
⋃n+2
j=1 Kj = f

(⋃n+2
j=1 Fj

)
= f(X) = Y et f étant injective,⋂n+2

j=1 Kj = f
(⋂n+2

j=1 Fj

)
= f(∅) = ∅. La proposition 8 montre que

dim(Y ) ≤ n. Si donc dim(X) < ∞, on fait n = dim(X) et on trouve
dim(Y ) ≤ dim(X). Si dim(X) = ∞, on a aussi dim(Y ) = ∞. D'après
le raisonnement précédent appliqué à f−1, le 1. en découle.

2. Se démontre de même.

Théorème 7. Soient p 6= q ∈ N∗. Alors
1.

[0, 1]p � [0, 1]q,

2.
Rp � Rq.

Démonstration. 1. RN peut être recouvert par des ouverts de diamètre
arbitrairement petit, se coupant au plus N + 1 à N + 1. Posons

J := {]n, n+ 1[, n ∈ Z} et K := {{n}, n ∈ Z}.

Pour M ∈ {0, 1, . . . , N} �xé, désignons par CM la classe des parties C
de RN de la forme C = A1 × · · · × AN où exactement M des Ai sont
dans J , et N −M des Ai sont dans K. On munit RN de la norme l∞

et �xons M dans un premier temps. Alors on a

Si C = A1 × · · · × AN ∈ CM , et si x ∈ C, il existe B(x, ε(x)),

ε(x) <
1

2
tel que ∀D ∈ CM , D ∩B(x, ε(x)) 6= ∅ ⇔ D = C. (10)

Sans perte de généralité, on peut supposer Ai =]ni, ni+1[, ∀1 ≤ i ≤M
et Ai = {ni}, ∀M + 1 ≤ i ≤ N . Comme x = (x1, . . . , xN) ∈ C, on a
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ni < xi < ni + 1, 1 ≤ i ≤M et xi = ni, M + 1 ≤ i ≤ N .
Il existe donc 0 < ε(x) < 1

2
tel que

ni < xi − ε(x) < xi + ε(x) < ni + 1, ∀1 ≤ i ≤M.

Si y = (y1, . . . , yN) ∈ D, avec D ∈ CM , et si ||y−x||∞ < ε(x), on a ni <
yi < ni + 1, 1 ≤ i ≤ M . Comme y a exactement N −M coordonnées
entières, on a yi ∈ Z, i > M , et l'inégalité |yi − xi| ≤ ε(x) < 1

2
force

yi = xi = ni, i > M . Cela montre que C = D et prouve (10).
Soit ensuite

U(C) :=
⋃
x∈C

B

(
x,
ε(x)

2

)
.

Alors

Les ouverts (U(C))C∈CM sont deux à deux disjoints à M �xé. (11)

Soient en e�et C,D ∈ CM , si U(C)∩U(D) 6= ∅, il existe x ∈ C, y ∈ D
tels que B

(
x, ε(x)

2

)
∩ B

(
y, ε(y)

2

)
6= ∅ et on peut supposer ε(y) ≤ ε(x).

Alors ||y − x||∞ < ε(x)
2

+ ε(y)
2
≤ ε(x) ⇒ y ∈ B(x, ε(x)) ∩D. D'après

(10), cela implique que C = D et prouve (11).
De plus, diam(U(C)) ≤ 2 pour C ∈ CM , car si u, v ∈ U(C), il existe
x, y ∈ C tels que ||u− x||∞ < ε(x)

2
≤ 1

2
, ||v − y||∞ < ε(y)

2
≤ 1

2
, d'où

||v − u||∞ ≤ ||u− x||∞ + ||x− y||∞ + ||y − v||∞ ≤
1

2
+ 1 +

1

2
= 2.

Soit OM := {U(C), C ∈ CM}, et soit A :=
⋃N
M=0OM . Les ouverts de

A sont de diamètre ≤ 2, chaque point de RN appartient à au plus un
ouvert de OM , donc à au plus N+1 ouverts de A et A recouvre RN car
si x ∈ RN a exactement N −M coordonnées entières avec 0 ≤M ≤ N ,
il existe C ∈ CM tel que x ∈ C et x ∈ U(C) avec U(C) ∈ A.
Par homothétie sur A, on obtient des recouvrements ouverts de RN ,
d'ordre ≤ N et de diamètre arbitrairement petit.

2. Supposons que h : Rp → Rq soit un homéomorphisme. Soit C :=
[0, 1]p, h(C) ' C et le Lemme 7 montre donc que

dim(h(C)) = dim(C) ⇒ dim(h(C)) = p.
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D'autre part, h(C) est un compact de Rq donc est inclus dans un cube
compact K ⊂ Rq. Le Lemme 7 de nouveau montre que

dim(h(C)) ≤ dim(K) ⇒ p ≤ q.

Utilisant h−1, on a de même que q ≤ p, d'où p = q, ce qui termine la
preuve.

Corollaire 2. On a

1.
[0, 1]p ' [0, 1]q ⇔ p = q,

2.
Rp ' Rq ⇔ p = q,

3. R et C ne sont pas homéomorphes.
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Annexe

A Nullité de la dimension topologique d'un es-

pace métrique compact totalement discon-

tinu

Théorème 8. Tout espace métrique compact totalement discontinu est de
dimension topologique nulle.
En particulier, l'ensemble de Cantor est de dimension nulle.

Démonstration. Soit (X, d) un espace topologique compact métrisable tota-
lement discontinu. On procède en plusieurs étapes :

1. X est compact, donc la composant connexe de a est l'intersection des
ouverts-fermés contenant a, X étant totalement discontinu, on en dé-
duit que {a} est l'intersection des ouverts-fermés non vides le contenant.

2. Soit a ∈ ω un ouvert. Il existe un voisinage ouvert-fermé V de a avec
V ⊂ ω.
Soit (Ai) la famille des ouvert-fermés contenant a, si la famille (Ai∩ωc)
a la propriété de l'intersection �nie, elle a une intersection non vide,
ce qui est absurde puisque

⋂
i(Ai ∩ ωc) = {a} ∩ ωc = ∅, on peut donc

choisir Ai1 , . . . , Aip tels que V :=
⋂p
j=1Aij ⊂ ω. Alors V répond à la

question.
3. Pour tout r > 0, X admet un recouvrement ouvert �ni (Ui) avec

diamUi < r et les Ui deux à deux disjoints.
En e�et, si x ∈ X, x possède un voisinage ouvert-fermé Vx ⊂ B

(
x, r

3

)
,

donc diamVx < r. Un nombre �ni de tels Vx, soit Vx1 , . . . Xxk recouvrent
X. Posons

Vi := Vxi , U1 := V1, Ui := Vi \ (V1 ∪ · · · ∪ Vi−1), ∀i ≥ 2.

Les Ui sont ouvert puisque les Vi sont ouverts-fermés, donc (U1, . . . , Uk)
répond à la question.

On en déduit immédiatement que dim(X) = 0.
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B Compact �xe et théorème de Picard

Soit (X, d) un espace métrique complet, Y := Cb(X,R) l'ensemble des
fonctions continues bornées X → R, || · || la norme sup sur Y :

∀f ∈ Y, ||f || := sup
x∈X
|f(x)|.

Alors (Y, || · ||) est un espace de Banach. Pour F ⊂ X un fermé, on note

dF : X → R
x 7→ dist(x, F )

où dist(x, F ) = infy∈F d(x, y). Soit encore A l'ensemble des compacts non
vides de X.

Proposition 9. 1. A,B ∈ A ⇒ dA − dB ∈ Y et la formule

h(A,B) := ||dA − dB||

dé�nit une distance sur A, appelée distance de Hausdor�.

2. Si Eε := {x ; dist(x,E) ≤ ε}, alors on a

h(A,B) = min{ε ≥ 0 ; A ⊂ Bε et B ⊂ Aε},

3. (A, h) est complet.

Démonstration. 1. Soit x ∈ X et choisissons b ∈ B tel que d(x,B) =
d(x, b) et ensuite a ∈ A tel que d(a, b) = d(b, A). On voit que

d(x,A)− d(x,B) = d(a,A)− d(x, b) ≤ d(x, a)− d(x, b)

≤ d(a, b) ≤ sup
y∈B

dA(y) =: ρ(B,A).

On a de même
d(x,B)− d(x,A) ≤ ρ(A,B),

d'où en posant
M := max(ρ(A,B), ρ(B,A)), (12)
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(M <∞ car A et B sont compacts),

||dA − dB|| = M. (13)

En e�et, les majorations précédentes entraînent ||dA − dB|| ≤ M .
D'autre part, ||dA − dB|| ≥ supa∈A |dA(a) − dB(a)| = ρ(A,B) et de
même, ||dA − dB|| ≥ ρ(B,A). h est donc bien dé�nie et c'est une mé-
trique sur A car

h(A,C) = ||dA − dC || ≤ ||dA − dB||+ ||dB − dC || ≤ h(A,B) + h(B,C).

Supposons en�n h(A,B) = 0, alors dA = dB et donc A = B car A =
d−1A (0) et B = d−1B (0).

2. Désignons par I l'ensemble {ε ≥ 0 ; A ⊂ Bε, B ⊂ Aε}. Par dé�nition,
on a A ⊂ BM et B ⊂ AM , où M est comme dans (12), donc M ∈ I
et inf I ≤ M . Réciproquement, si ε ∈ I, tout a ∈ A véri�e dB(a) ≤ ε,
d'où ρ(B,A) ≤ ε et de même, ρ(A,B) ≤ ε, autrement dit, M ≤ ε et
par suite, M ≤ inf I, il en résulte via (13) que h(A,B) = M = inf I =
min I.

3. Soit (An) une suite de Cauchy de A. On procède par étapes :

(a) dAn − dA1 est de Cauchy dans Y .
En e�et, ||(dAp − dA1)− (dAq − dA1)|| = h(Ap, Aq).

(b) Il existe une application ϕ : X → R continue telle que
limn→∞ ||dAn − ϕ|| = 0.
En e�et, (a) et la complétude de Y entraînent l'existence de ψ ∈ Y
telle que ||dAn − dA1 − ψ|| → 0 et ϕ = dA1 + ψ convient.
Reste à voir que ϕ = dA où A ∈ A.

(c) K =
⋃
nAn ∈ A. Soit en e�et ε > 0, n0 tel que h(An, An0) ≤

ε, ∀n ≥ n0, R un ε-réseau (�ni) du compact
⋃n0

j=1Aj = B.
(ie R = {r1, . . . , rn} ⊂ X ; ∀x ∈ X, ∃j ; d(x, rj) ≤ ε). Par
construction, B ⊂ Rε et K ⊂ Bε d'où K ⊂ R2ε, donc R est un
2ε-réseau de K, donc K est précompact. De plus, comme K est
un fermé de X complet, il est complet, donc compact et K ∈ A.

(d) Posons A := ϕ−1(0), alors A ∈ A et ϕ ≥ dA.
Soient en e�et x ∈ X et, pour chaque n, xn ∈ An tel que dAn(x) =
d(x, xn), (xn) est une suite de points de compact K, donc modulo
extraction, on peut supposer que (xn) tend vers l ∈ K. La passage
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à le limite dans légalité précédente donne ϕ(x) = d(x, l), et celui
dans l'égalité dAn(xn) = 0 donne ϕ(l) = 0, compte-tenu de la
convergence uniforme de dAn vers ϕ. Autrement dit, l ∈ A et A
est un fermé non vide, de plus ϕ(x) = d(x, l) ≥ dA(x). En�n,
l'inégalité dAn ≥ dK donne à la limite ϕ ≥ dK , cela implique
A ⊂ K, en e�et, si x ∈ A, ϕ(x) = 0 de sorte que dK(x) = 0 et
x ∈ K. A est un fermé non vide de K compact, donc A ∈ A.

(e) ϕ = dA et h(An, A)→ 0.
Soient en e�et x ∈ X et a ∈ A tels que d(a, x) = dA(x). Passons à
la limite dans l'inégalité |dAn(x)− dAn(a)| ≤ d(x, a) pour obtenir
ϕ(x) ≤ dA(x), d'où ϕ = dA via (d). La conclusion est maintenant
facile : h(An, A) = ||dAn − dA|| = ||dAn − ϕ|| → 0, d'après (b).

Théorème 9. Soient f1, . . . , fp : X → X des λ-contractions, avec 0 ≤ λ < 1.
On pose

T : A → A
A 7→

⋃p
j=1 fj(A)

Alors

1.
∃!K ∈ A ; T (K) = K,

2. Pour tout L ∈ A, la suite (Kn) dé�nie par{
K0 = L
Kn+1 = T (Kn), ∀n ∈ N

converge vers K pour la distance de Hausdor�. Plus précisément :

h(Kn, K) ≤ λn

1− λ
h(K1, K0).

Démonstration. Comme (A, h) est complet, il su�t de montrer que T est
λ-contractante d'après le théorème de Picard (que l'on rappellera en �n de
section). On a

A1, . . . , Ap, B1, . . . , Bp ∈ A ⇒ h

(
p⋃
j=1

Aj,

p⋃
j=1

Bj

)
≤ max

1≤j≤p
h(Aj, Bj) (14)
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En e�et, posons ε := max1≤j≤p h(Aj, Bj), A :=
⋃p
j=1Aj, B :=

⋃p
j=1Bj. On

a, par dé�nition de ε,

A ⊂
p⋃
j=1

(Bj)ε =

(
p⋃
j=1

Bj

)
ε

= Bε,

de même, on a
B ⊂ Aε,

d'où h(A,B) ≤ ε.

h(f(A), f(B)) ≤ λh(A,B) pour f : X → X une λ− contraction (15)

En e�et, posons ε := h(A,B), A′ := f(A), B′ := f(B), si a′ = f(a) ∈ A′,
soit b ∈ B tel que d(a, b) ≤ ε. Alors on a

d(a′, b′) ≤ d(a′, f(b)) = d(f(a), f(b)) ≤ λd(a, b) ≤ λε,

d'où A′ ⊂ B′λε, de même, B′ ⊂ A′λε, d'où l'inégalité demandée. On combine
(14) et (15) :

h(T (A), T (B)) = h

(
p⋃
j=1

fj(A),

p⋃
j=1

fj(B)

)
≤ max

1≤j≤p
h(f(j(A), fj(B))

≤ max
1≤j≤p

λh(A,B) = λh(A,B).

Théorème 10. (Théorème de Picard)
Soient (X, d) un espace métrique complet et f : X → X une k-contraction.
Alors

1. f possède un unique point �xe a ∈ X.

2. Pour tout y ∈ X la suite (xn) dé�nie par{
x0 = y
xn+1 = f(xn), ∀n ∈ N

converge vers a et on a

d(xn, a) ≤ kn

1− k
d(x1, x0).
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Démonstration. Si f admet deux points �xes u, v ∈ X, on a

d(u, v) = d(f(u), f(v)) ≤ k(d(u, v) ⇒ (1− k)d(u, v) = 0.

Or, 1− k > 0 donc d(u, v) = 0 et u = v, d'où l'unicité.
On a, par récurrence, d(xn+1, xn) ≤ knd(x1, x0). La série

∑
kn converge, donc

(xn) est de Cauchy dans X qui est complet. En e�et, on a alors, pour q > p :

d(xq, xp) ≤
q−1∑
j=p

d(xj, xj+1) ≤
q−1∑
j=p

kjd(x1, x0) ≤
∞∑
j=p

kjd(x1, x0) =
kpd(x1, x0)

1− k
.

Elle est donc convergente vers un certain a ∈ X. f étant continue, le passage
à la limite dans xn+1 = f(xn) donne donc f(a) = a. De plus,

d(xn, xp) ≤
p−1∑
j=n

d(xj, xj+1) ≤
∞∑
j=n

kjd(x1, x0) =
kn

1− k
d(x1, x0),

d'où le résultat en faisant tendre p vers ∞.
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C Théorèmes de Tychonov

Dé�nition 11. (Rappel)
Soit(Xi, Ti)i∈I une famille d'espaces topologiques, X :=

∏
i∈I Xi leur produit

cartésien et, pour i ∈ I, la projection canonique pi : X � Xi. On appelle
topologie produit sur X la topologie initiale T associée aux (pi)i∈I , c'est-à-
dire la topologie la moins �ne sur X rendant les pi continues. Elle est de
base

Σ :=

{⋂
i∈J

p−1i (ωi), J ⊂ I �nie, ωi ∈ Ti

}
=

∏
i∈J

p−1i (ωi)×
∏
i∈I\J

Xi

 .

Remarque 11. Notons que le produit d'espace séparés est séparé.
En e�et, reprenons les notations de la dé�nition 11, et supposons que tout
(Xi, Ti) est séparé. Soient donc x, y ∈ X distincts. On écrit x = (xi)i∈I et
y = (yi)i∈I avec xi, yi ∈ Xi. Comme x 6= y, il existe k ∈ I tel que xk 6= yk.
Comme Xk est séparé, il existe ωx, ωy ∈ Tk tels que x ∈ ωx, y ∈ ωy et
ωx ∩ ωy = ∅. Posons alors

U := p−1k (ωx) = ωx ×
∏
i 6=k

Xi et V := p−1k (ωy) = ωy ×
∏
i 6=k

Xi.

Par dé�nition de la topologie produit, U, V ∈ T et on a

x ∈ U, y ∈ V et U ∩ V = ∅,

donc (X, T ) est séparé.

Théorème 11. Si X et Y sont deux espaces compacts, alors X × Y est
compact.

Démonstration. Soit (ωi)i∈I un recouvrement ouvert de X × Y . Pour tout
z = (x, y) ∈ X × Y , il existe iz ∈ I ; x ∈ ωiz et donc il existe des voisinages
ouverts Vz,Wz de x et y tels que Vz ×Wz ⊂ ωiz . Fixons d'abord y ∈ Y et
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soit A := X × {y}. Les (Vz)z∈A recouvrent X, donc il existe une partie �nie
J(y) de A telle que

X =
⋃

z∈J(y)

Vz. (16)

Posons By :=
⋂
z∈J(y)Wz. By est un ouvert contenant y. Faisons varier y, les

(By)y∈Y recouvrent Y , donc il existe une partie �nie K de Y telle que

Y =
⋃
y∈K

By. (17)

Soit J :=
⋃
y∈K J(y). (16) et (17) montrent que

X × Y =
⋃
j∈J

(Vz ×Wz). (18)

Soit en e�et c = (a, b) ∈ X × Y . Il existe y ∈ K tel que b ∈ By, puis il existe
z ∈ J(y) tel que a ∈ Vz, d'où z ∈ J et c ∈ Vz ×Wz, mais si (18) a lieu, a
fortiori,

X × Y =
⋃
z∈J

ωiz .

Corollaire 3. Si (Xi, Ti)1≤i≤n sont des espaces topologiques, et si X =∏n
i=1Xi est muni de la topologie produit, alors X est compact si et seule-

ment si Xi est compact pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Démonstration. Si X1, X2 sont compacts, alors le Théorème précédent im-
plique que X1 ×X2 est compact. Réciproquement, si X1 ×X2 est compact,
alors Xi = pi(X1 × X2) est compact pour i = 1, 2 comme image continue
d'un compact. Un récurrence donne alors le résultat.

Théorème 12. (Tychonov dénombrable)
Soient (Xn, dn)n≥1 une suite d'espaces métriques compacts et (X, T ) leur
produit topologique. Alors (X, T ) est métrisable et compact.
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Démonstration. Quitte à remplacer dn par la distance équivalente dn
1+dn

, on
peut supposer dn ≤ 1. Posons

∀x = (xn), y = (yn) ∈ X, d(x, y) :=
∞∑
n=1

2−ndn(xn, yn). (19)

On véri�e aisément que

d dé�nit le topologie T , (20)

(X, d) est complet. (21)

Soit en e�et i : (X, T )→ (X, d) l'identité.
i est continue. Soient en e�et ε > 0, x0 ∈ X. Il existe N ∈ N tel que∑∞

n=N+1 2−n ≤ ε et (V1, . . . , VN) ∈ V(x0,1)× · · · × V(x0,N) tels que

∀1 ≤ n ≤ N, xn ∈ Vn ⇒ dn(xn, x0,n) ≤ ε.

V :=
⋂N
k=1 p

−1
k (Vk) est un voisinage de x0 ; si x ∈ V , (19) et les inégalités

précédentes montrent que

d(x, x0) ≤
N∑
n=1

2−ndn(xn, x0,n) +
∞∑

n=N+1

2−n ≤ ε
N∑
n=1

2−n + ε ≤ 2ε.

i−1 est continue. Soient en e�et a ∈ X et ω un ouvert contenant a, J ⊂ N∗
�nie et r > 0 tels que x ∈ ω dès que dj(xj, aj) ≤ r, ∀j ∈ J . Posons N :=
max J et prenons x tel que d(a, x) ≤ 2−Nr, alors 2−jdj(xj, aj) ≤ 2−Nr si
j ∈ J , d'où dj(xj, aj) ≤ r et x ∈ ω. i est donc un homéomorphisme, ce qui
prouve (20). (21) est vraie sous l'hypothèse plus générale que tout (Xn, dn)
est complet et s'établit coordonnée par coordonnée. Montrons que

(X, d) est précompact. (22)

C'est vrai sous l'hypothèse plus générale que chaque (Xn, dn) est précompact.
Soient en e�et ε > 0, N ∈ N tels que

∑∞
n=N+1 2−n ≤ ε, R1, . . . , Rn des ε-

réseaux de X1, . . . , XN et R :=
∏N

k=1Rk ×
∏∞

n=N+1{an}, où an ∈ Xn est
�xé. |R| =

∏N
k=1 |Rk| < ∞ et R est un 2ε-réseau de (X, d). En e�et, soit

x = (xn) ∈ X, rn ∈ Rn tels que dn(rn, xn) ≤ ε, ∀1 ≤ n ≤ N, r :=
(r1, . . . , rN , aN+1, . . . ) ∈ R. On a

d(x, r) =
N∑
n=1

2−ndn(rn, xn)+
∞∑

n=N+1

2−ndn(rn, xn) ≤
N∑
n=1

2−nε+
∞∑

n=N+1

2−n ≤ 2ε.

(X, d) est donc précompact et complet : il est compact, d'où le résultat.
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On �xe à présent une famille d'espaces topologiques (Xi, Ti)i∈I non vides
et X :=

∏
i∈I Xi muni de la topologie produit. Nous allons démontrer le

théorème de Tychonov.

Dé�nition 12. 1. On dit qu'une famille A ⊂ P(X) a (P ) (propriété de
l'intersection �nie) si toute intersection �nie de parties de A est non
vide.

2. De plus, une famille A est dite maximal si elle a (P ) et si toute famille
B ayant (P ) et contenant A est égale à A.

Lemme 8. Soient A une famille maximale et B ⊂ X tel que

B ∩ A = ∅, ∀A ∈ A.

Alors

1. A est stable par intersection �nie.

2. B ∈ A.

Démonstration. 1. S A1, . . . , Ap ∈ A et A := A1 ∩ · · · ∩ Ap. Soit B :=
A ∪ {A}, B a (P ) et A ⊂ B, donc B = A et donc A ∈ A.

2. Soit B = A ∪ {B}, B a (P ) par ce qui précède et on conclut de même
que B ∈ A, puisque A est maximale.
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Théorème 13. (Tychonov)
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Xi est compact pour tout i ∈ I,
2. X est compact.

Démonstration. 2. ⇒ 1. Si X est compact, Xi = pi(X) est compact car pi
est continue.
1. ⇒ 2. Montrons que X est compact. Soit A une famille de fermés de X
ayant (P ), il s'agit de montrer que⋂

A∈A

A 6= ∅. (23)

En e�et, si (ωj)j∈J est un recouvrement ouvert de X, alors A := (ωcj)j∈J
est une famille de fermés de X telle que

⋂
A∈AA = ∅, donc A n'a pas (P )

et il existe une partie �nie J ⊂ K telle que
⋂
j∈K ω

c
j = ∅, autrement dit

X =
⋃
j∈K ωj et X est compact.

Or, l'ensemble des familles ayant (P ), ordonné par l'inclusion, est clairement
inductif, donc on peut choisir une famille maximale B contenant A d'après le
lemme de Zorn. Pour tout i ∈ I, la famille (pi(B))B∈B a (P ) dans Xi (soient
B1, . . . , Bp ∈ B et x ∈ B1 ∩ · · · ∩ Bp, alors pi(x) ∈ pi(B1) ∩ · · · ∩ pi(Bp)), Xi

étant compact et les pi(B) fermés, ils ont une intersection non vide :

∃xi ∈
⋂
B∈B

pi(B). (24)

Soient alors x = (xi)i∈I et ω un ouvert élémentaire (ω ∈ Σ) contenant x :
ω =

∏
ωi, avec ωi ouvert et ωi = Xi pour i /∈ J , J ⊂ I �nie. Fixons

i ∈ J, B ∈ B. (24) montre que ωi ∩ pi(B) 6= ∅, soit p−1i (ωi) ∩ B 6= ∅. Le
Lemme 8 entraîne à la fois p−1i (ωi) ∈ B et

⋂
i∈J p

−1
i (ωi) ∈ B, ie ω ∈ B. En

particulier, A ∈ A entraîne ω∩A 6= ∅ car A ⊂ B et puisque B a (P ). ω étant
arbitraire, cela montre que x ∈ A, A étant fermé, x ∈ A. Finalement :

x ∈
⋂
A∈A

A 6= ∅,

ce qui achève la démonstration.
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