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Préambule

Nous proposons ici une bréve initiation a quelques notions de dimension
en topologie. Nous y étudierons la dimension métrique, la dimension de Haus-
dorff ainsi que la dimension topologique; et nous exposerons les liens entre
ces différentes dimensions.

Ces considérations nous entrainerons ensuite vers ’étude de la définition
d’objet fractal selon Mandelbrojt, dont nous exhiberons quelques exemples.
Nous nous sommes pour cela trés largement inspiré du livre de topologie
d’Hervé Queffélec, que nous recommandons chaudement.

Pour aborder ces notions, le lecteur devra étre déja familier avec les ru-
diments de la topologie générale, ainsi que la topologie sur les espaces mé-
triques. En particulier, les notions de compacité, de connexité, de séparabilité,
de limite et de continuité seront essentielles.

Afin de permettre une lecture plus autonome, nous proposons une lé-
gére introduction sur 'ensemble de Cantor (qui se trouve étre une fractale!),
ainsi qu'une Annexe dans laquelle on démontre notamment le théoréme de
Tychonov sur le produit d’espaces compacts.



Introduction : Ensemble de Cantor

Soit A := {0,1}" muni de la topologie produit des topologies discrétes
sur {0,1}. D’aprés le théoréme de Tychonov dénombrable (voir Annexe),
A est compact et métrisable. On l'appelle 'ensemble de Cantor abstrait.
Ensuite, on définit sur la classe A des unions finies de segments de R I'opé-

ration :
T A — A
X=UL L = UL TW)’
ol
2 2
T(I)ZI\]G—Fg,a—F?}L[: [a,a+§}ula+gh,a+h] si ] =[a,a+hl.

On pose alors
Ky = T(0,1]), Ky = T(K,), Yo > Let K = () K,
n>1

K est alors appelé 'ensemble triadique de Cantor. On va montrer par récur-
rence que

K, est réunion de 2" segments disjoints de longueur 37" (%)
et d’origine )77 ;377 a; =0,2

En effet, la propriété a lieu a I'étape 1 : K; = [0, %] U [%, 1}. Si elle a lieu aux
étapes 1,...,n,on a K, =, In(a) ot @ = (v, ..., q,) parcourt {0,2}" et

ou
I(a) = [Z ;379 ;370 437"
Jj=1 j=1

On voit alors que
a = (aq,...,aq,,0)

JR— 0 1 U
T([ﬂ(a)) - n+1(C( )U [n+1<a ) ot { al = (0417 s 7ana2>
D’ou

Ky = U ([nﬂ(@O)UInH(@l)) = U I(B). O

aef{0,2}n pe{0,2}n+1



Montrons a présent que A ~ K. Pour cela, on pose

Y A — R
v=(x;) — 237,337

et B := p(A). Alors

Proposition 1. 1. ¢ est un homéomorphisme de A sur B (on note alors
A~B),
2. On a K = B.

Démonstration. Montrons que ¢ est continue. On a
o0

2\2-3-J’\:2§:3—j:3<oo

Jj=1 Jj=1

et on pose u,(r) := 2z,377. L’application x — z,, est continue par défini-
tion de la topologie produit, donc u, est continue sur A et on a ||u,||e =
SUp,c4 |un(z)] = 2377 donc la série Y u, est normalement convergente
et donc ¢ est continue sur A. Soient ensuite z,2’ € A, x # 2’ et n =
min{j ; z) # x;}. Par exemple, z,, = 0 et x,j = 1. Alors

p(a) —plx)=2-37+2) (af—2;)37 >2.3"-2) 37 =37",
ji>n ji>n
donc ¢ est injective et o~ : B — A est continue car A est compact. Soit en
effet y € B, x = o !(y). Si y € B vérifie |y —y| < 3™, on vient de voir que
x; = 2 pour j < n, ol 2’ = o (y), o' est donc aussi proche que I'on veut
de x quand y' est proche de y. Ainsi, ¢ : A — B est un homéomorphisme.
Montrons que B C K. Soit y = 22;’;1 z;377, ot z; = 0,1. Pour n € N fixé,

soit w = (2x1,...,2x,) = (a1, ...,a,). On voit que
0<y—) e37=2> 37<2) 37=3"
j=1 Jj=n+1 j=n+1

donc avec les notation de (%), y € I,(o) C K,, n étant arbitraire, y €
N, Kn = K. Montrons alors que K C B et soit y € K. Pour tout n € N*,
il existe a = (o, ..., a,) € {0,2}" tel que y € I,(«), en particullier
n
y—) a3 - n
j=1

—,...,—,o,...>)<3—”
2 2 =

o




donc dist(y, ¢(A)) < 37" et n étant quelconque, dist(y, ¢(A)) = 0 donc

;P <
y € p(A) = B. Or B est fermé car compact, donc y € B. O

Remarque 1. On peut montrer que
1. Tout espace métrique compact est image continue de K,

2. Tout espace métrique compact parfait (ie sans point isolé) totalement
discontinu est homéomorphe & K.

Proposition 2. Si A désigne la mesure de Lebesgue sur R, alors
1. K est non dénombrable,
2. M(K) =0,

3. K est totalement discontinu.

Démonstration. 1. On a
K| =|A| = [P(N)| > |N],

donc K est non dénombrable.

K=K, = MK) < inf \(K,) = inf (2)n =0.

n>1 n>1\ 3
n>1

3. Si I C K est un intervalle connexe non vide, alors I a un diamétre
inférieur ou égal & 37" pour tout n, donc I est de diamétre nul, d’ot le
résultat.

m



Premiére partie

Dimension métrique

1 Définitions

Soient (X, d) un espace métrique et ) # E C X une partie précompacte
de X.
Pour tout € > 0, on peut recouvrir £ par un nombre fini de boules fermées de
rayon € (centrées ou non dans E). Notons alors Ng(e) le plus petit nombre
de telles boules fermées recouvrant £ :

Ng(e) ::min{nEN; dxq,...,x, € X ; ECUE(:@-,S)}.

i=1

En général, Ng(e) ~ E%, c’est a qui est significatif et si, pour tout € > 0, il
existe des constantes C1, Cy > 0 telles que C1e™® < Ng(e) < Cye™ @, alors «
s’obtient par
log N
o = lim A E(g),
e=>0 logl/e

ou log désigne le logarithme népérien. Dot la

Définition 1. 1. On appelle dimension métrique supérieure de F la quan-

tité
S log N.
dimp(F) := limsupog—E(g) < 400.
cs0  logl/e
2. De méme, on appelle dimension métrique inférieure de E la quantité
log N,
dimgy(F) = liminfog—E(g) < 400
=0 logl/e

3. Si ces deux quantités sont égales, on appelle dimension métrique de F
le nombre

. . T . log Np(e
dimp(E) = dim (E) = dimyp(E) = lim lig—lE/<5> < +o0.

De plus, si F n’est pas précompact, on convient que dimgz(E) = +00.

8



Remarque 2. 1. Si on sétait limité aux boules centrées dans F, cela n’au-
rait rien changé aux dimensions. Par exemple, si

E C UE(:@,&‘), z; € X,

J=1

on pose o
I'={1<j<n; B(zj,e) NE#0}

et soit y; € B(x;,€) N E, pour tout j € I. Alors

Ec|JB(y;,2) y; € E, [I| <n.

Jjel

2. La dimension métrique est parfois appelée "dimension de boite", d’ou
la notation dimp.

2 Propriétés

Définition 2. On appelle e-nombre de packing de E' et on note Pg(e) le plus
grand nombre n de points 1, ..., z, de E tels que d(z;,z;) > ¢, Vi # j :

Pg(e) :=max{n e N; Jzy,...,2, € E; Vi # j, d(x;,x;) > €}

Alors les B (a:j, %) sont deux a deux disjointes et on a

Proposition 3.

Ve > 0, Np(e) < Pu(c) < Ng (g) .

Démonstration. Soit p := Pg(e) (p < oo car E est précompact), et soient
T1,...,T, € E avec d(x;,x;) > € si i # j. Si maintenant v € E et z ¢
U1§jgp B(zj,¢), les points z,z,...,z, sont mutuellement distants de plus
de ¢, donc Pg(e) > p+ 1, ce qui est absurde. Donc

Ec |J B(zje) = Ngle) <p=Pgle).

1<5<p



Soient ensuite ¢ := Ng (g) et y1,...,y, € X tels que E C Ulgquﬁ (yj, %)
Pour tout 1 < u < p, il existe 1 < ¢(u) < ¢ tel que d(zy, Ypu)) < 5. Si
p(u) = p(v) =j, on a
e ¢
U < o) + g m0) < S+ S =<
dotu=wvetp:{l,...,p} = {1,...,q} est injective, et donc p < q. O

Théoréme 1. On a

1.
ECF = dimg(F) < dimg(F),

m]g (U Ez) = Ssup EB(EZ),

i—1 1<i<n

3. 81 f: E— X est a-holdérienne
(ie 3C > 0 Va,y € B, d(f(x), f(y)) < Cd(z,y)), alors

dimp (f(E)) < émcm.

Démonstration. 1. En effet, si n = Np(e) et F' C U,<,, B(7j,€), on a
aussi F C Ulgjgnﬁ(xj,e), d’on Ng(e) <mn.
2. Evident.

3. Soient € > 0, 6 > 0 défini par Cé* = c et p:= Ng (g) Comme on I'a

vu, il existe 1,...,x, € E tels que E C U, ;, B(x;,6) d’'ou

F=f(E)c |J B(f(;), 05 = |J B(f(x;)e),

1<j<p 1<j<p

et Np(e) < Ng (). Soient ensuite p > 0 et d := dimp(E). Pour € > 0
assez petit, on a
5 2 d+ﬂ
Ny (2) < (2
+(2)=()

10



d’out . "
2\ 20N’
wos(s) - (%)

log N, d
Jim sup og Nr(e) < tp
e—0 log 1/6 o

Il en résulte que

et
dimp(F) <

Q|

car p > 0 est aussi petit que 'on veut.

Corollaire 1. Quand cela a un sens, on a

1.

dimB (U EZ> = sup dlmB(EZ)a

i1 1<i<n
3. 81 f: E— X est a-holdérienne, alors

«

dimp(f(E))

IN

3 Exemples

3.1 Ensemble de Cantor

Soient 0 < r < 3 et K = K(r) le compact fixe associé aux contractions

fi: R - R fo it R — R
T = rr T = re+1—1r"

11



K est 'ensemble de Cantor de rapport de dissection r. Pour r = %, on
retrouve I'ensemble triadique de Cantor. On a

K:{xE[O,l] ; x:(l—r)ijrj, xj:(),l}.
=0

Soit en effet

L= {ngél,ﬂf:(l—T)Z.%ﬂ“], SL’j:O,l}.

J=0

L = ¢p(A) est compact (A = {0,1}") et ¢((2;)) := (1—7) 372y z;77. On voit
que

fi(l) = {(1—7”)Z$j7"j+1} = {yz (1—T)Zyj7’j, Yo =0, (v;) EA},

et

fo(L) = {(1—7”) <1+Zl’j7"j+1>} = {yz (1—7”)Zyjrja yo =1, (y;) GA}~

Donc fi1(L)U fo(L) = L et L = K par unicité du compact fixe (voir Annexe).

On va montrer que
log 2

"~ logl/r

Démonstration. En effet, soient 0 < ¢ < r, n 'entier > 1 tel que r"*! < e <

R := {(1—T)ijrj}

LA

et

n—1
S = {(1 —T)ijrj, x; :0,1}.

j=0

12



Siz=3 " (1—r)ay’ € K,soit u:=3 " (1-r)z;r’ € R, on a

|z —ul=(1-7) Z zir’ < (1—r) Z ri ="t <e

j=nt1 j=n+1
donc K C ,cp B(u,e), et Ng(e) < |R| = 2" =2.2" Or r" > ¢, d’ou
n < % ot 2n = entor? < (108(2) wetr) Ainsi,
Nicle) = gl(i(g)glir'
Il en résulte déja que
dim(K) < l(i(g)glir'

D’autre part, si u = (1 —7) Z;:S u;rd et v = (1—r) Z;”:—& v;rd € S avec
u # v, soit k:=min{l < n—1; w # v}, par exemple, up = 0 et v, = 1.
Alors

_ o k_k+l k-2 1 k il
v—u>(1=r)(r"—r r e )=0=r)(r 0
—r

n

1—=2r
= T
T r

1—2r
>

= (1—2r)y* > (1 —2r)ymt €.

En posant A := 1=2° on voit que Py (Ae) > |S| = 2". On en déduit de méme
que

log P log 2
lim inf og P () > o8 ,
=0 logl/e log1/r

et donc que

d’aprés la Proposition 3, d’ot le résultat. O

13



3.2 Suite de limite nulle

Soient a > 0 et K :={n"%, n € N*} U{0}. Alors K est compact comme
fermé borné de R et on a
1

dhnB(Kj = 1+—a.

Démonstration. Soient € > 0 et ng := min{n ; n=* < ¢}. Alors on recouvre

K par B(0,e) UU.., B(j~%,¢), donc Ng(g) < ng avec ng ~ (%)1/04 alors

dimp(K) < 1. On va voir qu'on peut faire mieux.

Pour cela, solent 0 < e < 1,p>1, K, :={i7*; i <p}et N := [
i+l

J<no

1

13
On recouvre K par les boules B(i~“,¢) et par les intervalles [%, T]> avec
i < petj < Np“ Eneffet, si i7 ¢ K,, iesii > p, i@

J F—a —a T AT 1
g <im® < p~@. A fortiori, comme § < ¢, on a

Il s’ensuit que

Nik(e)<p—14+np *<p+ .

o 1
On optimise en p cette inégalité avec p = 2”7 iep= (2) e et comme p € N

3
on pose

et on obtient

Nie(e) < 5 (1) -

€
ol k est une constante indépendante de € et donc

1
a+1

dimp(K) <

14



D’autre part, soit ¢ le plus grand entier tel que qoj% > g, (¢ ~ p), alors les

@ 1 < [ sont deux

points i~%, ¢+ < ¢ sont distants de plus de ¢, car si 17,5~
tels points, le théoréme des accroissements finis donne
Q@

e o e Y o
Y= = (i+ 1) >(i+1)a+12q0‘“2€'

1

On en déduit que Pk(e) > ¢, or g ~ (Q)r“, donc

£

logPK(5)> 1
=0 logl/e ~— a+1

donc
log V. log P 1
=0 logl/e e=0 logl/e ot 1
Ainsi,
- 1 ) . 1
dimp(K) < e dimyz(K) = dimp(K) = —

3.3 Boule unité d’un espace vectoriel normé et théo-
réme de Riesz

Soient F un R-espace vectoriel normé et B sa boule unité fermée. Mon-
trons que, si F est de dimension (vectorielle) finie, alors

dim(F) = dimg(B).

Démonstration. Ponsons n := dim(F). Quitte & composer par un automor-
phisme linéaire, on peut supposer que £ = R"™ muni d’une certaine norme et
soit A, la mesure de Lebesgue usuelle sur R". Soient aussi € > 0, p := Np(¢)
et supposons que

Bc |J Blaje)= | (a;+¢B),

1<j<p 1<j<p

15



il vient alors
A(B) < > Al +eB) = D A(eB) = Y "M(B)
1<j<p 1<j<p 1<5i<p
et A\, (B) # 0 implique que

1 log IV,
1<pe" = Np(e) > — = n<Og—B<€)

10 1
o = Togl/e si0<e< (%)

Soient maintenant ¢ := Pg(e) et yi,...,y, € B avec [|ly; — uil| > €, i # j.
Alors les B (yi, %) sont disjointes et incluses dans B (07 1+ %), soit

I (v gB)e(iey)e

1<i<q
et on a
E\" E\" 2\"
(5) on®) < (1+5) 2(B) = g< (142
2 2 €
et la Proposition 3 implique que
2 n
NB(E) S P]B(E) S (1 + —> s
€

donc
dimp(B) = n = dim(F).

Théoréme 2. (F. Riesz) E est de dimension finie si et seulement si B est
compacte.

Démonstration. Si E est de dimension finie, alors B est compacte comme
fermé borné.

Soit 0 < ¢ < % Soient aussi Ey un sous-espace vectoriel de F de dimen-
sion finie et By := B N Ey. Compte-tenu des définitions, si Ng (2¢) est le
nombre minimal de boules fermées de rayon 2¢ contrées en Ejy nécessaires

pour recouvrir By, alors

N4, (26) < Nay(e) < Na(e)

16



et (%) appliqué a Fy implique

log N, (2¢) - log Ng(¢)
logl1/2e = logl/2e

Donc les sous-espaces de dimension finie de E ont une dimension inférieure
ou égale & C(e); ainsi, F est de dimension < C(e) < +oc. O

Remarque 3. Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie, (e,),>1 une
famille orthonormale de H et K C H le compact défini par

K = {bg(z—”ﬂ) n > 1}u{0}.

Alors dimp(K) = +oo. Ainsi, un compact n’a pas forcément une dimension
métrique finie.

3.4 Objets auto-similaires

Rappel : Soit || - || = || - ||2 1a norme euclidienne sur R™. Une similitude
de R™ est une application S : R" — R", z — rg(x) + a, oit g € O(n) est une
transformation orthogonale, » > 0 et a € R™. Si r < 1, la similitude S est
dite contractante.

On se donne & présent n similitudes contractantes S;,5,. .., S, de RY avec
ry <ry <...<r, <1 D’aprés I’Annexe, il existe un unique compact non
vide K de RY tel que

K:O&m> )

K est alors dit auto-similaire car si I’on applique Si,...,5, & K et qu'on
réunit le tout, on retombe sur K, mais il faut prendre garde a ne pas confondre
cette notion avec celle de fractalité, qui sera développée plus tard.

Exemple 1. Si K = [0,1]> C R? = C est auto-similaire car ¢’est le compact
fixe des similitudes Si, S, S3, .54 définies par

z+1 zZ+1 z4+ 141

mais on a évidemment pas envie de 'appeler "fractale".

Si(z) = g So(2) =

17



D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique s > 0
tel que

n
er =1.
i=1
s est alors appelé la dimension d’auto-similarité de K. Par exemple, la carré
[0,1]? a une dimension d’auto-similarité donnée par 4-275 =1 = s=2.

Soient ensuite E := {1,...,n} et F' := EY le Cantor de £, muni de la
topologie produit des topologies discrétes sur £. Un x € F' est une suite
x=(i1,...,0p,...) = (i1(x),...,3(x),...). Un mot sur E est une suite finie
a = (ag,...,q,) d’éléments de E et on note M I'ensemble des mots sur E.
Posons p; := 17, pa = piy, -+ pi, si @« € M. On pose aussi S, := S;, 0---085;
et Kil,...,ip = Ka = Si1 ©---0 Szp(K) = SQ(K)

D’aprés I'équation (1), on voit par récurrence sur p que

K = U Kil = U Kil,i2 == U Kil’-"vip - (2)

i1€E i1,in€ B2 i1,..ipEEP

On définit alors 'application de "codage" h: F — K :

-----

(3)

En effet, si G, := Kj, __;,, les GG, forment une suite décroissante car :

G,=S8,0--08 (K)=25,0---08,, (USAK))
i=1

n

= U Sil O - Sip o) SZ(K) = U Kil,...,ip,i D Ki1,...,ip,ip+1 = Gp+1.
i=1 i=1
De plus, si diam(K) = d, diam (K, ;,) = 1y, -+ 75,d < rhd, alors
diam(G,) — 0

et les compacts G, ont une intersection réduite & un point noté h(z) car RY
est complet.

18



Proposition 4. On a
1. h: F — K est une surjection continue

2. Soit a, € M le point fize de S, (qui existe d’aprés le théoreme de
Picard). Alors a, € K et l’ensemble des a,, est dense dans K.

Démonstration. 1. Soient x = (i1,...,0p,...) € F, ¢ > 0, p tel que
iy -.-Ti,d < € ot d = diam(K), et V le voisinage de = défini par

Vi={y e F;iy) =i ip(y) = ip}.
Notons alors que
yeV = |h(y) —h(@)| <ry-rd <e.

En effet, K;, . ;, = G, est de diamétre < r; ---r;d<ecetsiyeV, on
a par définition h(x) € G, et h(y) € G, ot |h(y) —h(z)| < diam(G)),
donc h est continue en z. D’autre part, siy € K, (2) montre qu’on peut
choisir par récurrence i1, ...,1,,... € I/ tels que

Yy € Ki17 Yy € Kh,iza

Soit @ = (i1...,0p,...) € F et avec (3), h(z) est I'unique poit de
qu1 Kil,...,iq; donc h((L‘) =1q.

2. Soit o = (i1 ...,1p) et soit x € F obtenu en répétant o : & = (i1, ..., 10,1, ..

Se limitant dans le développement de x & la sous-suite des multiples de
p, on voit que h(z) € (N, S5(K), or les S¥(K) forment une suite dé-
croissante (car S,(K) C K) de compacts non vides de R, de diameétre
tendant vers 0, leur intersection est donc réduite a h(z). De plus, elle
est par définition stable par S, autrement dit, Soh(z) = h(z) = a4 =
h(zx) et d’aprés (1), a, € K.

Réciproquement, si y € K, soit € F' tel que y = h(x). Notons T, :=

(15 -y 0py 01,y ip,...) le p-périodisé de x = (i1,...,0p, ipt1,...). Par
définition de la topologie sur F', on a lim,,_,o 7, = , donc lim,, ,, h(7,) =
y par continuité. Or, on vient de voir que h(T,) = an, o = (i1,...,10p),

donc y s’approche par des a,.
m
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Lemme 1. Pour r > 0, on définit I = I(r) l’ensemble des mots minimaux
a = (iy,...,10p) tels que 1o = 14 ---1;, < 1, (ie a € I si el seulement
SE Ty Ty, SToet vy ey > r). Alors I # 0 car Ty ooy, < Thoet

lim, .o P = 0. Alors, si
S(r) = Z Pars

a€cl(r)
on a
S(r)y=1, Vr > 0.
Démonstration. On a
S(ry=1,vr>r, (4)
En effet, si 7 > r,, I(r) est constitué¢ des mots (1),...,(n), donc S(r) =

Z?:l Pi = Z?:l Tf - 17 et
& r
S(r) = ]Z:;ij (E) , Vz2>0 (5)

Eneffet, ] = I(r) = LuU...Ul, ot [; = {a = (i1,...,0p) € [ ; i3 =
Jt St a = (i1,...,ip) € I, on voit que ry---r;_ > ret -y, <1

. , . . .,
autrement dit, ro---7;, , > = et ooy, < e (g,...,1p) € ]<E>'

Dot ) cp pa =11 zﬁe](ﬁ) pg =15 (%) Plus généralement, Zagj Po =
/’nj Y —

(5). Pour finir, soit 7" := {t > 0 ; S(r) = 1 si r > t} et soit m := infT

(rn, € T # (). S(r) = 1 sur |m,+oo[; en effet, si r > m, il existe t € T

tel que t < r. Supposons m > 0 et posons p = mr, < m. Sir > u, on a

= 2> > >m,dou S(r) = 300, piS <§l> = >, pi = 1. Mais alors

|p, +o00[C T, ce qui est absurde. Donc m = 0. O

T3S (f) = p;S <L> pour tout 1 < j < n, et en ajoutant, on obtient
J

Théoréme 3. Si s est la dimension d’auto-similarité de K, alors on a tou-

jours L
dimg(K) < s.
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Démonstration. Le Lemme permet de majorer |I(r)| comme suit :

I(r)| <rr®si0<r<l1. (

D
~—

En effet, pour a € I(r), on a p, > r°rf, car on a ou bien a = (i), alors p,
i, =i > rir’, ou bien a = (i1, ..., 4), p > 2, alors po = (ryy -~ 14, )75
r°r; > r°ri. Le Lemme 1 montre alors que 1 =37 ;) pa > > rory
r*ri|I(r)], d’ou (6).

D’autre part, K C Uael(r) K,. Soit en effet y € K, © = (i1,...,ip,...) € F
tel que y = h(x) et p tel que a = (iy,...,%,), le "début" de z, soit dans
I(r). D’aprés la démonstration de la Proposition 4, on a y = h(x) € K,. Soit
0 <e<d=diam(K), et soit r :== § < 1. Si a € I(r), on a diam(K,)
rod < rd < € et U'inclusion précédente montre alors que Nk () < |I(r)]
rory® = d*ry° % avec (6), d’ou le résultat.

AV

acl(r)

Remarque 4. Le Cantor R = R(r), 0 < r < 5 est le compact auto-similaire
associé aux
Si(z) =rzet So(x)=re+1—r.

log 2

La dimension d’auto-similarité est donnée par 2r° = 1, soit s = Tog 1/7

I'inégalité du Théoreme 3 est alors une égalité.
Attention! ce n’est pas toujours le cas. En effet, en reprenant les similitudes
S, Sy avec % < r < 1, le compact fixe associé est [0, 1], car :

S1([0,1]) U S5([0,1)) = [0, 7] U1 — r,r] = [0,1], car r > 1 —r.

Pourtant dimp([0,1]) =1let 1 <s = 1§gg13r'
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Deuxiéme partie

Dimension de Hausdorft

4 Deéfinitions

Définition 3. Soient (X, d) un espace métrique séparable, £ C X et s > 0.
On appelle s-mesure de E, et on note H*(E), I'élément de [0, +00] défini par

H*(FE) :=limsup H:(F) =sup H:(F),

e—0 e>0
avec
o
H:(E):= inf (diamB;)*
Bi:B(Iz "'z) i=1
ECUZ, Bi
diamB;<e

= inf {Z(diamBi)S, EC U B;, B; boules fermées, diamB; < 5} )

=1 i=1

Remarque 5. 1. X étant séparable, pour tout € > 0, on peut recouvrir £
par une suite de boules de rayon < 5, donc de diameétre < e.

2. Contrairement & la dimension métrique, a chaque B;, on affecte le poids
(diamB;)® au lieu de 1, ¢’est plus fin...
En effet, si a € E est isolé, recouvrir a consomme une boule B de
diamétre arbitrairement petit et (diamB)s compte pour 0, pas pour 1.

3. On peut définir la s-mesure de Hausdorff avec des parties quelconques
B de diamétre < e. On obtient une s-mesure H'® équivalente a H® en
ce sens que

H*(E) < H*(E) < 2°H"(E), VE C X.

4. On rappelle qu'une mesure extérieure £ sur X est une application p :
P(X) — Ry telle que

(a) p(®) =0
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(b) ACB = u(A) < u(B)

(C) H (Uzozl En) < 220:1 :U(En)v v(En)nzlv E, CX.
De plus, on dit que p est métrique si
(d) W(EUF)=u(E)+u(F)sidE,F)>0.

Ensuite, & une mesure extérieure p, on associe la tribu
A, ={AePX); p(T)=w(TNA) +pu(TNAY, VI C X}.
Alors ji4, est une mesure usuelle. Soit B := ¢(0O) la tribu borélienne

de (X,d). Alors, on peut montrer que, si p est métrique, B C A,,.

Proposition 5. H?® est une mesure extérieure métrique sur X, appelée
s-mesure de Hausdorff sur X.

Démonstration. On fixe € > 0 et montrons que

: ([] E) <3 H(E,)

pour toute suite de parties (E,),>1 de X. On peut supposer H?(E,) < oo, Vn.
Soit p > 0, on peut, pour tout n, trouver une suite (B;,,);>1 de boules fermées
de diamétre < g, telles que

E, C|JBinet Y (diamB;,)* < H(E,) + p2™".

i=1 i=1

Alors, E =, E, C Um B, d’ou :
H:(E) <) (diamB;,)s < Y (H(E,) +p2™") =Y H:(E,)+ p.
,n n=1 n=1

En faisant tendre p vers 0, et € vers 0, on obtient (c). (a) et (b) sont claires,
donc H?® est une mesure extérieure.

Soient maintenant F, F' C X tels que d(E, F) =6 > 0. Soient ¢ < §, p > 0.
Il existe un recouvrement de E U F par des boules B; de diamétre < ¢ tel

que :
oo

> (diamB;)* < HX(EUF) + p.

i=1
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Soit [:=={ieN*; BNE#Q} et J:={ieN; BBNF#0}.INJ =0 car
sixe ENBietye FNB;,onadFE,F) <d(z,y) <diamB; <e < et de
plus, £ C J;e; Bi et F' C U, Bi, dou

icJ

HE(E) + H:(F) <) (diamBy)* + Y _(diamB;)*

icl icJ

= Y (diamB;)* <Y (diamB;)* < H(EUF)+p.
ielug i=1
Et en faisant tendre successivement p et € vers 0, on obtient

H!(E)+ H(F) = H}(EUF) sie <.

et
H*(E)+ H(F)=H*(EUF).

Remarque 6. Si (X,d) = (R™,]| -||2), on a
H*(AE) =N H*(E), YA >0, VE C R".
autrement dit, H® réagit aux homothéties comme A, la mesure de Lebesgue

sur R?, si s € N*.

Lemme 2. Si on note, pour n € N*, V,, le volume de la boule unité B,, de
R™ (ie V,, = \u(B,)) et T la fonction d’Euler, alors

T
V, =
TG+
Démonstration. En effet, posons
f @ R*"xRy — R

($,t> — €_t]1{|‘z||2§t}<£€,t)

ou I désigne la fonction indicatrice. f est positive sur R™ x R, et on a

flz,t)dr = e '\,({z € R™ ; ||z]]* < t})

R
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= M({z € R |lz]] < VA)) = e A(VIB,) = e HEV,
De plus,
+oo

+o0
f(xvt>dt:/ e_tﬂ{mn?g}(x,t)dtz/ etdt = e 1P,
0

Rt el

D’autre part, f > 0, donc d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli :

R n

:/Rn e—mnzdx:/n< [ f(x7t)dt> dx://RnXR F, t)dzdt
:/]R+ ( Rnf(x,t)dx) dt:/}R+ Vb5 e tdt

+0oo
- Vn/ {3 le~tqt = V.7 (g + 1) .
0

Donc

Définition 4. On dit qu’une famille de boules fermées B non réduites a des

points de R™ recouvre finiment £ C R” si

Vre E, Ve >0, dBe€ B; x € B et diamB < ¢.

Lemme 3. (Lemme de Federer)

On suppose que B recouvre finiment E et que tout B € B est inclus dans un
borélien V' fize, de mesure finie. Alors il existe une suite (B;);>1 de B telle

que

1. Vi#j, BiNB; =0,

2.¥YN > 1, E\ Ufil B, C U;’iNH/BVi ou /BVZ est la boule de méme centre

que B;, de rayon 5 fois plus grand.
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Démonstration. Admis. Voir [2], 2.8.6, p.144. O

2'VL
Vi’

H™(E) = yu\(E), VE € B(R™).

Théoréme 4. En posant v, := on a

Démonstration. On majore d’abord A, en fonction de H™. Pour cela, sup-
posons E C |J;2, B;, ou les B; sont des boules fermées, de rayon r;, avec
2r; = diamB; < e. Alors

An(E) < i)\n(Bi) =Va ir? = %i(diamBi)".
i=1 i=1 "oi=1

En passant a 'infimum sur les recouvrements B;, il vient
H"(E)
Vo

Mn(E) <

On majore maintenant H" en fonction de \,, en montrant d’abord que
H"(E) < 2"y, \(E), VE C R" compact. (7)

Soit alors ¢ := Pg(e) et solent w1, ...,x, € E tels que ||z; — ;|| > ¢, i # j.
On utilise le méme argument que dans 3.3.3 :

Posons E.;={z € R"; d(z, E) < e} et utilisons les volumes dans I'inclusion
disjointe | |1, B (x%) C E.. On obtient alors ¢ (g)nVn < M(EL), soit ¢ <
12\, (E.), et I'inclusion E C |J{_, B(z;,e) montre que

HI(E) < q(2e)" < 2"y, \(EL).

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient (7) qui s’étend facilement a tout boré-
lien ¥ de R™, par régularité intérieure.

On peut supposer ensuite que E est borné. Soient V' un ouvert borné conte-
nant F, ¢ > 0 et B := {B boule fermée ; B C V, diamB < e}. Alors
B recouvre finiment E et d’aprés le lemme de Federer, il existe une suite
(B;)i>1 vérifiant 1) et 2) du lemme. On a

o0

Z(diamBi)" < +o00.

i=1
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En effet, Y 7, (diamB;)" = Yo Y An(Bi) = YA (U; Bi) < 1An(V) <
+00. Comme (diamB;)" = 5"(diamB;)", on a aussi Zofl(diamg)” < +o0.
Etant donné p > 0, on peut choisir N tel que E  |J~, B;UJ:?
diamB; < dlamBl <e¢g,dou

—N41 Bi, avec

o) N
< Z diamB;)" + Z dlamB Z diamB;)"
i=N+1 i=1

N N

i=1

D’oi1, successivement (rappel : A\, (F) = ” inf A\ (V)= sup N(K)):
E‘?g“’/ert K ;??gact

HX(E) < mAn(V), H(E) < mAn(V), H"(E) < 7aAn(E),

d’ont le résultat. O

Lemme 4. Soient E C X et 0 < s <t. Alors
1. H¥(FE) < +o00 = HY(E) =0,
2. H(FE)>0 = H*(E) = +o0.

Démonstration. 1. On a, par définition, H:(E) < " *H:(E) < ' SH*(E).
2. C’est la contraposée de 1).
O

Définition 5. Ce Lemme montre que , pour £ C X, il existe une valeur
critique sy > 0 telle que

H*(E)=0sis>sget h®(F) =400 si s < sp.
Soit
=inf{s > 0; H*(E) =0} =sup{s >0; H*(F)= +o0}.

so s’appelle la dimension de Hausdorff de E et on la note dimy(F).
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5 Propriétés

Proposition 6. On a

1.

dimpy (U En) = supdimgy(E,).

n—=1 n>1

En particulier, si E est dénombrable, alors dimy(E) = 0.

3. St ECX, f:E—Y a-hildérienne, alors

/.

dimy (F(E)) < ~ dimp(E).

«

Si E CR", on a dimy(E) < n avec égalité si et seulement si E # 0.

Démonstration. 1. Evident.

2. On peut supposer ) dimy(FE,) = sy < 00. Sit > 0, le Lemme 4 et la

Proposition 5 montrent que H' (U, En) < 3,50 HY(E,) = 0, d’ou
dimy (U,»; En) < so. De plus, un singeton E = {a} est de dimension
de Hausdorff nulle car on a Vs,e,p>0,avec p < 5, F C B(a, p) = B,
avec diam(B) < ¢, d’ou

H:(E) < (2p)", HX(E) =0 = H'(E) =0,

. Soient F':= f(F), s > so =dimg(F), &,p,0 >0; 200“ = . 1l existe

un recouvrement de E par des boules B; telles que

Z(diam(Bi)s < p, diam(B;) <9

i=1

et chaque B; coupe E en un point z; (on peut éliminer les boules ne
rencontrant pas E). Alors

E c | JB(ai,diamB;) = F c | JB(f(x;), C(diamB;)*) =: | ] B},
=1

i=1 i=1

28



avec diamB; < 2C(diamB;)* < 2C0“ = ¢. Posant t := 2, on a

) < Z diamB))* < (20)"> " (diamB;)**

%

= (20)") (diamB;)* < (20)'p
En faisant tendre successivement p et £ vers 0, on obtient H!(F) =
0, H(F) =0, dot dimpy(F) <t =2, Vs > 59 et dimp(F) < 2.

4. R"™ est union dénombrable de parties bornées; une partie bornée E est
contenue dans un borélien F' de volume fini, donc H"(F) < H"(F) =
YnAn(F) < 00, d’aprés le Théoréme 4, et dimy(F) < n.

Donc dimy(R") < n avec 2.. Si £ C R”, la monotomie montre que
dimy(E) < n, et si E # 0, E contient une boule F de volume stric-
tement positif, d’'on H"(E) > H"(F) = v, Au(F) > 0. Par suite,
dimy (E) > n, ie dimy(F) = n.

[l

Proposition 7. On a

VE C X, dimpy(F) < dimg(E).

Démonstration. On peut supposer o = dimg(F) < co. Soit f > «. On peut
choisir des £ > 0 arbitrairement petis tels que

log Ni(e)

< 5.
logl/e — b

Soit p = Np(e) < 2. Pour de tels ¢, on a B C |J'_, B(x,¢), d’out Hy.(F)
p(26)? < 28, donc HB(E) < 2P et dimy(FE) < f, puis, en faisant tendre

<
B
vers a, dimy(E) < a. O

Remarque 7. 1. On voit qu’il est plus facile de majorer dimy que de la
minorer.

2. (a) Le nombre de packing sert & minorer dimpg,

(b) La mesure de Frostman sert & minorer dimg.
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Définition 6. Soit A € B(R") et soit s > 0. Une mesure de probabilité p
portée par A (ie telle que p(A) = 1) est une mesure de Frostman pour A et
s sl

3C > 0 ; VB C R" boule fermée, u(B) < C(diamB)®.

On parle aussi de (A, s)-mesure de Frostman.

Lemme 5. Si A € B(R") porte une (A, s)-mesure de Frostman, on a

dimy(A) < s.

Démonstration. Si A C |2, Bi, avec diamB; < ¢, et B; est une boule fermée,

on a
00 9]

1= p(A) <) u(B;) <CY (diamB;)*.

i=1 i=1

D’ou

6 Exemples

6.1 Ensemble de Cantor

Soit K = K(r), 0 <r < % le compact du 3.1. On va montrer que

~ log2
~logl/r

On peut, comme dans I'Introduction, coder K & partir du Cantor abstrait
A ={0,1} par

K
1=r)> 2 ), 2;=0,1

i=1
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Soit o la probabilité uniforme sur {0,1} (ie 0({0}) = o({1}) = 3), et soit T
la probabilité sur A définie comme étant le produit tensoriel infinie de o :

oo
T = ®U.
n=0

Par définition, si By, ..., B, € P({0,1}) etsi Byx---x B, ={x € A; x; €
B;}, on a
7(Bo % -+ % By) = 0(Bo) - - 0(By).

Soit ensuite y := p*7 la mesure image de 7 par ¢ (ie u(B) = 7(¢o"1(B)), VB €
B(R)). w est bien définie car ¢ est continue donc borélienne, ¢’est une mesure

log 2
log1/r

de probabilité portée par K et on va voir que c’est une (K ,S = )—mesure

de Frostman.

Soient pour cela une boule fermée B, de diamétre 0 < d <1 —2retn >0
tel que r" (1 —2r) < d < (1 — 2r). Fixons z = (z;) € ¢ '(B). Si
a' = (7)) € 0 Y(B), on a v = x5, j < n. En effet, on a vu en 3.1 que, si
k est le plus petit entier tel que z # z}, on a |p(z) — @(a)| > r¥(1 — 2r).
D’autre part, |¢(x) — ¢(2')] < diamB = d < r"(1 — 2r), dou 7¥ < r" et
k> n.Dou ¢ '(B) C By X - By, ou B; = {z;}. Par suite,

1
pw(B) =7(¢7' (b)) < 7(By X -+ x By) =0a(By)---0(B,) = ST
1-2r
Or, (%)nJrl > 1= doncn+1> hl)fgljr et

1 logl/2  1—2r
B) < Dlog= | < 1
1( )_exp((n+ )ng)_exp(logl/r 0g — )

d S
1—-2r)
Si B est de diamétre d > 1 — 2r, on a

u(B) 1
(diamB)) = (1= 2r)°

On a donc toujours
u(B) < C(diamB)*, C = (1—2r)"°

et le Lemme de Frostman montre que

log 2
di K)>s= :
mp (K) 2 s log 1/r
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La majoration est immédiate d’parés 3.1 et la Proposition 7 :

log 2
di K) <di K) = :
imy (K) < dimp(K) og L/7
O
6.2 Compacts auto-similaires
Soient Si,..., S, des similitudes contractantes de RY comme dans 3.4, s

la dimension d’auto-similarité donnée par > " ;75 =1 et K le compact fixe
de (S1,...,5).

Définition 7. On dit que (51, ..., .S,) vérifie la condition de Moran s’il existe
un ouvert borné non vide O tel que

V1<i<n, Si(0)COetVi#j, S;(0)NS;(0)=0.

Théoréme 5. On a

1.
dimy (K) < s,

2. Si (Sy,...,S,) vérifie la condition de Moran, alors

dimg (K) = dimg(K) = s;

Démonstration. 1. Le Théoréme 3 et la Proposition 7 montrant que
dimg(K) < dimg(K) < s.

2. On reprend les notations de 3.4, en particulier, on pose p; = 77 et, si
o = (i1,...,i,) est un mot sur E et A C RY, on pose S, = S;; 0---5;,
et Ay = Sa(A), ainsi que T(A) = S1(A)U---USN(A). On va construire

une mesure de Frostman :

32



Soit o la probabilité sur E définie par o({i}) = p;, 1 < i < n (ou
encore o = Y. p;0;). Soit 7 la probabilité sur F' = EN" définie par

et soit = h x 7 la mesure image de 7 par 'application i de la Propo-
sition 4-1). Montrons que u est une (K, s)-mesure de Frostman.

(a)

Si A C RY est un compact tel que T(A) C A, alors K C A (en
particulier K, C O, Ya mot sur E).

Soit en effet A; = T7(A) C A. Le théoréme sur I'existence et 'uni-
cité des compacts fixes (cf. Annexe) entraine que A; — K pour
le distance de Hausdorff; pour € > 0, on peut trouver j tel que
K C (A4j): (ou (Aj): = {z; d(z, A;) < e}), € étant arbitrairement
petit, on a bien K C A.

On applique cela & A = O, olt O est un ouvert comme dans la
condiion de Moran : O est compact car fermé borné, et S;(O) C

S;(0) € O, donc T(O) C O. D’aprés ce qu’on vient de voir, on a

K C O, puis K, = S,(K) C S,(0) C So(0) = O,.

Soient ensuite > 0 et [ = I(r) 'ensemble des mots minimaux
a = (i1,...,1ip) tels que ro = 1y - -1;, < r. Alors les (Og)aer sont
deux a deux disjoints.

Soient en effet oo = (iy,...,0,) et B = (j1,...,7Jq) €I, a # [ et,
par exemple, p < q.

i. Sip=gq,soit k+1 < ple plus petit indice tel que ix11 # Jri1,

alors Oa M Oﬁ C Sil -+ 0 Sik<5ik+1 (O) M Sjk+1 (O)) = Sz'1 e}
05, (0) = 0.
ii. Si p > ¢, on ne peut avoir (i,...,i,) = (Jj1,...,Jp) puisque

par définition, 7, ---r;, < ret 7y ---7; > 7, il existe donc
un premier indice k + 1 < p tel que 4,11 # Jjri1 et on peut
raisonner comme dans le premier cas.
Soient maintenant B := B(a,r), J := {a € I = I(r) ; Oy N
B # 0} et pour o = (iy,...,i,), on désigne par F, le cylindre
de F constitué des x = (iy(z),...,ip(2),...) tels que iy(z) =
i1y, 0p(z) = ip. Alors |J| < py ol py ne dépend pes de 7, et
h™"(B) C U,ey Fa
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En effet, O est un ouvert borné non vide, on peut donc trouver
0 < €1 < Oy et By, By des boules fermées telles que diamB; =
Ci, i=1,2et By C O C By. Les (Og)acy sont donc de diamétre
< raCy < 10y, et O, coupe B, donc est inclus dans B(a,r+1rCs) ;
en prenant les volumes dans U'inclusion disjointe suivante (étape
(b)), Lpes Oa C Bla,r +rCs5), on obtient

> A (06) TN+ C)V VN (%)

aeJ

D’autre part, O, contient une boule de diamétre r,C; > rriCy
(car a est minimal), donc An(O,) > (%)N et en reportant
dans (x), on voit que (%)N VnlJ| < V(1 + Cy)VVy, les 7V et

Vi se simplifient et on obtient

2+20,\V
|J’§( 2) =.DN-

rCh
Soient maintenant x € h™'(B) et a = (iy,...,1,) tels que x com-
mence par le mot « : i;(z) = i1,...,%(x) = ip,. Comme on l'a

vu dans la partie I, h(z) € K, et h(z) € B par hypothése, donc
h(z) € K,NB C O, N B, d’apreés la premiére étape. Ceci montre
que a € J, or, x € F,, par définition, d’ou I'inclusion annoncée.

Ainsi, la 7-mesure du cylindre F,,, o € J est par définition p;, - - p;, =
pPa =15 <1° dou

p(B) =r(h"(B)) <Y _r(F,) <Y r* =r|J| < pyr® < py(diamB)*.
acJ acJ

On a donc montré que p est une (K, s)-mesure de Frostman et le Lemme
de Frostman (Lemme 5) montre que dimg(K) > s, soit dimy (K) = s,
d’aprés 1.. Le Théoréme 3 et la Proposition 7 impliquent alors que

s =dimg(K) < dimg(K) < dimp(K) < s,

donc s = dimp(K), d’ou le résultat.
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6.3 Fanion de Sierpinski

Soit OAB un triangle équilatéral de coté 1 du plan euclidien, fi23 les
homothéties de centres respectifs O, A, B, de rapport % et T: A— A,
A fi(A)U fo(A) U f3(A), o A est I'ensemble des compacts non vides de
R2.

On a facilement que

—
OAB = {M € R?; OM:uOA%—UO?, u,v>0,u+v <1}
On pose alors M := (u,v).
Montrons que le compact fixe K de T est I'ensemble des M = (u,v) de OAB
tels que

U = ZUJQ_j, v = ZUjQ_j, Uj, Vj S {0, 1}, U;v; = O, Vj
j=1 i=1

En effet, soient L := {0,1}"" et Lo := {(w,w') € L* ; wjw| = 0, Vj}. Lg
est compact car fermé borné dans L? et K, est 'image continue de Ly par
Papplication (w,w’) = (3 w;277, > wj277), Ky est donc un compact de R?
et il nous faut montrer que T(Ky) = K.

Si M = (u,v), on a

0= (5.3). £on=("515) . 00 = (5.5

Ces formules montrent que f;(M) € Ky, VM € Ky, donc T(Kj) C Ky. On
voit aussi que

1 (M) = (2u,2v), fo '(M) = (2u —1,2v), f;' (M) = (2u,2v —1).

Supposons maintenant M = (u,v) € K et distinguons trois cas :
Lu=v=0= fiY{M)eK,etM € f(K,),
2. uy=1,v,=0 = f, ' (M) € KyetM € fo(Kp),
3. up =0, =1 = fy'(M) e KoetM € f3(Ko),

Done M € T(Ky) = Ko CT(Ky) = Ko=T(Kp). Donc Ky = K. O]
La condition de Moran est alors satisfaite avec w 'intérieur de OAB.
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En effet, si By,01, A7 sont les milieux de OA, AB, BO respectivement,
fi(w), fao(w), f3(w) sont respectivement les intérieurs de OBy Ay, B AO1, O1BA;,
et ces intérieurs sont disjoints.

La dimension d’auto-similarité est donnée par 3-27° = 1, donc

_log3
~ log?2’

Montrons que K est connexe. On sait que
K = {M ; OT4 = uﬁ—i—v@, u= Zuﬂ‘j, v = Zvﬂ‘j, uj,v; € {0,1}, ujv; = O}.

Soit
K, = {M =(u,v) € K; u= Zuﬂ*j, v = ZUJQJ}.
j=1 j=1

Si Ky = {0, A, B}, on voit par récurrence que K,, = T"(Kj), donc K, =
T(K,) s’obtient en ajoutant a K, les milieux des segments de longueur 27"
joignant deux points de K,,, d’ol

Ve € K, 3x1,...,2, € K, ; 1 =z, 2, = O et [x;, x;11] segment de longueur 27"
(8)

On procéde par récurrence sur n, le résultat étant clair pour n = 0. S’il est

vrai pour n, soit x € K, 1. On distinguera deux cas :

1. x € K,,. Soient z1,...,x, comme dans (8), et y; le milieu de [x;, x;1].
La chaine x1, y1, 2, Y2, . . ., X1, Yr, T, €st une chaine de K, qui vérifie
(8) a étape n + 1.

2. ¢ € Kypyq \ K. Alors x est le milieu de [u,v], u,v € K,. Comme on
I’a vu précédemment, d’apreés le premier cas, on peut joindre u & O par
une chaine adéquate u, 2o, ..., 2, et la chaine x,u, 29, ..., 2 répond a
la question.

Par ailleurs, la distance de Hausdorff de K, (= T™(Ky)) & K tend vers zéro
d’aprés le théoréme sur les compacts fixes de I’Annexe. Il résulte alors de (8)
que K est bien enchainé. K étant de plus compact, il est bien connexe.
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Troisiéme partie

Dimension topologique

7 Deéfinitions

Définition 8. On dit d’un espace topologique (X, T') est normal si pour tous
fermés F, G de X disjoints, il existe deux ouverts U,V de X disjoints et tels
que FCU GCV.

Lemme 6. St Fy,..., F, sont des fermés d’un espace normal X tels que
N, Fj =0, alors il existe des ouverts Uy, ..., U, de X tels que (\_, U; =0
etV1<i<n, F,CU,.

Démonstration. En reprenant les notations de ’énoncé, Fy C (FpN---NF,)°,
donc il existe A; € T tel que

FLCcA CA C(Fn---NEy)-.

En effet, [} et Fo N --- N F, sont des fermés disjoints, il existe donc Vi, V5
deux ouverts de X tels que Fy C Viet FbN---NE, C Vo, et VinV, = 0,
donc V; C (Fyn---NF,)° et Ay := V] répond a la question. On a encore
ANFN---NF, = (. On reproduit le processus pour (A, Fy, ..., F,) :
il existe donc Ay € T tel que F, C A, et on recommence le processus
pour (A;, Ay, Fy, ..., F,). De proche en proche, on remplace F; par A; et
les Ay, ..., A, conviennent. O]

Remarque 8. Notons que tout espace métrique compact est normal.
En effet, si F, G sont des fermés de X, comme X est compact, F' et G le sont
aussi. On a alors

3 ceFxG:6:= inf d —d — min d .
(20, Yo) ; L (z,y) = d(wo, o) i (z,y)
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Par absurde, si 6 = 0, alors 7o = yo € NG = (), ce qui est absurde. Ainsi,
0 > 0 et en posant

U= UB(:z,g) et V= UB@,%)

zeF yeqG

on obtient
FcU GcVetUNV =0.

]

Définition 9. Un espace topologique compact métrisable (X, d) est dit de
dimension topologique inférieure ou égale & n € N et on note dim(X) < n si,
pour tout r > 0, X admet un recouvrement ouvert fini (U;)1<i< tel que

diamU; <r, V1 <i <k et tout x € X est dans au plus n + 1 des U;.

En abrégé, on parle de recouvrement d’ordre < n et de pas < r, ou encore
de (n,r)-recouvrement.

On dit de plus que X est de dimension n s’il est de dimension < n et pas de
dimension < n — 1. Autrement dit

dim(X) =n < dim(X) <net dim(X) £n— 1.

Proposition 8. Soient (X,d) un espace métriqgue compact et n € N. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. dim(X) < mn,

2. Pour tout recouvrement ouvert (U, ..., Uy) de X, il existe un recouvre-
ment ouvert (Vi,..., Vi) de X, d’ordre < n, raffinant (Uy,...,Uy) (ie
Vj, ‘/] C Uj),

3. Pour tout recouvrement ouvert (Uy,...,U,12) de X, il existe un recou-
vrement fermé (F1, ..., Fuye) de X, raffinant (Uy, ..., Uyio) et tel que
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Démonstration. 1. = 2. Soient Uy, ..., U, un recouvrement ouvert de X,
r > 0, un nombre de Lebesgue associé¢ (Va € X, 31 <i <k ; B(a,r) C U;),
(Wa)aea un recouvrement ouvert fini de X, d’ordre < n, avec diamW,, < r.
Chaque W, est inclus dans un U; au moins car si a € W, et B(a,r) C U;, on
a W, C B(a,r) C U;. Soient

i) :=min{l <i<k; W, CU;}

et
Vo= W
i(a)=i
Alors, (V4,..., Vi) répond a la question. En effet, si I C {1,...,k} et |I| =
n+2,on a

Vi = {Wa, N N Wa, s {ilan), - Lilan)} =11 =0 =10,

iel
puisque de tels aq, ..., a,1o sont nécessairement distincts.
2. = 3. Soit Vq,..., V1o un recouvrement ouvert d’ordre < n raffinant
(U, ...,Upyo). Alors ﬂ;jf Vi = 0. D’aprés le Lemme précédent, il existe

n+2

donc des ouverts w; tels que Vi C w; et (12 w; = 0. Les fermés Fj :=

J
wj répondent a la question : en effet, F; C Vj, et U;L:fFj = X, puisque

ﬂ?:f w; = 0 et enfin ﬂ;i’lej C ﬂ;jf‘/; = () puisque (Vi,...,Vpio) est

d’ordre < n.
3. = 2. Soit (Uy,...,U;) un recouvrement ouvert de X. Si k < n + 1, ce
recouvrement est déja d’ordre < n. Supposons donc k > n + 2 et posons

Xl = U17 NN 7Wn+1 = Un+1, Wn+2 = U U,L

n+2<i<k

Par hypothése, il existe des fermés Fy, ..., F,,49 recouvrant X avec F; C W;

et ﬂ?ilz F; = (), on peut donc choisir des ouverts w; tels que F; C w; et

ﬂ;if w; = 0, d’aprés le Lemme précédent. Posons
Bii=w;, V1<i<n+1, B;i=wpoNU;, V/n+2<1 <k,
alors (By, ..., Bg) est un recouvrement ouvert de X, car

BlLJ"'BkDF1U"'UFn+1UWn+2mWn+2DF1U“‘Fn+1UFn+2:X.
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Ce recouvrement raffine évidemment (Uy,...,Uy) et de plus, ﬂ?jlz B =10
car (| B; C (wj.

Ecrivons les parties a n+2 éléments de {1, ..., k} comme une suite Iy, ..., I;.
Soit 7 < [ et supposons construit un recouvrement ouvert (B, ..., By) de X,
Bj C Uj, Vj, et (N;ep, Bi = 0 pour 1 < u < r. Sil'on répéte la construction
précédente avec I,41 au lieu de {1,...,n + 2}, on obtient un recouvrement
ouvert (C1,...,Cy), C; C B; C U, Vjet ey, Ci =0, onadonc(, C;=
), 1 < u < r+1 et par récurrence, on construit un recouvrement ouvert
Vi, Vi), Vi Uy, Viet (N, Vi=0, 1<u <, (Vi,..., Vi) répond donc
a la question.

2. = 1. C’est évident. O

8 Comparaison avec la dimension de Hausdorff

Théoréme 6. Pour tout espace métrique compact X, on a

dim(X) < dimpy(X).

Démonstration. Soitn € N tel que n < dim(X). D’aprés la contraposée de
la Proposition 8, on peut trouver des ouverts Uy, ..., U, recouvrant X tels
que pour tout recouvrement fermé (Fi, ..., F, 1) raffinant (Uy,...,U,11), on
ait ﬂ;‘;l F; = (. Posons

di :=dye, d=dy + -+ dpy1, 9= (%,dotsc, %) ,

La fonction d > 0 est continue et ne s’annule pas, donc reste supérieure a
une constante a > 0, chaque % est lipschitzienne car :




De plus, lapplication ¢ : X — R™™! euclidien est donc lipschitzienne et il
résulte de la Proposition 6-3) que :

dimg (o(X)) < dimg(X).

On va maintenant montrer que ¢(X) contient une partie 7' isométrique a un
ouvert de R", d’apreés les Propositions 6 et 8, il en résultera :

dimpy(X) > dimy(¢(X)) > dimg (T) = n.

Le théoréme 6 s’ensuivra, puisque n est un entier arbitraire < dim(X) (si
dim(X) < oo, on fait n = dim(X), si dim(X) = oo, on trouve dimy(X) =
dim(X) = 00).

On prend pour cela

n+1
T := {t_(tl,...,tn+1)eR”+1 >0, V1<i<n+1let Zti—l}
=1

le simplexe unité ouvert de R™*!, qui est isométrique & 'intérieur de ’enve-
loppe convexe de n 4 1 points affinement libres de R™ et on va voir que

T C p(X) (9)

Soient en effet t = (¢1,...,t,41) € Tet F; := {x : Ciz((f)) > ti}, 1<i<n+l.

Ona F, CU; carsiz € Fj, on a d;(z) >0 et z ¢ Uf. Si maintenant z € X,

i=1

x appartient donc a 'un des des F; et ceux-ci, fermés, recouvrent X, par
, 1 . . .
conséquent, ﬂ?;rl F; contient au moins un point zg. On a

n+1
di(2o) —t,>0,V1<i<n-+1let Z (dZ(gjO) —ti> =0,
i=1

d(o) d(o)
donc 0,(x0)
i\L0o .
—t, V1<i<nett= .
d($0) l ne QD(.Z'Q)
Ceci prouve (9) et achéve la démonstration. O
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Remarque 9. On peut montrer que

dim(X) = }}g& dimg (V).

Définition 10. (B. Mandelbrojt)
On appelle objet fractal (ou simplement fractale), tout espace métrique com-

pact X tel que
dim(X) < dimg (X).

Remarque 10. Cette définition ne satisfait pas tous les experts en la ma-
tiere car elle laisse passer des exemples d’objets que 'on a envie d’appeler
"fractales". On s’y tiendra cependant ici...

9 Exemples

9.1 Ensemble de Cantor

L’ensemble de Cantor X de rapport de dissection r < % est une fractale.
En effet, dim(X) = 0 car X est totalement discontinu (voir Annexe) et on a
vu que
log 2

dlmH(X) = log 1/7" > 0.

[
De plus, il est facile de vérifier la remarque 9 sur cet exemple : soient 0 < s < %
et Y, 'ensemble de Cantor de rapport s. On a Y, ~ X car tous les Cantors
sont homéomorphes au Cantor abstrait {0, 1}V, et

082 _ ) _ dim(x).

inf dlmH(Y;) = il_rf(l) dlmH(}/;> = E_{% ]Og 1/8 N

s>0
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9.2 Fanion de Sierpinski

Le fanion de Sierpinski X est un objet fractal. En effet, on a

_log3

dim(X) < dimg(X) ’

~ log?2

donc dim(X) = 0,1 et dimy(X) = % > 1 = dim(X) car X est connexe. [

9.3 Eponge de Menger

L’éponge de Menger X est un objet fractal.

Considérons un cube @ dans R3, il a 8 sommets, 12 arétes et il est réunion
de 3> = 27 cubes homothétiques de @ dans le rapport % Supprimons le
cube central ainsi que les six cubes centrés sur les faces et recommencons...
Autrement dit, considérons les vingt homothéties de rapport % centrées aux
sommets de () et aux milieux des arétes de @, et soit X le compact fixe
associé. La condition de Moran est satisfaite avec O 'intérieur de @), donc la
dimension de Hausdorff s de X est donnée par 20 - 37! = 1, soit

_ log 20

dimg(X) =s = A~ 2.727. ...

log 3

On a donc nécessairement dim(X) < dimg(X), puisque dim(X) € N, et X
est fractal. O

10 Application : non homéomorphismes

Lemme 7. Soit X un espace métrique compact. On a
1. SiY ~ X, alors dim(Y) = dim(X),
2. 8iY est un fermé de X, alors dim(Y') < dim(X).
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Démonstration. 1. Soient f: X — Y un homéomorphisme, n > dim(X)
et (Uy,...,U,+2) un recouvrement ouvert de Y. Alors, on a que
(f~XUY),..., f Y (U,y2)) est un recouvrement ouvert de X et il existe
un recouvrement fermé Fi, ..., F,io de X tel que F; C f~Y(U;), Vj
et ﬂ?ifﬁ} = (. Soit K; := f(F;) fermé car compact, on a K; C

U;, Vi, U?? K;=1f (U;Hf Fj> = f(X) = Y et f étant injective,

ﬂ?j K; =f (ﬂ;’:f F]> = f(0) = 0. La proposition 8 montre que
dim(Y) < n. Si donc dim(X) < oo, on fait n = dim(X) et on trouve
dim(Y) < dim(X). Si dim(X) = oo, on a aussi dim(Y) = oco. D’aprés
le raisonnement précédent appliqué & f=1, le 1. en découle.

2. Se démontre de méme.

m
Théoréme 7. Soient p # q € N*. Alors
1.
[0,1]7 » [0, 1],
2.
R? » RY,
Démonstration. 1. RY peut étre recouvert par des ouverts de diamétre

arbitrairement petit, se coupant au plus N +1 a N + 1. Posons
J:={n,n+ 1, n€ Z} et K :={{n}, n € Z}.

Pour M € {0,1,..., N} fixé, désignons par Cy, la classe des parties C'
de RY de la forme C' = A; x --- x Ay ou exactement M des A; sont
dans J, et N — M des A; sont dans K. On munit RY de la norme [*®

et fixons M dans un premier temps. Alors on a

SiC=A; x---xAy €Cpy, etsize il existe B(z,e(x)),

e(x) < % tel que VD € Cyr, DN B(x,e(x))#0 & D=C. (10)

Sans perte de généralité, on peut supposer A; =|n;, n;+1[, V1 <i < M
et A; = {n;}, VM +1<i<N.Comme z = (z1,...,zx5) € C, on a
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n<x;<n+1, 1<i<Metax;=n;, M+1<:<N.
Il existe donc 0 < £(z) < 1 tel que

n <z —elx) <z+e(x) <ni+1, V1 <i< M.

Siy=(y1,...,yn) € D,avec D € Cpy, et si ||y — x|l < e(x),onan; <
yi <n;+1, 1 <7< M. Comme y a exactement N — M coordonnées
entieres, on a y; € Z, © > M, et Dinégalité |y; — x| < e(x) < 3 force
y; = x; = ny, 1 > M. Cela montre que C' = D et prouve (10).

Soit ensuite
uC):=JB (m ?) .

Alors
Les ouverts (U(C))cec,, sont deux a deux disjoints a M fixé. (11)

Soient en effet C, D € Cy, si U(C)NU(D) # 0, il existe x € C, y € D
tels que B (9@ L?) N B (y, #) # () et on peut supposer £(y) < (z).

Alors ||y — 2|l < 2 + W < o(2) = y € B(x,e(x)) N D. Daprés
(10), cela implique que C' = D et prouve (11).
De plus, diam(U(C)) < 2 pour C' € Cy, car si u,v € U(C), il existe

2,y € C tels que ||u— 2|l < X2 <1 |jo—yllo < L <L don

o~ ullae < It = 2l + llz — glloo + Iy~ vlloe < 5+ 145 =2

Soit Oy := {U(C), C € Cur}, et soit A := JY_, On. Les ouverts de
A sont de diamétre < 2, chaque point de RY appartient & au plus un
ouvert de Oy, donc a au plus N +1 ouverts de A et A recouvre RY car
siz € RN a exactement N — M coordonnées entiéres avec 0 < M < N,
il existe C' € Cpy tel que z € C et x € U(C) avec U(C) € A.

Par homothétie sur A, on obtient des recouvrements ouverts de R,
d’ordre < N et de diamétre arbitrairement petit.

2. Supposons que h : RP — R? soit un homéomorphisme. Soit C' :=
[0,1]7, h(C) ~ C et le Lemme 7 montre donc que

dim(h(C)) = dim(C) = dim(h(C)) = p.
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D’autre part, h(C') est un compact de R? donc est inclus dans un cube
compact K C RY9. Le Lemme 7 de nouveau montre que

dim(h(C)) < dim(K) = p<q.

Utilisant =1, on a de méme que ¢ < p, d’oll p = ¢, ce qui termine la
preuve.

]

Corollaire 2. On a

1.
[07 1]111 = [07 1](] < p=gq,

RF~R? & p=gq,

3. R et C ne sont pas homéomorphes.
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Annexe

A Nullité de la dimension topologique d’un es-
pace métrique compact totalement discon-
tinu

Théoréme 8. Tout espace métrique compact totalement discontinu est de
dimension topologique nulle.
En particulier, 'ensemble de Cantor est de dimension nulle.

Démonstration. Soit (X, d) un espace topologique compact métrisable tota-
lement discontinu. On procéde en plusieurs étapes :

1. X est compact, donc la composant connexe de a est I'intersection des
ouverts-fermés contenant a, X étant totalement discontinu, on en dé-
duit que {a} est 'intersection des ouverts-fermeés non vides le contenant.

2. Soit a € w un ouvert. Il existe un voisinage ouvert-fermé V' de a avec
V Cuw.
Soit (A;) la famille des ouvert-fermés contenant a, si la famille (A; Nw®)
a la propriété de l'intersection finie, elle a une intersection non vide,
ce qui est absurde puisque (,(4; Nw°) = {a} Nw® = 0, on peut donc
choisir A;,, ..., A;, tels que V 1= ([_} A;; C w. Alors V répond & la
question.

3. Pour tout » > 0, X admet un recouvrement ouvert fini (U;) avec
diamU; < r et les U; deux a deux disjoints.
En effet, si x € X, x posséde un voisinage ouvert-fermé V, C B (x 7"),

’3
donc diamV,, < r. Un nombre fini de tels V,, soit V,,, ... X;, recouvrent
X. Posons

Vii= Vi, U= Wi, U= Vi\ (ViU---U Vi), Vi > 2.
Les U; sont ouvert puisque les V; sont ouverts-fermés, donc (Uy, ..., Uy)

répond a la question.
On en déduit immédiatement que dim(X) = 0. O
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B Compact fixe et théoréme de Picard

Soit (X, d) un espace métrique complet, Y := Cy(X,R) I'ensemble des
fonctions continues bornées X — R, || - || la norme sup sur Y :

vieY, |Ifll = Slel)lg\f(x)\-

Alors (Y, || - ||) est un espace de Banach. Pour F' C X un fermé, on note

dF X - R
r +— dist(x, F)

ou dist(z, F) = inf epd(x,y). Soit encore A l'ensemble des compacts non
vides de X.

Proposition 9. 1. A Be A = djs—dg €Y etla formule
h(A, B) :=||da — dg]|

définit une distance sur A, appelée distance de Hausdorff.
2. Si E.:={x; dist(x, E) < €}, alors on a

h(A,B) =min{e >0; AC B. et BC A.},

3. (A, h) est complet.

Démonstration. 1. Soit € X et choisissons b € B tel que d(z,B) =
d(x,b) et ensuite a € A tel que d(a,b) = d(b, A). On voit que

d(x,A) —d(z, B) = d(a, A) — d(z,b) < d(x,a) — d(x,b)

< d(a,b) <supda(y) =: p(B, A).
yeB
On a de méme

d(xv B) o d(:&A) < p(A, B)a

d’ou en posant
M = max(p(A, B), p(B, A)), (12)
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(M < oo car A et B sont compacts),
l|da — dg|| = M. (13)

En effet, les majorations précédentes entrainent ||dq — dg|| < M.
D’autre part, ||d4a — dp|| > sup,ca|da(a) — dg(a)] = p(A, B) et de
méme, ||da — dg|| > p(B, A). h est donc bien définie et c¢’est une mé-
trique sur A car

WA, C) = |lda — del| < [lda — dsl| + |lds — do|| < h(A, B) + h(B, C).

Supposons enfin h(A, B) = 0, alors d4 = dp et donc A = B car A =
d;'(0) et B = dz*(0).

2. Désignons par [ 'ensemble {¢ > 0; A C B., B C A.}. Par définition,
ona A C By et BC Ay, ot M est comme dans (12), donc M € [
et inf I < M. Réciproquement, si € € I, tout a € A vérifie dg(a) < ¢,
d’ou p(B,A) < € et de méme, p(A, B) < ¢, autrement dit, M < ¢ et
par suite, M < inf I, il en résulte via (13) que h(A,B) = M =inf [ =
min .

3. Soit (A,) une suite de Cauchy de A. On procéde par étapes :

(a) da, — da, est de Cauchy dans Y.
EI] effet7 ||(dAp — dA1) — (qu — dAl)H = h(Ap,Aq).

(b) Tl existe une application ¢ : X — R continue telle que
limy, o0 ||da, — ¢|| = 0.
En effet, (a) et la complétude de Y entrainent existence de ¢ € Y
telle que ||da, — da, —¥|| — 0 et ¢ = da, + ¢ convient.
Reste a voir que ¢ = d4 ou A € A.

(c) K =, An € A. Soit en effet ¢ > 0, ng tel que h(A,, A,,) <
g, Vn > ng, R un e-réseau (fini) du compact |J;2, 4; = B.
(ile R = {r,...,mp} C X ; Vo € X, 3j; d(z,r;) < ¢). Par
construction, B C R, et K C B, d’ou K C Ry, donc R est un
2e-réseau de K, donc K est précompact. De plus, comme K est
un fermé de X complet, il est complet, donc compact et K € A.

(d) Posons A :=p1(0), alors A € A et p > da.
Soient en effet x € X et, pour chaque n, z,, € A, tel que da, (z) =
d(x,z,), (x,) est une suite de points de compact K, donc modulo
extraction, on peut supposer que (x,) tend vers [ € K. La passage
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a le limite dans légalité précédente donne p(z) = d(x,1), et celui
dans 1'égalité dg, (x,) = 0 donne ¢(I) = 0, compte-tenu de la
convergence uniforme de dg4, vers ¢. Autrement dit, [ € A et A
est un fermé non vide, de plus ¢(x) = d(x,l) > da(z). Enfin,
I'inégalité ds, > di donne a la limite ¢ > dg, cela implique
A C K, en effet, si z € A, p(x) = 0 de sorte que dg(z) = 0 et
x € K. A est un fermé non vide de K compact, donc A € A.
(e) ¢ =dy et h(A,, A) — 0.

Soient en effet z € X et a € A tels que d(a,x) = da(x). Passons a
la limite dans l'inégalité |da, () — da,(a)| < d(x,a) pour obtenir
o(x) < du(z), dott ¢ = da via (d). La conclusion est maintenant
facile : h(A,, A) = ||da, — dal| = ||da, — || = 0, d’apres (b).

[

Théoréme 9. Soient f1,..., f, : X = X des A\-contractions, avec 0 < X\ < 1.

On pose
A

T : A
A Ui, fi(A4)

%
}—>
Alors

dKeA; T(K) =K,
2. Pour tout L € A, la suite (K,,) définie par

Ky=1L
Koy =T(K,), Vn e N
converge vers K pour la distance de Hausdorff. Plus précisément :
)\n

h(K,, K) <
(B K) < 73

h(K;, Kyp).

Démonstration. Comme (A, h) est complet, il suffit de montrer que T est
A-contractante d’aprés le théoréme de Picard (que 1'on rappellera en fin de
section). On a

p p
Ay,...,A.Bi,....B,e A = h (UlAj,UlBj> < gg%h(Aj,Bj) (14)
Jj= Jj=
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En effet, posons € := maxi<j<, h(A;, B;), A:=Uj_, 4;, B:=Uj_, Bj. On
a, par définition de ¢,

AcC O(Bj)a = <O Bj) = B,

de méme, on a

B C A,
dot h(A,B) < ¢
h(f(A), f(B)) < Ah(
En effet, posons € := h(A, B), A" := f(A), B' := f(B),sid = f(a) € 4,
soit b € B tel que d(a,b) < e. Alors on a
d(a’,b) < d(d’, f(b)) = d(f(a), f(b)) < Ad(a,b) < Ae,

d'ou A" C B, de méme, B’ C A)_, d’ou 'inégalité demandée. On combine
(14) et (15) :

A, B) pour f: X — X une \ — contraction  (15)

1<j<p

WT(A), T(B)) = h (U f3(A), U fj(B)> < max h(f(j(A), f;(B))

Jj=1

< max A(A, B) = Ah(A, B).

1<j<p

Théoréme 10. (Théoréme de Picard)
Soient (X,d) un espace métrique complet et f : X — X une k-contraction.
Alors

1. f posséde un unique point fire a € X.
2. Pour tout y € X la suite (x,) définie par

To =Y
Tnt1 = f(zn)a Vn €N

converge vers a et on a




Démonstration. Si f admet deux points fixes u,v € X, on a
d(u,v) = d(f(u), f(v)) < k(d(u,v) = (1 —k)d(u,v)=0.

Or, 1 — k > 0 donc d(u,v) =0 et u = v, d’ott 'unicité.
On a, par récurrence, d(x, 41, ,) < k™d(z1,x¢). La série Y k" converge, donc
(x,,) est de Cauchy dans X qui est complet. En effet, on a alors, pour ¢ > p:

q_l q—l 0o
j ; kPd(xy,x
d(.?fq,xp) S Zd($J,$‘J+1) S ijd('rl’xO) S ijd(xl,xo) = —1<_1k 0).
J=p j=p j=p

Elle est donc convergente vers un certain a € X. f étant continue, le passage
a la limite dans z,,41 = f(x,) donne donc f(a) = a. De plus,

-1

d(zp,xp) < Y d(zj,xj11) < ijd(:cl,:co) ]

n j=n

3

n

—k

d(l’l, l’g),

<
Il

d’ou le résultat en faisant tendre p vers oo. O
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C Théorémes de Tychonov

Définition 11. (Rappel)

Soit(X;, T;)ier une famille d’espaces topologiques, X := [[,.; X; leur produit
cartésien et, pour ¢ € I, la projection canonique p; : X — X;. On appelle
topologie produit sur X la topologie initiale T associée aux (p;)ies, ¢’est-a-
dire la topologie la moins fine sur X rendant les p; continues. Elle est de
base

Y = {mpil(wi)’ J C I finie, w; € 7}} = Hp[l(wi) X H X
icJ icJ iel\J

Remarque 11. Notons que le produit d’espace séparés est séparé.

En effet, reprenons les notations de la définition 11, et supposons que tout
(X;, T;) est séparé. Soient donc z,y € X distincts. On écrit © = (z;);er et
y = (Yi)ier avec z;,y; € X;. Comme x # y, il existe k € I tel que zy, # yy.
Comme X, est séparé, il existe w,,w, € Ti tels que z € w,, ¥y € w, et
w; Nwy = 0. Posons alors

U:=p, " (w,) = wxxHX et Vi=p; (wy) = XHX
i#k i#k

Par définition de la topologie produit, U,V € T et on a
relU, yeVetUNV =0,

donc (X, T) est séparé.

Théoréme 11. Si X et Y sont deux espaces compacts, alors X X Y est
compact.

Démonstration. Soit (w;);er un recouvrement ouvert de X x Y. Pour tout
z=(x,y) € X xY,ilexiste i, € [ ; x € w;_ et donc il existe des voisinages
ouverts V,, W, de x et y tels que V, x W, C w;,. Fixons d’abord y € Y et
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soit A := X x {y}. Les (V).,ea recouvrent X, donc il existe une partie finie
J(y) de A telle que

x=J v (16)
)

z€J(y

Posons By := (¢,
(By)yey recouvrent Y, donc il existe une partie finie & de Y telle que

Y =B, (17)

) W,. B, est un ouvert contenant y. Faisons varier y, les

yeK
Soit J := U,ex /(). (16) et (17) montrent que
X xV=JV.x W) (18)
jeJ

Soit en effet ¢ = (a,b) € X x Y. Il existe y € K tel que b € B, puis il existe
z € J(y) tel que a € V., dott z € J et ¢ € V, x W,, mais si (18) a lieu, a
fortiori,

XxY =|Jw..

zeJ

Corollaire 3. Si (X, T:)i<i<n sont des espaces topologiques, et si X =
[1i, X est muni de la topologie produit, alors X est compact si et seule-
ment st X; est compact pour tout 1 < i < n.

Démonstration. Si X1, X5 sont compacts, alors le Théoréme précédent im-
plique que X; x X, est compact. Réciproquement, si X; x X5 est compact,
alors X; = p;(X; x X3) est compact pour i = 1,2 comme image continue
d’un compact. Un récurrence donne alors le résultat. O

Théoréme 12. (Tychonov dénombrable)
Soient (X,,d,)n>1 une suite d’espaces métriques compacts et (X, T) leur
produit topologique. Alors (X,T) est métrisable et compact.
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Démonstration. Quitte a remplacer d, par la distance équivalente ; +7Zz , on
peut supposer d,, < 1. Posons

Ve = (2,),y = (yn) € X, d(z,y) ZQ Ao (T Yn)- (19)

On vérifie aisément que
d définit le topologie T, (20)
(X, d) est complet. (21)

Soit en effet 7 : (X, 7T) — (X, d) 'identiteé.
1 est continue. Soient en effet ¢ > 0, zp € X. Il existe N € N tel que
Yooy 2 <eet (Vi,..., V) € V(zg1) X -+ X V(xon) tels que

Vi<n <N, z,€V, = dy(r,,20,) <c.

Vo= ﬂfj:lp,;l(vk) est un voisinage de xo; si x € V, (19) et les inégalités
précédentes montrent que

N
d(a:,a:o)SZQ_”dn(a:n,xon Z 2” ”<522 "+ < 2.
n=1 n=N+1

i~! est continue. Soient en effet a € X et w un ouvert contenant a, J C N*

finie et r > 0 tels que x € w dés que d;(zj,a;) < r, Vj € J. Posons N :=
max J et prenons z tel que d(a,z) < 27Vr, alors 277d;(x;,a;) < 277 si
j € J,dot dj(z;,a;) <retx€w. iestdonc un homéomorphisme, ce qui
prouve (20). (21) est vraie sous I'hypothése plus générale que tout (X,,d,)
est complet et s’établit coordonnée par coordonnée. Montrons que

(X, d) est précompact. (22)
C’est vrai sous ’hypothése plus générale que chaque (X, d,,) est précompact.
Soient en effet ¢ > 0, N € N tels que ZZO:N-H 27" < e, Ry,..., R, des e-
réseaux de X1,..., Xy et R := [[o, Ry X I yiiian}, ot a, € X, est
fixé. |R| = Hszl |Ri| < oo et R est un 2e-réseau de (X,d). En effet, soit
r = (z,) € X, r, € R, tels que dp(rp,x,) < e, V1 < n < N, r =
(ri,...,rN,an+1,...) € R. On a

N
T) :ZQ_Hdn(men Z 2" nd men < ZQ e+ Z 27" < 2e.
n=1

n=N+1 n=N+1

(X, d) est donc précompact et complet : il est compact, d’ou le résultat. []
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On fixe & présent une famille d’espaces topologiques (X;, 7T;)ie; non vides
et X := [[,c; Xi muni de la topologie produit. Nous allons démontrer le
théoréme de Tychonov.

Définition 12. 1. On dit qu'une famille A C P(X) a (P) (propriété de
Uintersection finie) si toute intersection finie de parties de A est non
vide.

2. De plus, une famille A est dite maximal si elle a (P) et si toute famille
B ayant (P) et contenant A est égale a A.

Lemme 8. Soient A une famille mazimale et B C X tel que
BnA=0, VA e A

Alors
1. A est stable par intersection finie.
2. Be A

Démonstration. 1. S Ay,...,A, € Aet A=A, N---NA, Soit B :=
AU{A}, Ba (P)et AC B, donc B=Aet donc A € A.

2. Soit B=AU{B}, B a (P) par ce qui précéde et on conclut de méme
que B € A, puisque A est maximale.
O
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Théoréme 13. (Tychonov)
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. X, est compact pour tout i € I,
2. X est compact.

Démonstration. 2. = 1. Si X est compact, X; = p;(X) est compact car p;
est continue.

1. = 2. Montrons que X est compact. Soit A une famille de fermés de X
ayant (P), il s’agit de montrer que

[ A#0. (23)
AcA
En effet, si (w;)jes est un recouvrement ouvert de X, alors A := (w§)jes

est une famille de fermés de X telle que (), A = 0, donc A n’a pas (P)
et il existe une partie finie J C K telle que ﬂjeK wi = (), autrement dit
X =, exwj et X est compact.

Or, ensemble des familles ayant (P), ordonné par I'inclusion, est clairement
inductif, donc on peut choisir une famille maximale B contenant A d’aprés le
lemme de Zorn. Pour tout i € I, la famille (p;(B))pep a (P) dans X; (soient

By,...,B,eBetx e BiN---NB,, alors p;(z) € pi(By) N---Npi(By)), X;
étant compact et les p;(B) fermés, ils ont une intersection non vide :

3. € () 7i(B). (24
BeB

Soient alors x = (2;);c; et w un ouvert élémentaire (w € X) contenant x :
w = [Jwi, avec w; ouvert et w; = X; pour ¢ ¢ J, J C [ finie. Fixons
i € J, B € B. (24) montre que w; N p;(B) # 0, soit p; '(w;) N B # 0. Le
Lemme 8 entraine & la fois p; ' (w;) € B et (o, p; (wi) € B, ie w € B. En
particulier, A € A entraine wN A # () car A C B et puisque B a (P). w étant
arbitraire, cela montre que z € A, A étant fermé, z € A. Finalement :

S ﬂA;é@,

AcA

ce qui achéve la démonstration. O
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