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Introduction

Le but ici est de développer quelques outils topologiques abstraits concernant les espaces
vectoriels topologiques et en particulier les espaces localement convexes et les espaces de
Fréchet, pour ensuite pouvoir construire une topologie sur l'espace des fonctions lisses &
support compact donnant lieu aux notions de convergence et la définition des distributions
que le lecteur connait déja et pour laquelle des exposé détaillés se trouvent dans [1], [3]
ou encore |6]. Nous exploitons ensuite les résultat des deux premiéres parties pour décrire
rapidement la topologie des espaces de Schwartz intervenant dans la théorie de la transformée
de Fourier.

A cet effet, nous supposons le lecteur familier avec la topologie fondamentale, notamment
sur les notions de complétude, de compacité, ainsi que sur les espaces vectoriels normeés,
Iextraction diagonale de Cantor, le théoréme d’Ascoli, ainsi que les topologies faibles et
préfaibles...

Notre exposé provient des chapitres 1, 6 et 7 de [5] et des chapitres 3, sections 1-3 et 7,
sections 3-4 de [6].



Premiére partie
Espaces vectoriels topologiques et
espaces de Fréchet

1.1 Topologie des espaces vectoriels

Dans la suite, K désignera indifféremment le corps R des nombres réels ou C des nombres
complexes, muni de sa topologie euclidienne usuelle.

Définition 1. Un K-espace vectoriel X muni d’une topologie 7 est un espace vectoriel
topologique si

1. Tout singleton est fermé dans X,

2. L’addition et la multiplication par un scalaire sont continues.

Remarque 1. Dans la littérature, on impose seulement la seconde condition & un espace
vectoriel pour qu’il soit dit "topologique". Cependant, dans la plupart des cas, la premiére
condition est également vérifiée et alors ici, tout espace vectoriel topologique est séparé (voir
[5], Theorem 1.12). Notons que tout espace vectoriel normé est topologique.

On fixe alors (X, 7) un espace vectoriel topologique. On observe que E C X est ouvert si
et seulement si a + E est ouvert, pour tout a € X. Ainsi, 7 est entiérement déterminée par
une base locale; c’est-a-dire une base de voisinages de 0, i.e. un ensemble B de voisinages de
0 tel que

YV eV(0), 3eB; UCYV,

ou V(0) désigne ensemble des voisinages de 0. Alors, on a

VUCX, Uer & JaeX, W, eB; U=|Ja+V)

il

Définition 2. Soient (X, 7) un espace vectoriel topologique, B C X et B une base locale de
X.

1. B est balancé si
VaeK, |o| <1 = aBC B.

2. B est absorbant s’il est convexe et si
Vee X, 3 >0; v etB.

On définit alors la fonction de Minkowsky :

Vo € X, pp(z) :=inf{t >0; t 'z € B}.



3. B est borné si
YV eV(0), 3s>0; Vt > s, BCtV.

4. Si (z,,) est une suite dans X, on dit qu’elle est de 7-Cauchy si
YV e V(0), Ing > 0; Yn,m > ng, x, — T, € V.

Il est clair que si 7 est métrisable, de métrique compatible d, alors une suite est de
d-Cauchy si et seulement si elle est de 7-Cauchy.

5. X est localement convexe s’il admet une base locale constituée d’ouverts convexes.

6. X est localement compact (resp. borné) si 0 posséde un voisinage relativement compact
(resp. borné).

7. X est un F-espace si 7 est invariablement complétement métrisable, i.e. s’il existe
une métrique compatible d compléte et invariante par translation (d(z + z,y + z) =
d(x,y), Yx,y,z € X).

8. X est un espace de Fréchet si c’est un F-espace localement convexe.

Proposition 1. Soit p une semi-norme sur un espace vectoriel X (i.e. une application sous-
additive et positivement homogéne X — R).

a) p(0) =0,

b) Ip(x) = p(y)| < plx —y), Yo,y € X,

¢) p(xr) >0, Vo € X,

d) {x € X ; p(x) =0} est un sous-espace vectoriel de X,

e) B:={x € X ; p(x) <1} est convere, balancé, absorbant et p = pp.

Démonstration. On obtient a) avec p(ax) = |a|p(z) et a = 0.
On a

p(x) +plr—y+y) <plx—y)+ply) = plx)—ply) <pla-y),

et en échangeant les roles de x et y, on a p(y) — p(z) < p(y — z) = p(z — y), d’ou b).
Avec y = 0, ¢) se déduit de b).
Si p(z) = p(y) =0, et si o, f € K, ¢) montre que

0 < plazx + By) < |alp(z) + |Blp(y) = 0.
B est clairement balancé. Si x,y € Bet 0 <t <1, o0n a
plte + (1 —t)y) < tp(z) + (L —t)p(y) < 1,

ce qui montre que B est convexe. Si x € X et s > p(x), alors p(s~'z) = s7!p(x) < 1, donc B
est absorbant et pup(z) <s, ot up < p. Si0 <t < p(x), onap(t'z)>1,donct 'z ¢ B
et donc p(z) < pp(x). O

Définition 3. Une famille P de semi-normes sur X est séparante si on a

Ve #0, 3p € P ; p(x) #0.



Théoréme 1. Soient X un espace vectoriel et P une famille séparante de semi-normes sur
X. Pourpe P et n € N*, on pose

Vip,n) = {x €X: pla) < %}

Soit B la collection des intersections finies d’ensembles V (p,n). Alors, B est une base locale
conveze balancée d’une topologie T sur X telle que (X, T) soit un espace vectoriel topologique
localement convexe vérifiant

1. Toute p € P est continue,
2. E C X est borné si et seulement si p(E) C K est borné pour tout p € P.

Remarque 2. Autrement dit, {V (p,n), p € P, n > 1} est une prébase locale convexe balancée.

Démonstration. e Une partie A C X est ouvert si A est union de translatés d’éléments de
B. Ceci forme une topologie 7 invariante par translation sur X. De plus, tout élément
de B est convexe, balancé et B est une base locale de 7.

e Montrons que (X, 7) est un espace vectoriel topologique.

x Siz € X,z # 0et plx) >0pour un p € P. x ¢ V(p,n) si et seulement si
np(x) > 1, donc 0 n’est pas dans © — V(p,n) € V(x), donc = ¢ {0}. Ainsi, {0} est
fermé et 7 étant invariante par translation, tout singleton de X est fermé.

x Soit U € V(0). Alors il existe p1,...,pm € P et ny,...,n, € N* tels que

m

ﬂV(Pi,ni) cu. (1)

=1

Soit

m

m V(pi, 2n;). (2)

=1

V.

Comme p est sous-additive pour tout p € P, V + V C U, donc 'addition est
continue.

x Soient x € X, a € K et U,V définis comme ci-dessus. x € sV pour un certain
§ > 0. Soit ¢ := 5. Siy € x + 1V et 18— a| <1, alors

y—ar=P0y—x)+(B—a)re|ftV+|f—alsVCV+V CU,

puisque ||t < 1 et V est balancé. On en déduit que la multiplication par un
scalaire est continue.

e Ainsi, X est un espace localement convexe. Par définition de V(p,n), chaque p € P est
continue en 0, donc continue d’aprés la Proposition 1, b).

e Si £ C X est borné, sois p € P. Comme V(p,1) € V(0), E C kV(p,1) pour un k < oc.
Alors, p(x) < k pour tout x € E. Donc, tout p est borné sur E.
Réciproquement, si £ borne tout p € P, soit U € V(0), (1) est vérifiée. Il existe M; < oo
tels que p; < M; sur E, pour tout 1 < i < m. Si n > M;n; pour tout 1 <i < m, on a
E CnU et E est donc borné.
O



Remarque 3. Soit P = {p;, i € N*} une famille dénombrable de semi-normes. Le Théoréme 1
montre que P induit une topologie 7 sur X, a base locale dénombrable. Alors, 7 est métrisable.
En effet, une métrique invariante par translation et compatible peut étre définie par

Cnpn(‘r - y)
dlz,y) :=sup ————,
( y> nzll) 1+ pn(x - y)

avec (x,) est une suite de réels positifs telle que 0 = lim,,_,, ¢,. Les boules
B, ={re X ; d0,z)<r}, r>0

forment une base locale convexe balancée de 7. En effet, fixons » > 0. Pour presque tout
n>1,onac, <retdonc % < r. Ainsi, B, est I'intersection d’un nombre fini de parties
de la forme

{xEX;pn(x)< - },

Cn— T
en fait ceux pour lesquels ¢,, > r. Le Théoréme 1 montre que chaque p,, est continue, donc ces
parties sont ouvertes. Ainsi, B, est ouverte et la Proposition 1 implique que B, est convexe
et balancée.

Ensuite, soit W € V(0). Par définition de 7, on peut choisir un nombre fini d’ensembles

tels que

Si 2r < minj<;< ¢;0; et * € B, alors

Cipi(x) r < Ci5i7 V1<i<k

d’on p;(x) < 6; et B, CW.
Ceci prouve notre assertion et montre aussi que d est compatible avec 7.

1.2 Structure d’espace de Fréchet des fonctions lisses

Pour des fonctions numériques (complexes) définies sur une partie de R”, un multi-indice
est un n-uplet d’entiers naturels

a=(ag,...,0p)
et on considére Pordre de a : |a| :== a1 + - - - + a,, ainsi que 'opérateur différentiel
901 Hoz Hon olel

o0 :

0x{"* 0x5?  Oxen  OxT'Ox§? - - Jxon

De plus, si |a| =0, on pose 0*f = f.
Pour un ouvert () # Q C R™, on pose

CoQ)={f:Q—=>C; VaeN' 0°feC(Q)}.

7



Le support de f : Q2 — C est, par définition

supp (f) == {z € Q; f(z) # 0}.
Si K C () est un compact, on définit également

Di :=Dg(Q) :={f€C®(Q) ; supp f C K}.

Théoréme 2. [l existe sur C*(§2) une topologie 7y faisant de C*(2) un espace de Fréchet
satisfarsant la propriété de Heine-Borel et tel que, pour tout compact K de ), Dk est un
sous-espace vectoriel fermé de C®(S).

Démonstration. On peut choisir (K,,),>1 une suite exhaustive de compacts pour 2. Pour
n > 1, on définit sur C*(2) les semi-normes

Palf) := max |0° ()| = max|0% flloc,c,
€Ky o

Le Théoréme 1 et la Remarque 3 montrent que ceci définit sur C*°(£2) une topologie 7
métrisable, localement convexe. De plus, pour x € €, la fonctionnelle f &% f(z) est continue
pour 7y. Or, pour K C ) compact,

Dk = ﬂ ker(e,)

¢ K

est donc fermé dans C*(2). Une base locale de 7y est donnée par

v, {f € Q) ; pulf) < %} .

Soit (f;) une suite de Cauchy dans C*>(Q2). Pour n fixé, f;— f; € V,,, pour i, j assez grands.
Alors, |0°f; — 0°f;] < % sur K, si |a| < n. Ainsi, chaque (0°f;); converge uniformément
sur tout compact de  vers un g, € C(2). En particulier, lim; ,,, f; = go et il est clair que
Jga = 0%gp pour tout a« € N™ et gg € C*(QQ). Alors, f; — go pout 79 dans C*(€2). On en
déduit que (C*(Q2), 1) est un espace de Fréchet et il en est donc de méme pour Dy, pour
tout compact K C .

Enfin, supposons que £ C C®(2) soit fermé et borné. D’aprés le Théoréme 1, comme
E est borné, il existe My > 0 tel que Py(f) < M, pour tout f € F et tout N > 1. Les
inégalités

0% f| < M,
valables sur Ky, pour |a| < N montrent que la famille {0°f, f € E} =: Ag est équicontinue
et simplement relativement compact sur K,,_1, si |G| < N — 1. D’aprés le théoréme d’Ascoli,

on a
YN > 1, V|G| < N —1, Ay cC C(Kp_y).

Soit donc (f,) une suite de E. Pour N = 1, on a {f,} € Ay CC C(Kj), donc il existe
@1 : N — N strictement croissante telle que (f,, () converge uniformément sur K. Ensuite,
pour N = 2, {8°f,,m} C Ag CC C(K,), pour tout |8] < 1, donc il existe g : N = N

8



strictement croissante telle que (0° f,,00,(n)) converge uniformément sur K. Par récurrence,
en posant
v : N — N
n o+ ppo---opi(n)

I'extraction diagonale de Cantor assure que (9” fo(n)) converge uniformément sur tout com-
pact K C €. Ainsi, (fyn)) converge pour 79 donc E est séquentiellement compact, donc
compact puisque C>(£2) est métrisable. O]

Remarque 4. D’aprés la version lisse du lemme d’Urysohn, on a dim Dx = oo si K # (), donc
dim C*®(2) = oo et comme C>(Q) vérifie la propriété de Heine-Borel, le theorem 1.23 de [5]
implique que C*(£2) n’est pas localement borné, donc non normable.



Deuxiéme partie

Topologie des Distributions

2.1 L’espace des fonctions tests

Fixons () # Q0 C R™ un ouvert. Soit D(2) la réunion des espaces de Fréchet Dy (Q2) ou K
parcourt les compacts de Q. Ainsi, ¢ € D(Q) si et seulement si p € C*(Q) et {z € Q; p(z) #
0} est relativement compact dans §2. D(£2) est clairement un C-espace vectoriel. Introduisons
les normes

9]l = max |9°6(x)] = max [|19°¢]lx. ¢ € D), N > 1. (3
e

Proposition 2. Les resirictions de ces normes a toult D C D(Q) induisent la méme topo-
logie sur D que les semi-normes p,.

Démonstration. Pour K C Q) compact, il existe Ny > 1 tel que K C Ky pour tout N > Nj.
Pour de tels N, on a

16][x = pa(®)

si ¢ € Dg. Puisqu’on a

10lln < [|@llns1 et pn(@) < prta(9),

les topologies induites par chaque suite de (semi-)normes sont identiques si N démarre & Ny
plutot qu’a 1. Les topologies coincident alors, et une base locale est formée par les

1
Ve={oeDei oy < b N 21

[]

Remarque 5. Les normes (3) permettent de définir sur D(€2) une topologie localement convexe
et métrisable, mais non compléte. En effet, sin =1, Q = R, ¢ € D(R) avec supp ¢ C [0, 1],
¢ > 0 au moins sur un ouvert non vide de [0, 1] et si ’'on pose

7v/Jm(ZL‘) 22¢(I—1)+%¢($—2)+...+%¢(x_m):Z

alors, (¢,) est de Cauchy pour cette topologie. En effet, si n > m > | M||¢|[rs — 1], alors
1

|t — || pr = max ¢(k)(x—m—1)+---+%d)(k)(x—n)

k<M

o
1
< <= = — € V.
< — N8l < 37 = Yo~ vm € Vi
Cependant, lim,, ,o ¥, n’est pas & support compact, donc lim,, ¢ D(Q). Il nous faut
donc définir une autre topologie, compléte, localement convexe 7 sur D(Q2) (elle ne sera pas
métrisable, mais ce n’est qu'un inconvénient mineur, comme nous allons le voir).

10



Définition 4. Soit Q2 un ouvert non vide de R".

1. Pour un compact K C 2, 7 désigne la topologie d’espace de Fréchet de Dg décrite
plus haut.

2. On note [ I'ensemble des parties convexes balancées W C D(1) telles que DxNW € 1x
pour tout compact K C Q.

3. On note aussi 7 ’ensemble des unions d’ensembles de la forme ¢ + W pour ¢ € D(Q)
et W e g.

Remarque 6. Si (z,,) est une suite dans €2, sans valeur d’adhérence et si (¢,,) est une suite
de réels strictement positifs, alors ’ensemble

W :={p D) ; |¢(xm)| < cm, Ym > 1}

est dans (. En effet, W est clairement convexe et balancé. Si {z,,} N K = 0, alors Dx NW =
Dy € Tk. Sinon, {z,,} N K ne peut étre infini car, K étant compact, {z,,} N K aurait des
points d’accumulation et (x,,) aurait donc une valeur d’adhérence. Donc, {z,,} N K est fini,
quitte & réordonner, on peut supposer que {z,,} N K = {x1,...,2,,}. Alors, on a

no
Dk NW ={¢ € D ; |p(z;)| < ¢;, V1 <i<mo}=DgnN ﬂe;}(] —¢i,¢)) € Tk.

=1

Ainsi, D N W € 7 pour tout compact K et donc W € B. W est alors un 7-voisinage de 0
dans D(€2). C’est ce fait (voir le théoréme 3) qui force une partie 7-bornée a étre concentrée
sur un compact K C Q et les 7-suites de Cauchy sont donc convergentes.

Théoréme 3. a) 7 est une topologie sur D(QQ), dont [ est une base locale.

b) T fait de D(Q) un espace vectoriel topologique localement conveze.

Démonstration. Supposons que Vi, V5 € T et ¢ € V1NV, Pour montrer a), il suffit de montrer
que
p+W CVinVy (4)

pour un certain W € (3. La définition de 7 montre qu’il existe ¢; € D(Q), W; € § tels que
pep,+ W, CV;,, Vi=1,2.
Choisissons K tel que Dk contienne ¢, ¢1 et ¢o. Puisque D N W; est ouvert dans Dy, on a
¢ —¢i € (1—00)W;
pour un certain §; > 0. La convexité de W, implique que
¢ — ¢ + W, C (1 —0)W; +6;W; =W,

et donc
G+ oW, C i+ W, CV;, i =1,2.

Ainsi, (4) est vérifiee avec W := §;W,; N 3,5 et a) est prouvé.
Ensuite, supposons que ¢ # ¢, dans D(€2) et posons

W={p D) ; [9llo <Il¢r — ¢2llo}

11



avec ||¢llo = ||¢]|lcc,0- Alors, W € B et ¢1 ¢ ¢o + W. Il s’ensuit que {¢;} est fermé pour 7.
[’addition est continue puisque la convexité de chaque W € 8 implique que

1 1
(% + §W) + (¢2 + §W> = (Y1 +2) + W
pour tous ¥, s € D(2). Pour montrer que la multiplication par un scalaire est continue,
soient @ € C, ¢y € D(2). Alors,
ag — appo = ap — ¢o) + (a — ap)go.

SiW e 3, il existe § > 0 tel que d¢g € %W Comme W est convexe et balancé, si o —ag| < §
et ¢ — pg € W avec 2¢(|ag| + ) = 1, alors

a6 — ando = (6 — dn) + (o — o)y € acl + =0

d’ou le résultat. O

1 1
WC§W—I—§W—VV,

Théoréme 4. a) Une partie conveze balancée V' C D(Q2) est ouverte si et seulement V €
B.
b) Sur tout D, la topologie Tx coincide avec la topologie induite par D(S).
c) Si E CD(Q) est borné, E C D pour un compact K C Q et il existe My > 0 tels que

Vo € E, ||¢||ly < My, YN > 0.

d) D(Q) vérifie la propriété de Heine-Borel.

e) Si(¢;) est de Cauchy dans D(?), alors {¢;} C Dk pour un K compact et on a
lim {|¢; — ¢jflx =0, VN > 0.
1,]—00

f) Si(¢;) converge vers 0 pour T, il existe K C Q) compact tel que supp ¢; C K et (0%¢;)
converge vers 0, uniformément et pour tout a.

g) Dans D(R2), toute suite de Cauchy converge.

Démonstration.  a) Supposons que V € 5. Si D NV =), il n’y a rien & montrer. Sinon,
choisissons ¢ € D NV. D’aprés le Théoréme 3, il existe W € [ tel que ¢ + W C V.
Alinsi,

Qb"’(DKﬂW) CDrgNV.
Puisque D N W est ouvert dans Dy, on a montré que
DNV eTk, si Ve et KCQ. (5)

a) est donc conséquence de (5) car § C 7.

b) (5) montre déja que 7p, C 7. Soit donc £ € 7k. Il nous suffi de montrer que £ =
Dy NV pour un certain V € 7. La définition de 7 implique que pour chaque ¢ € F,
il existe N et § > 0 tels que

(Y €Dy ; | —¢|x <3} C E.
Posons Wy := {¢ € Dk ; ||¢||ny < d}. Alors, W, € [ et
Dk N(p+Wy)=0¢+ (DxkNWy) C E.
Done, si V := Uyep(¢ + Wy), alors, V € 7 et E=DgNV.

12



¢) Considérons E C D(R) inclus dans aucun Dg. Soit (K,,), une suite exhaustive de
compacts pour Q. Comme E ¢ Dy, , on peut choisir ¢, € E'\ D, et x; ¢ K; tels que
¢1(z1) # 0. On peut supposer que z; € Ky car s’il n’y a pas de tels ¢; et x;, alors
E C Dg,, ce qui est exclus. On voit alors que l'on peut choisir récursivement ¢, € E
et x,, € Q, (z,,) étant sans valeur d’adhérence, tels que ¢, (z,,) # 0, pour tout m > 1.

Posons
W= {qﬁ € D) ; |o(xm)| < W, Ym > 1}.

Comme nous 'avons vu dans la Remarque 6, chaque compact K ne contient qu’un
nombre fini des z,,, et donc
DK NnNW e TK-

Ainsi, W € (. Puisque ¢, ¢ mW, aucun multiple de W ne contient E. Ceci montre
que F n’est pas borné. Il s’ensuit que chaque partie bornée E de D({2) est contenue
dans un Dg. Par b), E est alors une partie bornée de Dg. Par conséquent, d’aprés le
Théoréme 1, on a

sup ||¢]|n < o0, YN > 0.

o)

Ceci montre c).
d) Ceci provient de ¢) et du fait que D vérifie la propriété de Heine-Borel.

e) Puisqu’une suite de Cauchy est bornée, ¢) implique que chaque suite de Cauchy de
D(Q) est contenue dans un Dg. Par b), une telle suite est aussi de Cauchy pour 7x et
ceci prouve e).

f) C’est une conséquence immédiate de e).

g) Ceci découle de b), e) et de la complétude de Dy, cette derniére provenant du fait que

(Dg, i) est un espace de Fréchet.
]

Remarque 7. Par b), les conditions nécessaires de c), e) et f) sont aussi suffisantes. Par
exemple, si £ C D(Q) et ||¢||y < My < oo pour tout ¢ € E, E est borné dans Dy par le
Théoréme 1 et b) montre que E est alors borné dans D().

2.2 Dual topologique et distributions

Commencons par trois résultats techniques :
Lemme 1. a) Sid est une métrique invariante sur un espace vectoriel X, alors
d(nz,0) < nd(x,0), Vn > 1, Vo € X.

b) Si(x,) est une suite dans un espace vectoriel topologique métrisable M et silim,, ., ©,, =
0, alors il existe une suite de scalaires (vy,) tels que

13



Démonstration. 1. Ceci découle de I’équation
d(nz,0) <> d(kz, (k — 1)z) = nd(x,0).
k=1

2. Soit d une métrique comme en a), compatible avec la topologie de X. Comme d(z,,,0) —
0, il existe une suite croissante d’entiers positifs ny telle que d(x,,0) < 1%2 pour tout
n > ng. Posons v, = 1sin <njety, =ksing <n<ng. Pourn > ng, on a

d(Vn2p,0) = d(kx,,0) < kd(z,,0) <

el

Ainsi, lim,, o Yz, = 0, d’ou le résultat.

Lemme 2. Soit E C X une partie d’un espace vectoriel topologique. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

i) E est borné.

ii) Si (x,) est une suite dans E et (o) est une suite de scalaire telle que lim,, o, a;, = 0,
alors lim,,_, oo ¢y, = 0.

Démonstration. Suposons E borné et soit V' un voisinage balancé de 0 dans X. Alors £ C tV
pour un t. Si z,, € E et () de limite nulle, il existe N tel que |a,|t < 1 pour tout n > N.
Comme t™'E C V et V est balancé, oy, z,, € V pour tout n > N. Ainsi, lim,,_,ec 2, = 0.
En effet, si U € V(0) et comme la multiplication par un scalaire est continue, il existe § > 0
et il existe V' € V(0) tels que aV C U pour |a| < 4. Soit W = {J,, sV Alors, W € V(0)
est balancé et W C U. Donc, tout voisinage de 0 contient un voisinage balancé de 0.
Réciproquement, si ' n’est pas borné, il existe un voisinage V' de 0 et une suite (r,)
tendant vers l'infini telle qu’aucun 7,V ne contienne E. Choisissons x,, € E tel que x,, ¢ r,V.
Alors, aucun r, 'z, n’est dans V et (r,'z,) ne converge donc pas vers 0. O

Proposition 3. Soient X,Y deux espace vectoriels topologiques et f : X — Y une application
linéaire. Parmis les quatre propriétés de f suivantes, les implications

a) = b) = ¢
sont vérifices. St X est de plus métrisable, on a aussi
c) = d) = a).

i) f est continue,

i) f est bornée,
iii) Si (z,) tend vers 0, l’ensemble { f(x,), n > 1} est borné,
i) Si (xz,) tend vers 0, alors (f(x,)) tend vers 0.
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Démonstration. e Supposons i) et soit £ C X borné et soit W un voisinage de 0 dans
Y. Puisque f est continue (et f(0) = 0), il existe un voisinage V' de 0 dans X tel que
f(v) C W. Puisque FE est borné, E C tV pour t assez grand, de telle sorte que

fE) Cf@V) =tf(V) CtW.

Ceci montre que f(E) est borné dans Y. Ainsi, i) implique i) et comme toute suite
convergente est bornée, i) implique 7i7).

e Supposons X métrisable, que f vérifie iii) et que (z,) tend vers 0. Par le Lemme 1,
il existe une suite de scalaires positifs (7,) tendant vers Uinfini telle que (v,z,) tende
vers 0. Ainsi, (f(7,2,)) est bornée dans Y et le Lemme 2 implique que

lim f(x,)= lim JOintn)

n—oo n—0o0 ’yn

=0.

Finalement, supposons 4) faux. Il existe un voisinage W de 0 dans E tel que f~*(W)
ne contienne aucun voisinage de 0 dans X. Si X posséde une base locale dénombrable,
il existe alors une suite (z,) dans X telle que lim,, z,, = 0, mais f(z,) ¢ W. Ainsi, iv)
est faux.

]

Théoréme 5. Soient Y un espace localement convexe et A : D(Q) — Y linéaire. Les pro-
priétés sutwantes s’équivalent :

i) A est continue,

ii) A est bornée,
iii) Si (¢i) converge vers 0 dans D(QY), alors (A¢;) converge vers 0 dans Y,
i) La restriction de A & chaque D C D(Q) est continue.

Démonstration. L'implication i) = i) provient de la Proposition 3.

Supposons que A soit bornée et soit (¢;) une suite de D(Q2) convergeant vers 0. D’aprés
le Théoréme 4, (¢;) converge vers 0 dans un certain D et la restriction de A & ce Dg est
bornée. La Proposition 3 appliquée & A : D — Y montre que (Ag;) tend vers 0 dans Y.
Ainsi, i1) = ii).

Supposons iii), soit (¢;) une suite de D convergeant vers 0 dans Dy. D’apreés le ii) du
Théoréme 4, (¢;) tend vers 0 dans D(Q2). Ainsi, i7i) implique que (A¢;) tend vers 0 dans Y
et puisque Dk est métrisable, iv) s’ensuit.

Pour montrer que iv) implique 7), soit U un voisinage convexe balancé de 0 dans Y et voit
V := A7Y(U). Alors, V est convexe et balancé. Par le a) du Théoréme 4, V est ouvert dans
D(Q) si et seulement si D NV est ouvert dans Dy, et ce pour tout D C D(Q2). Ceci prouve
que ©) et iv) sont équivalents. En effet, tout voisinage de 0 contient un voisinage convexe de 0
et tout voisinage convexe de 0 contient un voisinage convexe balancé de 0. Ce premier point
découle du fait que Y est localement convexe et pour montrer le second, soit U un voisinage
convexe de 0 dans Y. Posons A := ﬂ\a|=1 aU. Comme la multiplication par un scalaire est
continue, il existe 6 > 0 et V' € V(0) tels que aV C U si |a| < 4. Soit W = |J,, sV

Comme W est balancé, o'W = W pout |a| =1, d’ou W C aU. Ainsi, W C A donc A est
un voisinage de 0. Clairement, A C U, A est convexe comme intersection de convexes, donc
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A aussi. Tl reste & montrer que A est balancé et il suffit donc de montrer que A est balancé.
Choisissons 7, 8 tels que 0 < r <1 et |f| = 1. Alors, on a

rBA = m rpal = ﬂ ral.

la|=1 lal=1

Puisque aU est un convexe contenant 0, on a ralU C aU. Ainsi, 1A C A, et ceci termine la
preuve. O

Corollaire 1. Tout opérateur différentielle
0% : D) — D(Q)

est continue.

Démonstration. Puisque [[0%¢||n < ||@]|n4ja) pour N > 0, 0% est continu sur chaque Dy et
on conclut avec le Théoreme 5. ]

Théoréme 6. Soit T une forme linéaire sur D(2). On a alors équivalence entre
i) T e D'(Q),

ii) Pour tout compact K C ), il existe un entier n € N et une constante C > 0 tels que
VQb € DK7 | <T7 ¢> | S C||¢Hna
iii) Pour tout suite (¢,) dans D(Q2), on a

lim ¢, =0 = lim (T,¢) =0.
n—oo

n—00

Démonstration. L’équivalence entre i) et iii) est 'équivalence i) < ii) du Théoréme 5.
L’équivalence entre i) et i) est 'équivalence i) < iv) du Théoréme 5, combinée avec la

description de la topologie de Dg en termes des semi-normes || - || - O
Définition 5. 1. Une forme linéaire continue sur D(£2) (pour 7) est appelée une distribution
sur €2.

2. S’il existe n tel que i) soit vérifié pour tout K, le plus petit d’entre eux est I'ordre de
la distribution. S’il n’existe pas de tel n, on dit que la distribution est d’ordre infini.

Remarque 8. Chaque x € Q détermine une fonctionnelle §, sur D(Q2) par

Vo € D(Q)7 <69:7 ¢> = ¢<I>

Le Théoréme 6 montre que J, est une distribution d’ordre 0. Si x = 0 € R", § = g est appelé
la distribution de Dirac sur R".
Pour K C ) compact, on a

Dx = [ 6,1 ({0}) = [ ker(d.).

et K ¢ K
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donc chaque Dx C D(Q) est fermé. 1l est clair que Dg est d’intérieur vide dans D(€2).
Puisqu’il existe une suite exhaustive de compacts (K,) pour €, on a

D(Q) = | ] Dk,

n>1

Comme les suites de Cauchy de D(Q2) convergent, D(§2) n’est pas métrisable car autrement,
ceci contredirait le théoréme de Baire.

loc

Exemple 1. Soit f € L} (Q) (i.e. pour tout compact K C Q, on a f € L'(K)). Posons

(Ty, ¢) = / f(@)é()d = / féd ¢ € D).

Puisqu’on a
(T, 0) | < [1F 111l loo
le Théoréme 6 montre que Ty € D'(2) et est d’ordre 0.

On peut alors instaurer la théorie des distributions de maniére usuelle et ne retenir que la
notion de convergence dans D(£2). Terminons cette section par une digression sur les dérivées
des distributions et sur leur convergence.

Proposition-Définition 1. Si o« € N" et T € D'(QQ), on pose

(0°T, ¢) := (=1)l*N(T,9%¢) , ¢ € D(Q).
Alors, 0°T € D'(Q) est la dérivée a**™¢ de T.

Démonstration. 0*T est clairement une forme linéaire sur D(2). De plus, si

(T, 0) | < Cli¢lln, Vo € D,

alors

[(0°T, ¢) | = |(=1)*UT, 8°¢) | < C[10°¢lln < Clldllnials
donc 0%T € D'(§2) d’aprés le Théoréme 6. O

Exemple 2. Si f € C"(Q2), on a donc
V|Oé| < n, aan = Taaf.

Il suffit d’effectuer une intégration par parties standard pour le voir.

Définissons, pour ¢ € D(Q), 'évaluation

6 D) —» C
T = (T,9)

La topologie préfaible (ou faible-x) sur D'(Q) est la topologie initiale associée aux ¢ ou ¢
parcourt D(2). Elle est également associée a la famille de semi-normes ||T||, := | (T, ¢) | et
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fait de D’'(€2) un espace localement convexe (voir [5], sections 3.14 et 6.16).
Si (T},)n>0 est une suite de distributions sur €2, 'assertion

T, — T au sens des distributions

signifie alors

*

T, —~T
i.e.

V6 € D(Q), lim (T, ¢) = (T,¢),

c’est-a~dire que (7,,) converge préfaiblement vers 7. Par exemple, si (f,,) est une suite d’élé-
ments de L} (), on dit que f, — T au sens des distributions si Ty, = T, i.e. si

loc

lim [ fup d\ = (T,¢), Yé € D(Q).
Q

n—o0

Ceci donne bien lieu au confort usuel de la théorie des distributions. Toujours a titre d’exemple,
on a le

Théoréme 7. Si (T,,) est une suite de distributions et si, pour ¢ € D(Q), le limite

(T, ) := lim (T, ) (6)

n—o0

existe, alors T € D'(Q) et, pour tout multi-indice o, on a
0T, — 0°T,

au sens des distributions.

Démonstration. Soit K C Q un compact. Puisqu’on a (6) pour tout ¢ € Dg et puisque Dy
est un espace de Fréchet, le théoréme de Banach-Steinhaus montre que la restriction de T a
Dy est continue. Il s’ensuit, par le Théoréme 5, que T' € D’'(Q2). Par conséquent, (6) implique
que

n—oo n—oo

(0°T, ) = (=1)* (T, 0°6) = (=1)\*! lim (T,,,0°6) = lim (6°T,., 6) = <lim aaTn,¢>

donc
lim 0°T,, = 0°T.

n—o0

2.3 Espaces de Schwartz

On définit le n*™® Pespace de Schwartz comme 'espace des fonctions "a décroissance
rapide" :

Su={f €C(R") s sup sup (1+ [[z]*)"]0°f(2)] < oo, VN € N},

|a|<N zeR™
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et, pour f € S, on définit les semi-normes

Ny (f) = sup sup (1 + [|z*)¥|0°f(2)], N >0.

|| <N zeR™

En d’autres termes, pour que f € C*®(R") soit dans S,, il faut et il suffit que P - 0%f
soit bornée sur R"™, pour tout polynéome P et tout multi-indice «. Puisque c’est vrai avec
(1+ ||z]]>)V P(x) a la place de P(z), tout P-90*f est élément de L'(R™).

Ces fonctions forment un espace vectoriel muni d’une topologie localement convexe définie
par les Ny, comme décrit dans le Théoréme 1. De plus, il est clair de D(R™) C S,,.

Théoréme 8. S, est un espace de Fréchet.

Démonstration. 11 est clair que §,, est un espace invariablement métrisable et localement
convexe. Il reste donc & montrer que S, est complet. Soit donc (f;) une suite de Cauchy
dans S,,. Pour chaque pair (o, ) de multi-indices, les fonctions z°9° f;(x) convergent alors
(uniformément sur R”) vers une fonction bornée g, g. Il s’ensuit que

Ga5(x) = 270%go ()

et ainsi, f; = goo dans S, d’ott le résultat. m

Théoréme 9. a) D(R"™) est dense dans S,,.
b) L’injection canonique
D(R") — S,

est continue.

Démonstration.  a) Choisissons f € S, et ¢» € D(R") telle que ¢» = 1 sur la boule unité de
R” (lemme d’Urysohn lisse) et posons

fr(@) = fo)v(re), z € R", r > 0.

Alors, f, € D(R™). Si P est un polynome et « un multi-indice, alors

P(x)0°(f = f)(x) = P(x) D ca (0P ()P0’ (1 = ¢)(rz).

B

Notre choix de ¢ montre que 9°(1 — ¥)(rz) = 0 pour tout multi-indice 8 et pout
|z|| < i. Puisque f € Sy, ona P-0°Pf € Co(R™) et ce pour tout § < a. Il s’ensuit
que la somme ci-dessus tend vers 0, uniformément sur R” quand r — 0. Ainsi, f, — f
dans S, et on en déduit a).

b) Si K C R™ est un compact, la topologie induite sur Dy par S, est clairement la méme
que celle des g, puisque chaque (1 + ||z]|*)™ est borné sur K. L’injection Di — S,
est donc continue et donc b) provient du Théoréme 5.

]
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Si¢: D(R") — S, est I'injection canonique et si L est une fonctionnelle continue sur S,
alors soit
ug, := Lo e D' (R"). (7)

La densité de D(R") dans S,, montre que deux L distincts ne peuvent donner naissance au
méme u. Ainsi, (7) décrit un isomorphisme d’espaces vectoriels entre le dual S, de S, et un
certain espace de distributions. De telles distributions sont dites tempérées. Les distributions
tempérées sont donc exactement les élément de D'(R™) qui s’étendent continuement a S,,. Si
on identifie uy, avec L dans (7), les distributions tempérées sont donc exactement les éléments
de §!. Laurent Schwartz qualifiait ces distributions de "sphériques”, car elle s’étendent sur
la sphére unité (voir [6], chapitre 7, section 4). Ceci explique I'utilisation de la lettre S par
Schwartz lui-méme.

Fort de ces considérations topologiques, le lecteur peut alors pleinement apréhender la
théorie des distributions et de la transformée de Fourier, qui motive I'introduction des espaces
de Schwartz, puisqu’elle définit un opérateur continue F : S, — S,, et, une fois étendue au
dual 8, par la méthode usuelle (i.e. (F(T),¢) := (T, F(¢))), fournit un opérateur linéaire de
période 4 qui est un homéomorphisme F : S, — S/.
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