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Définition 1. Si M = @jzo M; est un A-module gradué, avec A une algébre graduée sur
un corps [F, alors on définit sa série de Hilbert-Poincaré par

HPS(M, t) := Y (dimg M;)t’ € Z[[t]].

>0

Rappelons que si GG est un groupe de réflexions complexe agissant sur un C-espace vectoriel
V', alors par le théoréme de Shephard-Todd-Chevalley ( [2], Theorem 3.20), I'algébre des
invariants Sym(V*)“ est une algébre polynomiale. Si fi,..., f, est un systéme minimal de
générateurs homogénes de Sym(V™*), alors les degrés de G sont par définition les d; := deg(f;).

Théoréme 2. (Chevalley-Solomon), |3|, Theorem 1.1
Si W est un groupe de réflexions agissant sur un R-espace vectoriel V' et si S := Sym(V™*),

alors on a
T

1— g% qef HPS(S, q)
l(w) _ 1el ] = P\ H)
> 11 1—¢ 11 [, HPS(SW,q)

wew i=1 1<i<r

Idée de démonstration. On a un systéme de Coxeter (W, S) o S = Sy et si J C S, alors
(Wy = (J),J) est un systéme de Coxeter & son tour. Soit W un ensemble de représentants
de longueur minimal des classes a gauche de W; dans W. Si w € W, on a

we W’ & Dp(w):={se€S; l(xs) <l(x)} CS\J,

ainsi que W = W/W; et si W 2 w = xy € W/Wj, alors on a l(w) = I(z) + I(y). Pour un
systéme de Coxeter (V,X), on définit V(q) :== Y, ., ¢"”) € Z[g]. Ici, on a

v WI(g
S — (q)

W(q) =W (@W;(q) = W’ (g) = > Wi(q)

weW ; Dr(w)CS\J
Par le principe d’inclusion-exclusion (formule du crible de Poincaré), il vient alors
Z(_l)m (9) _ Z S = { g!(wo) S? |E//| < 00
o W;(q) WEW : Da(w)=5 0 si W=

En divisant par W (q) et isolant le terme J = S, on obtient

B (—1)l51=1 si |[W| =00

Y wo) _ (_1)S i -
O IR T R L W

JCsS

Par ailleurs, si W agit de par automorphismes simpliciaux sur un complexe simplicial A,
alors on a la formule de la trace de Hopf :

D (1)'Ci(A,C) =) (~1)'Hi(A,C)

% %

et ceci est une égalité entre caractéres virtuels de W. On a aussi le complere de Cozeter
A = A(W,S). Celui-ci admet deux descriptions données par

2



1. la décomposition simpliciale de S"~! C V induite par les hyperplans de réflexions de
W,

2. le complexe simplicial abstrait de faces les wW; (pour J C S et w € W), avec inclusion
des faces donnée par l'inclusion inverse des classes & gauche. Une face wWW; est de
stabilisateur (qui est aussi son stabilisateur ponctuel) wiW w=! = “W,.

Ainsi, la premiére description montre que H,_;(A,C) ~ C avec W-action donnée par le
déterminant det : W — C* et la seconde que C;(A) est une somme directe de représentations
Ind%J(l) = 11y, pour des W tels que |J| = r —1 —4. D’aprés la formule de Hopf, on a un

entrelacement
> (=YL AY ~ det. (2)
Jcs

On fait agir graduellement W sur R = Sym(V™*). Si M est un CW-module, on a par réciprocité
de Frobenius, Hom cy (1 1y, M) ~ W7 et Hom ¢y (det, M) ~ M™W4 = {m e M ; Yuw €
W, w(m) = det(w)m}. En appliquant & (2)) la fonction ch(W') — Z[q| définie :

X Z <X7 Rd> qda

d>0

il vient
> (=DYTHPS(R"7, q) = HPS(R™", q) = ¢/ HPS(RY, q). (3)
JCS

La derniére égalité ci-dessus vient du fait que R4t est un sous-R"-module libre de R de
rang 1, formé des éléments de R divisibles par le jacobien jw := [ u, ot les £y sont des
formes linéaires définissant les hyperplans de réflexion H de W, avec deg(jw) = l(wo) =
|{réflexions de W}|. On divise (3) par HPS(R, ¢), on isole le terme J = S et on en tire

HPS(RW”  q HPS(RY , q
> (=1 HP(S(R )) = /) HPS((R ))' (4)
= .q /q
En comparant et , on a que Wl(q) et Hﬁgéfg q,;z) satisfont la méme formule de récurrence
sur S et comme ces deux expressions valent 1 pour S = (), on obtient finalement que
HPS(R, q)
W) = 7+~
d’otu le résultat. O]

De plus, si T = (S!)" est un tore maximal d’un groupe de Lie K, d’algébre de Lie t, alors
par le théoréme de Chern-Weil, on a un isomorphisme d’algébres

H*(Br) ~ Sym(t").
Dans ce cas, le groupe de Weyl W de T est un groupe de réflexions qui agit sur t.

Corollaire 3. Si K est un groupe de Lie compact connexe de rang r, T un tore mazimal, W
le groupe de Weyl associé, de degrés dy, ... ,d,.. Alors, le polynéme de Poincaré de la variété
de drapeauzr K/T est donné par

. HPS(R, ¢? w
Pyr(q) = HPS(H*(K/T), q) = qug) = > ¢ = 1] e
! wew 1<i<r



Remarque 4. ( (1], §3.16-3.19)

Soit w, :==81-++8, = HaEH Sq un élément de Coxeter, i.e. un produit des toutes les réflexions
simples. Tous les tels éléments sont conjugués, donc le nombre de Cozeter h := o(w.) est
bien défini. On a h = 2'?' 2l(w°) |q>| . De plus, si ( désigne une racine prlmltlve heme de
I'unité, alors Sp(w.) C pn = {Cm 0< m < h} et les ezposants de W sont les my < --- < m,
tels que les ("™ forment le spectre de w.. On a m; =1 et m,, = h — 1 et de plus

. rh
IR
: 2
=1
On a aussi 'important résultat suivant

Ainsi, on a
{ > mi =D (di — 1) = l(wp) = ||
[T:di =TL(mi+1) = W]
En fait, ces considérations valent pour tout groupe de Coxeter irréductible W.
Finalement, on obtient

HPS(H (pt), o)
HPS(H; (pt)" g;vq _E ilg

T T r

:Hl1 i+ 10y =T a4 +a™).

i=1 =1 =1
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