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On prend G un groupe algébrique complexe semi-simple connexe et simplement connexe,
TC un tore maximal, B un Borel contenant 7, K une forme réelle compacte de G, de tore
maximal T'= K N B et on note g (resp. b, b, £, t) Valgébre de Lie de G (resp. de T, B, K,
T). On note également ® le systéme de racine associé & G et TC, @, les racines positives, I1
les racines simples et W = Ng(TC)/TC = Ng(T)/T le groupe de Weyl.

On choisit ensuite un systéme de générateurs de Serre (eq, fa,ha)aco, €t on pose

ea_fa L i(ecx—i_fa) L iha

Vo € q)+, Uy =

5 la 5 ) Wa 1=~

pour se comprendre, on pourrait appeler cela la "base de Pauli” de €. On a alors les relations
"quaternioniques"

Ya € (I)-H [uomva] = Waq;, [Ua>wa] = Uaq, [wa?ua} = Va-

Si 'on note s la forme de Killing de g et » sa restriction a €, alors il est connu que, puisque
K est compact, k est définie négative sur €. On note alors (, ) := —k le produit scalaire
associé sur €. De plus, par construction de la forme réelle compacte K, on a

1
t=PRu, &" P (Rua &' Roy).

a€ll acd

Exemple 1. On peut prendre G = SL3(C), K = SU3(C), et tout le toutim usuel. On a
dans ce contexte kC(z,y) = 6tr (zy) et x(z,y) = 6tr (zy) et on note &, = {a,,a + S}.

Les vecteurs (ug)s sont orthogonaux entre eux, ainsi que les (vs)s et us L vs L ws L us.

2
Cependant, w, et wg ne sont pas orthogonaux. On peut poser w, := &\/gwﬁ Dans ce cas,

(Ua, U, Uat B, Vo, U, Vot 85 Wa, We) €st une base orthogonale de £ dont tous les vecteurs sont
de norme /3 (je ne normalise pas, afin de garder les relations quaternioniques).

On choisit un élément régulier t, € t et on définit alors une application lisse (et propre)

o K/T — £/t
KT — pre/t(Adk(to))

olt pry : € — £/t désigne la projection canonique. Si 'on note U := Vectg(u,, o € ®4) et
V = Vectg(va, o € @), alors on a £ =t H U &V et I'écriture en coordonnées donne alors
une application lisse

o : K/T — R2®+|

i s (00 e, (1h00)))

Remarque 2. L’application lisse

K/ — ¢
kT +—— Adk(tg)

est un plongement, puisque ty € t¢,.



On va maintenant construire une stratification de R?" dont on va prendre 'image réci-
proque par o.

Proposition-Définition 3. Soit n € N*. On note (x1,..., 27,2}, ...,2%) les coordonnées
sur R®™. Pour une partie non vide I de {1,...,n} et une fonction e : [ — {1}, on pose

Sfi={zeR™; 2] =0, Vj, 2§ =0, Vk ¢ I, e(i)zh >0, Vi € I}
et A
Spo={z eR™; i =0, Vk ¢ I, (i)} >0, Vi € I}.
On obtient alors une stratification de R** en 2-3" — 1 strates :

R?" = {0} U LJ (SE L SE)

DAIC{1,...,n}
e l—{£1}

et on a
dim Sf. = |I|, dim S7. =n+ |1].

Remarque 4. Je ne suis pas sir qu’il faille absolument cette stratification, j’en voulais juste
une avec ces strates-1a en dimensions 0 et 1. Si tu en vois d’autres, elles sont bienvenues.

Exemple 5. Pour R® on a une strate de dimension 0, six strates de dimension 1, douze
de dimension 2, huit de dimension 3, six de dimension 4, douze de dimension 5 et huit de
dimension 6.

On en arrive a 'espoir ultime :

Conjecture 6. Soient n := |®,| = l(wp), 0 # I C {1,...,n} et ¢ : I — {£1}. Alors,
o ' (Sf) (resp. o7(S}.)) est une union de cellules de dimension |I| (resp. n+|1|) de K/T.
De plus, ces cellules forment une décomposition cellulaire W -équivariante de K/T.

On va s’intéresser au type A; et aux 1-cellules du type Ay et retrouver le début d’un
complexe de ZG3-modules qu’on a déja rencontré...

K =SU(2)
On aici ® = {#+a}, &, =11 = {a} et la base de Pauli

C1(i 0 C1(0 1 10 i
Wa=5\0 —i) " =5\=1 0/ "3\ 0

Ensuite, si g = <a b

- ) € SU(2), on calcule

B —1_ b (]a]* —[b]? 2ab
Adg(wa) = gwag™ = 5 ( 2abh b2 — |al?

On obtient alors
o : SU©2)/T R?

A o )
(b )jj’_* (—2Im(ab), 2Re(ab))

o



Ensuite, la strates ci-dessus s’écrivent
S i= SB = {(@had) s ol =00} > 0}, 8% = SPy = {(ehad) s 2l =0, 2} < 0},
St = Sfiy0 = {(wh,3) s 21 > 0}, 8%y = Sfy 4 = {(o1,23) 5 2} < 0},
On a donc
o '({0}) = {kT € SU(2)/T ; ab= 0} = {(é ?) : ((1) _01)} =W.
Ensuite,
o (SEY = {kT € SU(2)/T ; ab >0}, 07 (S%) = {kT € SU(2)/T ; ab < 0}

o' (SF) = {kT € SU(2)/T ; Im(ab) < 0}, o~ 1(S*)) = {kT € SU(2)/T ; Im(ab) > 0}

Par ailleurs, via la projection stéréographique équatoriale, puisqu’on a le difféomorphisme

SL,(C)/B —» CP!
(Z 2)43 — [a: ]

on obtient un difféeomorphisme

SQ

2Re(ab) 2Im(ab) [b]?—|a|?
[BI2+[a?? [b]>+lal?” [b]*+]|al?

¢ : SU®2)/T

Ll

Et, grace a cette identification, on a
¢(o7(S7) = {(,0,2) € §*; & > 0}, ¢(07'(SL))) = {(2,0,2) € $* ; = < 0}

¢(07H(ST)) = {(z,4,2) € $?; y >0}, ¢(07(SL))) = {(z,4,2) €$?; y < 0}
et

¢(o~({0})) = {(0,0, £1)}.

Cela dit, on reconnait bien la une décomposition cellulaire équivariante de SU(2)/T = S%.

K = SU(3)

On va maintenant examiner le cas des 071(S) ou S C R® est une strate de dimension 1.
Tout d’abord, on a &, = {a, B, + 5} et la "base de Pauli"

[0 10 {000 i 00
Uy ==1—-1 0 0], vo:==12 0 0], wo:==[0 —2 0],
0 00 00 0 2\0 0 0
1(ooo {00 0 {00 0
uﬁ——OOl,ng—OOi,w5:§OiO,
0 —1 0 0 —i 0 00 —i
[0 01 00 i i 0 0
arsi=5 | 00 0), vasgi=5 [0 0 0], waps =watws=5 [0 0 0
10 0 i 00 00 —i



Ensuite, on a des représentants pour le groupe de Weyl

W =63 = {1, 54, S8, Sa58; $85a, Wo = SaS35a = SpSaSa}

1 00 0 -1 0 1 0 0 0 01 0 -1 0 0 0 1
=<0 10},f1 0 O)J,100 —-1},{1 0 O0},J0 O —-1171,10 -1 0
0 0 1 0 0 1 01 0 010 1 0 0 1 0 0
a d g
On prend ensuite ty := w, et, pour g= | b e h| € SU(3),0n a
c [

; jaf* = 1d|*  ab—de  ac—df
Ad,(ty) = gwag™' = 7| a—de b2 —|e|> be—ef | €su(3)
ac—df be—zef e —|f|?

D’aprés exemple [I} on peut prendre pour produit scalaire (z,y) = —tr (zy). On a Papplica-
tion lisse

o SU@B)/T — RS
kT — (<w§7ua>a<w§auﬂ>a<w§aua+ﬁ>7<w§7va>7<w§av,3>7<w§71}a+ﬂ>)

On a d’abord clairement
o ({0}) = {kT € SUB3)/T ; w" € t} = W.

. . . : R,L ~1/QR.L
Considérons ensuite les strates de dimension 1 de R°. On notera E;2" := 0~!(S;2"). On a
par exemple

‘7_1(5%},+1) = {kT € SU(3)/T ; V6 € D4, (wk,us) = (wk,va) = (wk,v5) =0, (wh,va15) >0}

= {kT € SU3)/T ; V6 € &, tr (whus) = tr (wkv,) = tr (wkvg) =0, tr (wFva,g) < 0}.

On obtient alors

a d g
Efy 1= boe h|Te SU(3)/T ; ab—de=0bc—ef =0, ac—df >0
c fJ
a d g
Soit donc un représentant k := [ b e h | € SU(3) d’une classe de Eﬁ;},ﬂ- Notons A :=
c fJ

ac — df € R*. Puisque k € SU(3), on a gh 4+ dé 4+ ab = 0 et, puisque ab = dg, ceci
devient gﬁ_: —2de et de méme, hj = —2ef. En multipliant ces deux équations, on obtient
gjlh|? = 4dfle|?, soit encore, en utilisant le fait que gj + df +ac =0 :

R_ > —\|h|? = 2df(2le|* + |h]?). (1)

Distinguons plusieurs cas :

1. Sie##0, h #0, alors 'équation ci-dessus entraine que df € R* et gj € R*. Ces deux
derniéres conditions, couplées au fait que a¢ + df + gj = 0 donnent ac € R?* . Ensuite,
puisque df € R*, on a aussi df|e|?> € R*, mais dfee = dbce = bede = beab = ac|b|? et
done ag|b|? = dfle|* € R*, d’ott a¢ € R%. NR* ; une contradiction.
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2. Sie#0, h =0, 'équation [1{ donne df = 0. Si d = 0, alors ab = 0 et, puisque ac € R,
on doit avoir b = 0, ce qui entraine encore, via le fait que b¢ = ef, que f = 0. Dans tous

a 0 g

les cas,onab=d=f=h=0,donc |e] =1et k est donc de la forme k= [ b 0 0

c 0 g

qui, modulo 7', est égale a une matrice de la forme

—b
L —

S O Q
o = O
Q ©

avec |al> + [b> = 1 et ab > 0.

3. Sie=0, h#0, alors gj = 0. On a donc a¢ + df = 0, soit encore —2df = \ € R%. En
particulier, on doit avoir d # 0 et f # 0. De plus, on a ab = de = 0 et bc = fe = 0.
Ceci entraine que b = 0, donc |h| = 1 et de plus, g = j = 0. La matrice k est donc,
modulo 7, de la forme

a b 0
k=10 0 1
b —a 0
avec |al?> + [b> = 1 et ab > 0.
4. Enfin, si e = h = 0, alors |f| = 1 et ceci donne a = ¢ = 0. La matrice k est donc,
modulo 7T, de la forme ~
0 a b
k=110 0
0 b —a

avec |al?> + [b> = 1 et ab < 0.

Par ailleurs, de facon analogue au cas de SU(2), on voit facilement qu’'une partie de SU(3)/T

a b 0
de la forme 0 0 1|T;ab>0} estbien homéomorphe a une 1-cellule. On a donc
b —a 0
obtenu une décomposition cellulaire
a b 0 B a 0 —b B 0 a b B
Efy = 0 0 1|T;ab>0pul [0 1 0 |T;ab>0p{ |1 0 0 |T;ab<0
b —a 0 b 0 @ 0 b —a
= Pyt U el
De la méme maniére, on peut calculer que
a b 0 B a 0 —b B 0 a b B
Efy = 0 0 1|7T;ab<0pu{ [0 1 0 |T;ab<Opl{ |1 0 0 |T;ab>0
b —a 0 b 0 @ 0 b —a
= P Ut U el
Ensuite, en utilisant les représentants de &3 dans SU(3), et en notant e}° := 611"20’2, on
calcule
6111}1071 = 6111;0 *Sas 6111]1072 = e;UO * Wo, 6111110,3 = 6?0 * SBSay 611l120’1 = 6?0 *SaSg, 611l120’3 = 6?0 " 58.
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Ainsi, en notant Elo‘w = {eqﬁ‘j’j, i=1,2, 7 =1,2,3}, on a un isomorphisme de G3-modules
LE(, ~ 765 (") ~ LS.

Ensuite, on a immédiatement

o a 0 —=b ~
e’ = 01 0],ab<0)=eU{l,we}
b 0 a
d’ou
aeivo = {1,11)0} <W.
En notant

dy : Cl(K/T, Z) — Co(K/T, Z) ~ 7.63
la différentielle dans le complexe W-cellulaire (hypothétique) de K /T, on obtient que

dl(elluo) =1- Wo-
On peut représenter la situation par une sorte de "sous-graphe GKM" :

Wo

Ve AN

En utilisant la méme méthode que ci-dessus, on a

Eg},ﬂ =0 (55},+1)

= {k’T e SU3)/T ; Yo € &, <w§,u(g> = <w§,va> = <w§,va+5> =0, <w§,vﬁ> > 0}

a d g
b e h|TeSUB)/T; ab—de=ac—df =0, bc—ef >0
c fJ

0 0 1 01 0 ~ 1 0 0 ~
= a —b 0] ;ab>03U a 0 b ;ab>0 3 U 0 a —b| ;ab<0
b a 0 b 0 —a 0 b a
S$3,3 $3,2 sg3,1
Bﬁ Ue ﬁ Ul??

et
E{Rg},—l = 0'_1(5{%}7_1)
={kT € SU(3)/T ; V6 € D4, (wl,us) = (wk,va) = (W, vass) =0, {(wk, vg) <0}



0 0 1 01 0 10 0
= a —b 0] ;ab< 0, U a 0 b ;ab< 0 p U 0 a —=b] ;ab>0
b a 0 b 0 —a 0 b a
=Bl uetuel!
En notant e}’ := ¢ il vient
7 =€ spsa, il = el wo, €5 =€ s, €5 = el - sa, €1y = €] - sass,

dot, avec B} == {e}%”, i=1,2, j =1,2,3},
LEf, ~ 163 (e)") ~ 1.6

On a ensuite
oel’ = {1, s5}
et
d1<€iﬁ> =1- S8-
En termes de graphe GKM, cela donne

Enfin, on peut calculer

Eﬁ},ﬂ = U_I(Sﬁ},+1>
= {kT e SU3)/T ; Vo € &y, <w§,u(;> = <w§,v5> = <w§,va+g> =0, <w§,va> > 0}

a d g
b e h|TeSUB)/T; bc—ef =ac—df =0, ab—de >0
c [ J
a —b 0 B a 0 b B 0 a —b
= bEO ;ab>0 3 U b 0 —a| ;ab>0,U 0 b a ;ab <0
0 0 1 01 0 10 0

= eff? Ueif? Uelt,
et
Eﬁ},—l = U_l(Sﬁ}v_l)
= {kT e SU3)/T ; Yo € &, <w§,U5> = <w§,v[3> = <w§,va+5> =0, <w§,va> < 0}
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a —b 0 a 0 b 0 a —0b
= b a 0] ;ab<0 U b 0 —a| ;ab<0pU 0 b a i ab>0
0 0 1 01 0 1 0 0
e‘ig’ Ues““ Ue‘ig’l.
Puis, avec ef* := €5, on obtient
Sa,l 84 Say2 __ Sa3 Sa,l Say2 __ _Sa
€11 =€ "SS5 611 = “Sasg, €17 = €% Ssa, €137 = €1 - wo, €53” = €1 - 5p,

et dong, si B¢ := {eiog’j, i=1,2, j=1,2,3},
LE(, ~ 7.8 (e*) ~ L83,

On a finalement
dei* = {1, 5.},

et
dl(efa) =1- Sa-

La partie du graphe GKM s’écrit ici évidemment

Sas1
Y\

Sa55 es9? e SﬁSa
|
| x
| oo
€1 ey’
\
N
eig? ™17

Cela étant, vue la stratification de R® donné par la Proposition-Définition 3| et le fait que

la topologie de SU(3)/T est la topologie quotient de SU(3), 'image réciproque de cette stra-
tification par I'application propre o : SU(3)/T — RS donne une stratification de SU(3)/T :

uB3)/r=wu || (BLUEL),
0£IC{1,2,3}
eI—-{£1}

ot l'on a noté Ef;L = ail(SféL). On a donc finalement obtenu la

Proposition 7. [l existe une stratification de la variété de drapeaux :

ve)/r=wu || (BLUEL)
0#£1C{1,2,3}
eI—{£1}
dont les strates sont de dimensions

dim E[", = |I|, dm Ef, = |I| +3
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et telle que les six strates de dimension 1 (données par les Eg}il, avec i = 1,2,3) soient des

unions de 1-cellules. Si l'on note £y := E{ U Ef U Ef+5 l’ensemble de ces 1-cellules, alors
S3 agit librement a droite sur Ey el ['on a un isomorphisme de ZG3-modules a droite

ZE, ~ (26s)*.

Enfin, Uapplication "bord"
d1 LB — 263

et donnée par multiplication a gauche par la matrice ligne
(1—sa 1—sg 1—w0)
et, en particulier, on a un isomorphisme de ZS3-modules a droite

coker(dy) ~ Ho(SU(3)/T,Z) ~ Z.
Remarque 8. On peut représenter les 1-cellules ci-dessus dans le graphe GKM :

y

SaSB 58S«

) )

On voit immédiatement que 'argument permettant de montrer que o donne bien une
stratification de SU(3)/T fonctionne encore dans le cas général :

Wo

A\
>

Proposition 9. La stratification de la Proposition-Définition[3 induit, via lapplication propre
o K/T — R0 une stratification de K/T en 2 - 3“0 — 1 strates

K/T=WuU | ] (Ef.UEL),
0AIC{1,....6(wo)}
el—{£1}
dont les dimensions sont données par

dim Ef. = |I| et dimEf, = |I| + {(wp).

Rappelons enfin 'espoir derriére tout cela :
Conjecture 10. Chaque strate E de la décomposition
K/T=WuU | ] (Ef.UEL)
w7élg{1>"'7f(w0)}

e:I—{£1}

est une union de cellules de dimension dim E et ces derniéres fournissent une décomposition
cellulaire W -équivariante de K/T.
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