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Introduction

Dans ce travail, nous étudions la structure de quelques groupes de réflexions untaires,
c’est-a-dire des sous-groupes finis d’un groupe unitaire, engendrés par des réflexions. Une
réflexion unitaire est une transformation géométrique d’un espace vectoriel complexe d’ordre
fini qui fixe ponctuellement un hyperplan. On peut imaginer une réflexion comme une sorte
de kaléidoscope, ou un arrangement de miroirs. En fait, la structure des groupes de réflexions
est bien particuliére, si bien que 'on peut les classifier. Aussi, ce mémoire envisage-t-il de
donner une classification partielle de ces groupes.

Premiérement, nous donnons quelques rappels et propriétés élémentaires des formes her-
mitiennes (en se bornant au cas des formes définies positives) et des réflexions. On se propose
également de fournir quelques rappels de représentations et des compléments de théorie des
groupes, comme par exemple le produit central ou le produit en couronne. On en déduit en
particulier la structure des sous-groupes de Sylow des groupes symétriques &,,. On introduit
ensuite les groupes de réflexions.

Dans un second temps, pour notre étude, il nous faut distinguer deux classes de groupes
de réflexions : les groupes primitifs et imprimitifs. Nous construisons ensuite les groupes
G(m,p,n), qui sont un type de groupes de réflexions imprimitifs. Le résultat principal de
cette partie étant que ces groupes sont essentiellement les seuls groupes imprimitifs de tout
rang, un théoréme de Shephard et Todd, datant de 1954.

Ensuite, on introduit ’algébre des quaternions réels et nous en étudions les premiéres pro-
priétés. Nous verrons notamment son lien étroit avec la géométrie ; et plus précisément avec
les groupes d’isométries SO3(R), SO4(R) et SUy(C). Dans cette partie, nous inspecterons
aussi la structure des sous-groupes finis des unités des quaternions (via ceux de SO3(R)), ré-

sultat qui sera fondamental pour la suite ; et qui nous donnera en particulier les sous-groupes
finis de SU,(C).

Enfin, dans la derniére partie, nous serons en mesure de classifier des groupes de réflexions
unitaires primitifs de rang 2 ; en suivant la méthode de [15]. Nous en décrirons l'ordre, 'ordre
des centres et les générateurs. Puis, nous donnerons une table récapitulative de notre classi-
fication, ainsi qu’un treillis partiel des 19 groupes primitifs de rang 2.

De plus, nous donnons en Annexes quelques résultats utiles sur les groupes symétriques et
alternés, les groupes de déplacements des solides de Platon, les sous-groupes finis de SO3(R)
et enfin quelques algorithmes a implémenter sur le (génial) logiciel libre GAP, algorithmes
permettant de construire et d’explorer les groupes que nous avons construits.

Pour conclure, je tiens a remercier M. [van Marin pour son aide précieuse, sa disponibilité
et pour m’avoir fait découvrir ce sujet passionnant. Je remercie de plus chaleureusement toute
ma famille pour son écoute et son soutien sans faille tout au long de cette année difficile...



Prérequis et notations

Dans ce travail,

1. N (resp. Z) désigne 'ensemble des entiers naturels (resp. I'anneau des entiers relatifs),
2. Q (resp. R, C) désigne le corps des rationnels (resp. des réels, des complexes),

3. — (resp. —) dénote un monomorphisme (resp. un épimorphisme),

4.
3
6

~ veut dire "est isomorphe a",

. < signifie "est un sous-groupe distingué de",

. si G est un groupe fini et si p est un nombre premier divisant 'ordre de G, on dénote

par Syl (G) ensemble des p-sous-groupes de Sylow de G.

Pour un sous-groupe H d’un groupe G, on note Ng(H) normalisateur de H dans G.
De plus, si ¢ € G, on note Cg(g) le centralisateur de g dans G, et g“ sa classe de
conjugaison.

8. Le groupe symétrique (resp. alterné) sur n lettres sera noté &,, (resp. 2,,).

10.

On note Dy, le groupe diédral d’ordre 2n, présenté par
Dy, = <w,0 | w"=1,0"=1,0wo = w_1>.
Qg dénote le groupe des quaternions d’ordre 8 :

Qs = (x,y | a' =1,2> =9’ yzy = 27").



Premiére partie
Réflexions, Représentations et Produits
de Groupes

1.1 Formes hermitiennes G-invariantes

Rappelons ici quelques notions de géométrie vectorielle hermitienne, indispensables a
Iintroduction de I'étude des réflexions.

Donnons-nous V' un espace vectoriel complexe de dimension finie.

Définition 1. Une forme hermitienne sur V' est une application (—,—) : V x V — C telle
que pour tous vy, v9,v,w € V et tout a € C, on ait

(Ul + Uva) = (Ulvw) + (vZaw)’
(av,w) = a(v,w),
W: (w,v).

On dit de plus que la forme (—, —) est définie positive si, pour tout v € V, on a

(v,v) >0, et (v,v)=0 < v=0.

Exemple 1. Si (ey,...,e,) est une base de V, en écrivant
vi=a1e1+ -+ ape, €V, et w:=beg + -+ bye,,
on définit une forme hermitienne définie positive par
(v,w) == aiby + - -+ + by

De plus, par réduction de Gauss, on voit que toute forme hermitienne définie positive s’écrit
de cette facon dans une certaine base. Ainsi, deux formes hermitiennes définies positives
(—,—) et [—, —] sont équivalentes, au sens ou

dp € GL(V) ; Yu,v eV, (¢(u), p(v)) = [u,v].

Définition 2. Si G est un sous-groupe de GL(V'), on dit qu’une forme hermitienne (—, —)
est G-invariante si
Vg € G, Yu,v €V, (gu,gv) = (u,v).

Lemme 1. Si G est un sous-groupe fini de GL(V), il existe une forme hermitienne définie
positive G-invariante.



Démonstration. Choisissons en effet une forme hermitienne définie positive [—, —] et posons,

pour u,v € V,
(u,0) == > [gu, gv].
geG
Alors, (—, —) est clairement une forme hermitienne définie positive sur V' et on a
(gu, gv) =Y [hgu, hgv] = > [ku, kv] = (u,v).
heG keG
L]
Définition 3. e Si (—,—) est une forme hermitienne définie positive sur V', on dit que
z € GL(V) est unitaire (ou que ¢’est une isométrie) si la forme (—, —) est (x)-invariante,

c’est-a-dire si
Yu,v €'V, (zu,zv) = (u,v).

e Une base (e;); de V est orthogonale si
Vi 7& J, (6i7€j) = 0.
On dit de plus que (e;) est orthonormée si

Vi,j, (67;, Gj) = 57j,j-

Remarque 1. Soit M la matrice de x € GL(V') dans une base orthonormée. Alors x est unitaire

si et seulement si M est une matrice unitaire, i.e. si M*M = MM* = I, ou M* := "M est
I’adjointe de M.

Définition 4. Soit (—, —) une forme hermitienne définie positive sur V. Le groupe des iso-
métries de V relativement a (—, —) est noté U (V') et on I’appelle le groupe unitaire de (—, —).
Son sous-groupe formé des isométries de déterminant 1 est noté SU(V'), groupe spécial unitaire.
Les groupes matriciels correspondant sont notés respectivement U,(C) et SU,(C), avec
n=dmV.

Remarque 2. e Comme deux formes hermitiennes définies positives sont équivalentes et
comme U(V) ne dépend que de la forme considérée, U(V') est unique & conjugaison
prés dans GL(V).

e Avec ces notations, le Lemme 1 nous affirme que tout sous-groupe fini de GL(V) est
conjugué a un sous-groupe de U (V).



1.2 Reéflexions

Ici, V' désigne un C-espace vectoriel de dimension finie n € N* et (—, —) est une forme
hermitienne définie positive sur V.

Définition 5. e Si U est une partie de V', I'orthogonal de U est défini par
Ut ={veV;VYuel, (uv)=0}.

(C’est un sous-espace de V.

e Si U et W sont des sous-espaces de V', 'expression
V=UL1lW

signifie que pour tous u € U, w € W, on a (u,w) =0et quon a V=Ud W.

Remarque 3. e OnaV =U L W siet seulement si W = U™,
° UJ_J_ — U7
o dimU +dimU+ =dim V.

Définition 6. Notons I U'identité de GL(V'). Pour g € GL(V') et H C GL(V'), posons
1. Fixg:=ker(1—g)={veV; gv=nun},
2. VI :=Fixy(H) := ey Fixh,
3. [V,g] :=im (1 — g).

Lemme 2. Pour tout g € U(V), on a [V, g] = (Fixg)*.

Démonstration. Supposons que u := (1 — g)w € [V, g| et que v € Fix g. Alors

(u,v) = (w — gw,v) = (w,v) — (gw,v) = (gw, gv) — (gw,v) = (gw, gv — v) = 0,

donc [V, g] C (Fixg)* et on a égalité en comparant les dimensions. O

Définition 7. e Une application linéaire g est une réflexion si g est d’ordre fini et si [V, g]
est une droite vectorielle.

e Si g est une réflexion, Fix g est un hyperplan, appelé hyperplan de g.

e Si 0 # a parcourt la droite [V, g], pour tout v € V, il existe p(v) € C tel que v — gv =
o(v)a. 1l est alors clair que ¢ : V' — C est une forme linéaire telle que Fix g = ker ¢.

e On dit que g est une réflexion unitaire si elle préserve la forme (—, —). Dans ce cas, on
a

V =[V,g] L Fixg.



Remarque 4. Soit g € GL(V') une réflexion d’ordre m. Le sous-groupe (g) est fini et le Lemme
1 implique que g laisse invariante une forme hermitienne définie positive. Ainsi, g est une
réflexion unitaire pour une certaine forme hermitienne définie positive. Si H := Fix g, g laisse
la droite H+ invariante et donc, dans une base adaptée a la décomposition V = H 1. H*, ¢
est de matrice

¢ (0)
) 1
diag(¢,1,...,1) = . ,
(0) 1
avec ( une racine m®™® de 1'unité.
Définition 8. e Une racine d’une droite [ de V' est un vecteur non nul quelconque de (.

e Si g est une réflexion unitaire, une racine de g est une racine de [V g|.

e Une racine a est courte, longue ou grande si (a,a) est égal a 1, 2 ou 3, respectivement.

Remarque 5. Toute droite de C™ contient des racines courtes, longues et grandes, chacune
étant unique a multiplication par un élément de S' = {z € C ; |z| = 1} preés.

Lemme 3. Sig,h € GL(V), alors on a

Fix (ghg™') = gFix (h).

En particulier, sir est une réflexion d’hyperplan H, alors grg=*

gH.

est une réflexion d’hyperplan

Démonstration. C’est évident. O

Définition 9. Un groupe de réflexions unitaires (ou complexes) est un sous-groupe fini de
U(V'), engendré par des réflexions.

Remarque 6. 1. Par le Lemme 1, tout sous-groupe fini de GL(V') engendré par des ré-
flexions est un groupe de réflexions unitaires pour une certaine forme hermitienne dé-
finie positive.

2. U(V) est lui-méme engendré par des réflexions, par le théoréme de Cartan-Dieudonné.

3. Tl est important de remarquer que le concept de "groupe de réflexions unitaires" dépend
autant du groupe que de sa représentation. Un groupe donné peut ou non agir comme
groupe de réflexions. Par exemple, pour ¢ := exp (2%), I'élément diag(¢,1,...,1) en-
gendre un groupe de réflexions cyclique d’ordre m et le groupe engendré par
diag(¢, ¢, 1,...,1), isomorphe au premier, n’est pas un groupe de réflexions.

4. La phrase "G est un groupe de réflexions unitaires dans V" signifie que G est un groupe
fini, engendré par des réflexions dans V.
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Exemple 2. Si w est une racine cubique de I'unité, les matrices

[ w O ot s 1 w?
T ew? 1) 0w

sont des réflexions d’ordre 3 et engendrent un groupe d’ordre 24. Ce groupe sera plus tard
noté (G4, conformément & la notation de Shephard-Todd.

Exemple 3. Un autre exemple de groupe de réflexions unitaires est le groupe symétrique G,,.
En effet, pour représenter G,, comme groupe de réflexions, on choisit une base orthonormée
(e1,...,e,) de V, de base duale (e¥,...,e%). A 0 € &,, on associe I'endomorphisme de V
qui envoie e; sur eq(;), de matrice la matrice de permutation associée a o. En particulier, la
transposition (7, ) € &,, correspond a la réflexion qui échange e; et e; et laisse fixe les autres
¢léments de la base. Son hyperplan est ker(e — ej»). G, est engendré par les transpositions,

donc est bien un groupe de réflexions unitaires.

Etant donné un hyperplan H de V, soit Ly : V — C une forme linéaire telle que H =
ker(Lg). Alors Ly € V* est déterminée par H, & multiplication par un scalaire non nul prés.

Lemme 4. Soient r une réflexion d’ordre m dans GL(V'), H := Fix(r) son hyperplan et
supposons que a € [V, g] soit non nul. Alors, il existe une racine primtive m*™m® de 'unité o
telle que

VoeV, ro=v—(1—a«)

Démonstration. Par définition, on a 7v = v — ¢(v)a pour ¢ € V* telle que H = ker(yp) et
a ¢ H. Ainsi, ra = aa pour a € C d’ordre m et donc ¢(a) = 1 — . Finalement, on a

@ = ALy pour un X\ # 0 et il vient alors immédiatement \ = LlH;(‘Z), d’ou le résultat. O]

Corollaire 1. Soit r une réflexion unitaire d’ordre m dans U(V') et supposons que a soit une
racine de r, de longueur 1. Alors, il existe une racine primitive m*™° de 'unité o telle que

YoeV, rv=v—(1—-a)lv,a)a.

Démonstration. C’est le Lemme 4 appliqué au cas Ly (v) := (v, a). O

Définition 10. Soient @ € V non nul et o # 1 une racine m'®™® de P'unité. On définit la
réflexion 7, , par

(v, a)
a,a

YoeV, roav) =v—(1—a) a. (1)

—~
~—

Ta,0 €St une transformation unitaire d’ordre m.

Proposition 1. On a les propriétés suivantes :

11



Ta,aTa,8 = Ta,a8,

2.
v.g € U<V)7 gra,ozgil = Tga,a>
3.
VA € C*, Typa = Taa-
Démonstration. C’est clair. ]

Proposition 2. Sig e U(V) et si grong ' = 7“57@ pour un certain k, alors k = 1. En d’autres

termes, une réflexion n'est conjuguée & aucune de ses puissances propres.

Démonstration. Par la Proposition 1, on a g?"a,ag_1 = Tga,a, 40U Tgq 0 = 7“5704. Or, on a

et

Tgan(a) =a— (1 —a) (@, a) ga,

donc
k

(Cl, g(l) k l—a (CL, (I)
a—(1—a) (@0 ga=a"a < ga=0a, o (a.90)

Ainsi, g fixe Fix (rqo) et Ca. En effet, pour Ca, c’est évident et si u € Fix(r,.), on a
Taa(gu) = 01y o(u) = Bu = gu. Donc, g commute a r,, car V = Fix (r,4) L Caetsiv eV,
v=f+Aa, f €Fix(r,,) pour A € C et alors

Taa(gV) = Taa(gf) + Maa = gf + Naa = g(rao(f) + Araa(a)) = grea(v).

Ainsi
—1
9Ta,ad = Ta,a

et donc k = 1. ]

Proposition 3. Les réflexions unitaires v, €t 155 commutent si et seulement si Ca = Cb
ou (a,b) = 0.

Démonstration. Un calcul direct montre que

Fan © 75(0) = Tan (v _a-pd b)

(v, a) (v, b) (b, a)(v, b)
——~a—(1-p8)—"=b+(1—a)(l—-p)——=a,

wa)* gyt =)

et par symétrie, on a une expression similaire pour 7,3 o 7, ,(v). Ainsi, si a et b sont li-
néairement indépendants, r, , commute a r;, g si et seulement si le dernier terme de chaque

expression est nul, i.e. si et seulement si (a,b) = 0. O

=v—(1-aq)

12



Proposition 4. Un sous-espace vectoriel W de V' est invariant pour une réflexion r si et
seulement st W C Fix (r) ou [V,r] CW.

Démonstration. Si W C Fix (r) alors W est clairement r-invariant. Si [V,r] C W, I’équation
(1) montre que W est aussi r-invariant. Réciproquement, supposons W r-invariant et W SZ
Fix (r). Alors [W,r] # 0 et donc [V,r] = [W,r] C W. O

Corollaire 2. Sir est une réflexion unitaire de racine a, un sous-espace W est r-invariant
si et seulement sia € W U W,

1.3 Compléments sur les groupes et leurs représentations

1.3.1 Produit central

Nous allons définir ici un type particuler de produit de groupes, basé sur le produit direct.
Cette construction se révélera primordiale dans I’étude des groupes primitifs de rang 2, notion
que nous étudierons dans la derniére partie de ce travail. La présentation adoptée ici est celle
de [11], Chapter 13.

Proposition-Définition 1. Soient H, K deux groupes, Z < Z(H), W < Z(K) et 0 : Z —
W un isomorphisme. Posons

X :={(z,00z"Y), z € Z}.

Alors X est un sous-groupe distingué de H x K et le quotient (H x K) /X est appelé
produit central de H et K selon 6. On le note

HogK :=(HXK)/x.

Démonstration. 11 suffit de montrer que X est distingué. Or, ceci découle directement du fait
que X est central dans H X K, et ce car Z et W sont centraux dans H et K respectivement. [J

On dispose ensuite d’une caractérisation permettant de détecter les produits centraux;
un peu comme dans le cas du produit semi-direct. Ce résultat nous apprend essentiellement
qu’un groupe G est produit central de deux de ses sous-groupes H et K §'il est produit (au
sens usuel) de H et K et si tout élément de H commute & tout élément de K, ce qui s’écrit :

Proposition 5. Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe G donné. Sont équivalents
i) G~ HoK,
ii) G=HK et [H K| =1.

13



Démonstration. Montrons que i) = i) et supposons donc que 6 : Z — W soit un isomor-
phisme entre deux sous-groupes respectifs de Z(H) et Z(K') définissant le produit central

GﬁHOngIef(HXK)/X.

La composée
HoHxK—-HXK)/x =G

est injective. En effet, si h € H est tel que (h,1) = (1,1), alors (h,1) = (2,0(z7')) avec z € Z
et alors 0(z7!) =1, d’ott 2 = 1 et h = 1 comme voulu. De méme, on a une injection K — G

et ceci nous permet d’identifier h € H et k € K avec (h,1) € G et (1,k) € G, respectivement.
Mais, dans ce cas, on a pour tout g € G,

g=(hk) = 1)Lk € HK.

Solent ensuite h € H et k € K. On calcule

(b, (L, E) (A1 1)1, k71 = (k) (A1 B2 = (1,1),

donc [h, k] =1et [H, K] = 1.

Réciproquement, on suppose que G = HK et [H, K] = 1. Posons Z := H N K. Alors Z
est un sous-groupe de Z(H) et de Z(K) par hypothése, et soit 6 := idy, ainsi que X :=
{(z,271), 2z € Z}. Définissons encore

¢ : HxK —» HK=G
(h,k) ~— hk

¢ est un morphisme car si h,h' € H et k, k' € K, on peut écrire
o((h,k)(W,E")) = (bW kE') = hW'kk' = hkh'K = @(h, k) (B, k).

ker p. Par ailleurs, si (h,k) € kerg, on a hk = 1, donc
) = (h,h™') € X. Ainsi, ker ¢ = X et donc, par factorisation

De plus, on a clairement X
h=k'e HNK = Z, dou (h

canonique, on obtient

<
k

HoeKd:ef(HXK)/X:(HXK>/kergpﬁim‘P:G7

d’ou le résultat. O

Corollaire 3. 51 G = H oy K, alors H et K sont distingués dans G et H N K est un
sous-groupe du centre de G.

Corollaire 4. St H et K sont des sous-groupes de G et si G = H o K, alors

_ H]K]

G|l = :
1G] |H N K|

14



Exemple 4. e Prenons
H:=Ds=(w,0 | w' 0% (ow)?)

et
K = Qg := <x,y | x4,x2y*2,yxy*1x>,

Posons z := 22 € Q,

7 = 7(Dg) = {1,w?} et W := Z(Qg) = {1, 2},

ainsi que

6 : Z — W

w2 =z
On a alors 8 % 8
X
’Dg Op Qg’ = 2 = 32
Dans Dg o Ox,
% (1,1) est d’ordre 1,

*

les carrés de (w?, 1) et (1,2) sont dans X,

x les carrés de (w, h), avec h d’ordre 4, sont dans X,

* les carrés de (w?®, h), avec h d’ordre 4, sont dans X,

x les carrés de (g,1), avec g d’ordre 2, sont dans X,

x les carrés de (g, z), avec g d’ordre 2, sont dans X,

x les éléments restant sont d’ordre 4 et aucun de leurs carrés n’est dans X.

Ainsi, dans Dgo Qg, il y a 24 éléments du produit direct ; chacun ayant un ordre divisant
2 dans Dgo Qg. 1l s’ensuit que ces 24 éléments forment 12 classes modulo X (y compris
X lui-méme). On en déduit que le produit central posséde I'identité, 11 éléments d’ordre
2 et 20 éléments d’ordre 4.

e De méme, on peut former le produit central Dg o Dy, avec Z = W = Z(Dg) = {1,w?}.
Ce produit a 19 éléments d’ordre 2; ce qui implique que

DSOD87§DSOQ8.

1.3.2 Produit en couronne et sous-groupes de Sylow de G,

Nous allons & présent construire un autre produit de groupes, basé sur le produit semi-
direct. Ce nouveau produit nous sera utile pour construire et étudier les groupes imprimitifs
G(m,p,n). Le produit en couronne nous permettra de plus de décrire les sous-groupes de
Sylow du groupe symétrique G,,, avec n > 1 quelconque, probléme difficile a priori. Le lecteur
souhaitant obtenir plus de détails sur cette construction pourra se référer & [11|, Chapter 19
et [17], Chapter 7, §4.
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Définition 11. e Soient G, H deux groupes et {2 un H-ensemble fini. Posons

K::HGW, avec G, ~ G, Yw € Q.

we
Alors, H agit par automorphisme sur K via
h - (gw)weQ = (ghw)weﬂ-

Cette action donne un morphisme ¢ : H — Aut (K).
On définit le produit en couronne de GG par H selon () par

GuH=GUH =K %, H.

Le sous-groupe K < (G H) est appelé la base de G H.

e Si 2 = H, avec action naturelle, on parle alors de produit en couronne régulier et on
note G, H.

Remarque 7. Si G et H sont finis, alors on a immédiatement

G H|=|G|H| et |G H|=|G|"™|H]|.

Exemple 5. On a
(Z/2z.) w (£ /2z7,) ~ Da.

En effet, posons G := (x) ~Z /97 ~ (h) =: H et remarquons que |G, G| = 22 x 2 = 8. Soit
K:=GxG={(1,1),(1,2),(x,1),(z,x)}. Dans ce contexte, on a ¢(1) = idk et

e(h)(91,92) = (92, 91)-
Soient a := ((1,2),h) et B:= ((1,1),h). On a
o’ = ((La) ¢(h)(1,2),h*) = ((1,2) - (2,1),1) = ((z,2), 1),
donc a est d’ordre 4. De méme, 3 est d’ordre 2 et on a
Baf™ = Baf = ((1,1), h)((L,2),h)((1,1), k) = (1, 1), A)((1,2)¢(h)(1, 1), h?)

= ((L 1), W) ((L,2),1) = (1, 1)e(h)(L,2),h) = ((x,1),h) = ((L,2),h) " = a™".
Ainsi, G, G est de présentation

Gl G = <04,B | o, 32, (ocﬁ)2> ~ Dy.

Remarque 8. 1. On peut montrer (cf [17], Chapter 7, §4, p.173) que si 2 est un H-ensemble
fini (resp. transitif), et si A est un G-ensemble (resp. transitif), alors A x 2 est un
(G H)-ensemble (resp. transitif).

2. On peut également montrer que le produit ! est associatif, mais que . ne I'est pas en
général.
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Nous sommes a présent en mesure de calculer les sous-groupes de Sylow de &,,. Par souci
de lisibilité, pour un entier naturel non nul n, on note Z, := Z /7. Commencons par un
lemme :

Lemme 5. (Kaloujnine, 1948)
Soit p un nombre premier. Définissons par récurrence

Ql = Zp
QQ = Zp 27‘ Zp
Qn—l—l = Qn U Zpa n Z 1

Alors, pour tout k € N*, Qy est un p-sous-groupe de Sylow de &y.

Démonstration. (Voir [11], p.168-170)

On procéde par récurrence sur k.

Si k = 1, la seule puissance de p divisant p! est p, puisque p est premier. Si () est un p-Sylow
de 6,, alors ) ~ Z,.

Supposons donc le résultat vrai au rang k. Pour n > 1, quelle est la plus grande puissance
de p divisant (p")!? Le nombre d’entiers de {1,...,p"} divisibles par p est p"* — p(p") =
p" — p"Hp—1) = p"~ L. Parmi eux, exactement p" 2 sont divisibles par p?, etc... Ainsi, la
plus grande puissance de p divisant (p")! est p*(™ ou

p(n) =p" 14 p" P+ +p+ L

Or, on a |Zy 4 Zyp| = pPp = p"*1, |(Zy 2 Zp) 4 Zp| = |2y 3 Zp|Pp = pP" TP et par récurrence
immédiate, on voit qualors |Q,| = p*™. Ainsi, le produit en couronne régulier de (k + 1)
copies de Z, est d’ordre pP*®) 1 tout comme un p-Sylow de S,r+1 puisque pu(k)+1 = pu(k+1).
Il reste & montrer que Qi1 < Sppt1. Dans & 41, définissons N comme le produit direct de p
copies de &, le premier facteur étant vu comme groupe symétrique sur {1, ... ,p*}, le second
sur {1+p",...,2p"}, etc... Ces copies de S+ commutent deux a deux, car elles agissent sur
des ensembles disjoints. Soit h € G,r+1 constitué de p* cycles d’ordre p, ceux-ci étant de la
forme
(i i+ p i +2p%, .. 4 (p—1)p"), 1< <p".

Par hypothése de récurrence, @), est un p-Sylow de &,c. Il est alors clair que le produit
semi-direct d'un p-Sylow de N par H := (h) est isomorphe & Q1, d’ou le résultat. ]

Corollaire 5. (Findlay, 1904)

St p est un nombre premier et si n € N*, on écrit n en base p :
n=a+ap+-+ap’, 0<a<p—1

Alors, chaque p-sous-groupe de Sylow S de &,, est un produit direct

S=(Q1)" X+ x (Qr)™.
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Démonstration. Cherchons la plus grande puissance de p divisant n!. Le nombre d’entiers de
{1,...,n} divisibles par p est [n/p], comme on le voit directement par division euclidienne.
Parmis ceux-ci, [n/p?| sont divisibles par p?, etc... Il s’ensuit que la plus grande puissance

de p divisant n! est p', on
n n n
Ll
p p p

et en utilisant ’écriture de n en base p, on obtient

t=(ar+ap+--+ap" )+ (ag +azp+ -+ app"?) + -

=a;+ap+1)+az(p+p+1)+--- = Zakﬂ(k>7
j=1

de telle sorte que p' est 'ordre de

(@) x -+ (Qr)™ = 5,

et ce d’apreés le Lemme précédent. Il reste & montrer que G,, posséde un sous-groupe isomorphe
a S. Pour ceci, on partitionne I’ensemble a n éléments en sous-ensembles disjoints avec ag
singletons, a; ensembles de taille p, ay de taille p?,...,a; de taille p* et on applique le Lemme
5 a chacun des groupes symétriques sur ces sous-ensembles. O

1.3.3 Rappels sur les représentations linéaires des groupes finis

Nous supposons le lecteur familier avec le vocabulaire des représentations. Nous rappelons
seulement le théoréme de Maschke, le lemme de Schur et un corollaire qui nous sera utile.
Pour plus d’informations sur les représentations, on pourra consulter [14] ainsi que [20] ou
encore les excellents [18] et [22].

On se donne un groupe fini G.
Théoréme 1. (Maschke)

Si G est un groupe fini et si V' est une représentation linéaire (complexe) de G, alors toute
sous-représentation de V' en est facteur direct.

Démonstration. Soient en effet U une telle sous-représentation ainsi que (—, —) une forme
hermitienne définie positive G-invariante (qui existe par le Lemme 1). Alors, Ut est G-stable
et comme V = U @ U™, le résultat est démontré. O

Corollaire 6. Toute représentation de G est totalement réductible.

Théoréme 2. (Lemme de Schur)
St V, W sont des représentations irréductibles de G, alors tout opérateur d’entrelacement
non nul V- — W est un isomorphisme. De plus, on a

End (V) ~ C.
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Démonstration. Soit 0 # f 'V — W. Alors, ker f < V et imf < W, donc ker f = 0 et
im f = W, ce qui démontre la premiére assertion. Ensuite, si f € End g(V'), avec f # 0, soit
A une valeur propre de f. Alors, f — Aidy n’est pas inversible, donc f = Aidy et 'application

EndG(V) — C
f =

est un isomorphisme. O
Corollaire 7. Si V' est une représentation irréductible de G et si (—,—), [—, —] sont deux
forme hermitiennes définies positives G-invariantes sur V', alors

INeRY; (u,v) = Nuw,v], Yu,veV.

Démonstration. Soient

f v - %
v (we— (w,v))
ainsi que
gV — %

v o= (we (w,v])

Alors f et g sont des bijections et ¢~ f € End (V). Par le Lemme de Schur, on a g7' f = \idy
pour A € C* et donc (u,v) = A[u,v] pour tous u,v € V. Prenant u = v, on voit alors que
A>0. ]

1.4 Groupes de réflexions unitaires irréductibles

Nous introduisons ici ’analogue pour les groupes de réflexions des G-modules simples
pour les représentations. Ces "briques élémentaires" permettent de restreindre notre étude
et notre classification aux groupes dits "irréductibles", qui seront facteurs directs de tout
groupe de réflexions unitaires, comme nous allons le voir.

Définition 12. Si G est un sous-groupe de réflexions unitaire de U(V), le G-module V" est
appelé la représentation naturelle (ou de réflexion) de G. Si la représentation de réflexion est
irréductible, on dit que G est un groupe de réflexions unitaires irréductible.

Théoréme 3. Soit G un groupe fini engendré par des réflexions sur V., laissant invariante
la forme hermitienne définie positive (—,—). Alors, V' admet une décomposition en somme
directe orthogonale

V=V, L L1V,

telle que, pour tout 1 <i < m, la restriction G; de G 4 V; soit irréductible (sur V;) et

G~G X xGy.
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Démonstration. La preuve du Théoréme de Maschke montre que V' est somme directe ortho-
gonale de sous-G-modules irréductibles Vi, ..., V,,. Par le Corollaire 2, si a est racine d’une
réflexion de G, alors a € V; pour un certain 7. Soit G; < G engendré par les réflexions de
G dont les racines appartiennent a V;. Alors, pour ¢ # j, G fixe tout vecteur de V; et par
la Proposition 3, les éléments de G; commutent a ceux de Gj. Il s’ensuit que G est produit
direct des (G;) et que G; peut étre identifié a la restriction de G a V. Ensuite, si W ¢ Fixr
pour une réflexion r de G, alors une racine a de r est dans W. Mais il existe ¢ tel que a € V;
et donc W NV, #0, dou W =V, par irréductibilité. n

Remarque 9. Le Théoréme et sa preuve montrent que
V=Ve1lVLl.- LW,
ou les V; sont des G-modules irréductibles non triviaux.
Définition 13. Le support d’un groupe de réflexions unitaires G < U (V) est le sous-espace

M de V engendré par les racines des réflexions de G. De fagon équivalente, M := (V&)L Si
un facteur V; du Théoréme 3 est tel que V; € M, alors le groupe G; est trivial.

Définition 14. e Le rang d’un groupe de réflexions unitaire G est la dimension de son
support.

e Un sous-groupe de G est un sous-groupe de réflexions s’il est engendré par des ré-
flexions.

e Si G est engendré par les réflexions rq, . .., r avec racines aq, . . ., ag, on définit un graphe

I' := (R, E), que nous nommerons graphe de réflexion de GG, dont les sommets sont

R :={ay,...,a;} et on joint les sommets a; et a; si et seulement si (a; # a; et (a;,a;) #

0). Notons qu’avec cette définition, on peut avoir |R| < k.

Proposition 6. Si G est un sous-groupe de réflexions unitaire de U(V') avec V' pour support
et I' pour graphe, alors la représentation V est irréductible si et seulement st [' est conneze.

Démonstration. Supposons G réductible. Le Théoréme 3 assure que V =V; L --- 1 V}, avec
k > 1 et les V; non triviaux. Alors, chaque sommet de I' est dans un V;. De plus, comme
V¢ = 0, chaque V; contient au moins un sommet de I' = (R, E). Sia; € ViNReta; € VINR
et si a; était lié par une chaine a ao, alors tous les sommets de la chaine seraient dans Vi, en
particulier ay € V; N V5, donc as = 0, ce qui serait absurde. I' n’est donc pas connexe.

Réciproquement, supposons I non connexe. Soient V; le sous-espace engendré par les sommets
d’une composante connexe de I' et V5 le sous-espace engendré par les autres sommets de I'.
Alors, V; et V5 sont orthogonaux et fixés par les réflexions a racines dans I'. Mais ces réflexions
engendrent GG, donc Vj et V5 dont G-invariants et ceci montre que G est réductible. O

Corollaire 8. Soient G un groupe de réflexions unitaire et H un sous-groupe de réflexions

de G agissant de facon irréductible sur son support W. Sir € G est une réflexion de racine
a g WUWH™, alors (H,r) agit de fagon irréductible sur W & Ca.
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Démonstration. Comme (H,r) est engendré par les réflexions a racines dans W @ Ca, ce
premier préserve le sous-espace W @ Ca. Si I' = (R, E) est le graphe de réflexion de H, alors
I" est connexe et le graphe de sommets R U {a} reste connexe puisque a ¢ W U W+, ]

Corollaire 9. Supposons que G soit un groupe de réflexions unitaire de rang n agissant de
facon wrréductible sur son support. Il existe alors une suite de sous-groupes

1=Gy<Gi1<Gy<...<G, <G =G,

avec n < I, telle que pour tout 1 < i <1, il existe une réflexion r; telle que Gy = (G;_1,1;) et
pour tout 1 < i < n, G; est engendré par i réflexions, est de rang i et agit de facon irréductible
SUT S0N support.

Démonstration. On construit la suite (G;); par récurrence, avec G := 1. Supposons que G;
soit un sous-groupe de réflexions de rang 7, agissant de facon irréductible sur son support
W. Sii < n, puisque G est de rang n, il existe des réflexions de G dont les racines ne
sont pas dans W. Comme G est irréductible, ces racines ne sont pas toutes dans W+ et il
existe donc une réflexion r € G de racine a ¢ W U W+, Par le Corollaire 8, G,y := (G, 7)
agit de facon irréductible sur W & Ca, son support. Par construction, GG,, est de rang n
et on peut ajouter successivement des réflexions engendrant GG pour obtenir les groupes

Gn+17...,Gl_1,Gl:G. D

Remarque 10. En examinant de prés la preuve précédente, on remarque que I’on a montré de
plus que tout groupe de réflexions unitaire irréductible de rang n contient un sous-groupe de
réflexions unitaire irréductible de rang n avec n générateurs.

Théoréme 4. Si Gy et Gy sont des sous-groupes de réflexions unitaires irréductibles (finis)
de U(V), alors Gy et Gy sont conjugués dans GL(V') si et seulement s’ils sont conjugués
dans U(V).

Démonstration. On peut représenter les éléments de GGy et G5 par des matrices unitaires dans
une base orthonormée. Supposons que pour M inversible, on ait ¢’ := MgM~! € G5, pour
tout g € GG;. En prenant le conjugué de la transposée de cette équation, on obtient

Mg—lM—l — (g/)—l — t? — (M_l)*tFM* _ (M—l)*g—lM*
et ainsi, on a
GgM*M = M*Mg,, Vg, € G1.

Le Lemme de Schur (Théoréme 2) assure alors existence de A € C tel que M*M = \I. Mais
comme M*M est hermitienne, A € R. De plus, on a

dim V' dim V dim V
A= (M"M)g= Y (M)1uMpy= > MyiMey= Y [M]* >0,
k=1 k=1 k=1

donc A > 0 et il existe z € C* tel que A = zZ. Maintenant, z~'M est une matrice unitaire
qui envoie GG; sur GG, par conjugaison. La réciproque est évidente. ]
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Deuxiéme partie

Groupes G(m,p,n)

Nous allons distinguer deux classes particuliéres de groupes de réflexions, les groupes
primitifs et les imprimitifs; cette disjonction provenant de la structure de la représenta-
tion de réflexion des groupes considérés. Nous construirons ensuite les groupes de réflexions
G(m,p,n), de rang n > 1, avec m,p > 1 et p divisant m. Ces groupes se révéleront étre
(sous quelques hypothéses techniques) des groupes irréductibles et imprimitifs. En fait, le
résultat principal de cette partie, que nous démontrerons plus loin, stipule que tout groupe
de réflexions unitaires irréductible imprimitif de rang n est conjugué a un certain G(m,p, n).

2.1 Primitivité et imprimitivité

On fixe un sous-groupe de réflexions G de U (V).

Définition 15. Le G-module V est dit imprimitif s’il existe un entier m > 1 et une décom-
position
V=Vi@® -V,

en sous-espaces vectoriels non triviaux de V tels que 'action de G sur V induise une action
par permutation de G sur 'ensemble {Vi,...,V,,}. L’ensemble {Vi,...,V,,} est alors appelé
systéme d’imptimitivité de V. Si aucune décomposition de ce type n’est possible, on dit que
V' est primitif. Enfin, on dit que G est imprimitif (resp. primitif) si la représentation de
réflexion de G est imprimitive (resp. primitive).

Remarque 11. e Si V est primitif, alors il est irréductible. En effet, si 0 # U < V est

un sous-G-module, alors {U, U~} est un systéme d’imprimitivité par le Théoréme de
Maschke.

e Si{Vi,...,V,,} est un systéme d’imprimitivité de V' et si G est irréductible, alors les V;
sont de dimension 1. En effet, si dimV; > 1 pour un 1 < i < m, il existe une réflexion
s € G telle que sV; = V; # V;, par irréductibilité de G. Mais V; N Fix(s) # 0 et si
z € V;NFix(s) \ {0}, alors x = sz € V}, donc x € V; NV} # 0, ce qui est absurde. (cf
6], §2, p.385-386).

e Si V est irréductible et imprimitif, alors G agit transitivement sur tout systéme d’im-
primitivité. Pour le voir, choisissons un tel systéme {Vi,...,V,,} et soit 1 < j < m.
Alors, il existe gy € G tel que goVy = V;. En effet, si ce n’était pas le cas, on aurait

(Zg%) nv; =0,

geG

puisqu’en écrivant V3 = Vect(u), V; = Vect(v) et © = aygiu + -+ aggpu = Pv ou
k=G|, alors x € >, Vi, avec Vj,, = g,Vi # Vi et doncx € V; N3 .. Vi =0 et

w
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donc x = 0. Ainsi, on a

0AVICY gVi #V,

geG
et comme ) gV; est G-stable, ceci contredit I'irréductibilité de G.

e On peut montrer de plus (voir [15|, Chapter 2, §1) que si G agit de facon transitive sur
{Vi,..., Vi) et si H := Stabg(V4), alors V; est un H-module et V ~ ind% (V7).

Définition 16. Si [ est un G-module simple, la composante isotypique V; de V' de type
d’isomorphie A; est la somme (directe) de tous les sous-G-modules simples de V' isomorphes
al.

Rappelons que tout sous-G-module simple de V; est isomorphe & I et que V' est somme
directe de ses composantes isotypiques distinctes.

Théoréme 5. Si G est un sous-groupe primitif fini de GL(V') et si A <G est abélien, alors
A est cyclique et central dans G.

Démonstration. Comme A est abélien, ses éléments ont un vecteur propre commun, disons
w € V. Pour tout a € A, on peut écrire aw = x(a)w, x(a) € C*. Alors, x : A — C* est un
morphisme (en fait, un caractére de A) et la composante isotypique de V' de type x est

Vi={veV;av=x(a), Va e A}.

Pour cela, il suffit d’écrire

ot V; ~ C en tant que A-module. Alors
reV, = v=v+ - Fu, v, €V, = ar =avi+---Favy = x(a)v1+- -+ x(a)vr = x(a)zx.

Réciproquement, si ax = x(a)z, alors Vect(x) ~ C en tant que A-module et alors = €

D V=V
Si g € G, comme A est distingué, gV, est la composante isotypique de type gy, ot (gx)(a) :=
x(g7tag) car on a

regV, & glreV, & VacA ag 'z =x(a)g 'z & Vae A, gag 'z = x(a)x

& Va€ A, ar=x(9'ag)r & Va € A, ax = (gx)(a)z & x €V,.

v= & v

p€Hom (A,CX)

Mais, on a

et G permute les V,,. Donc, par primitivité de G, on a V' = V,, et A agit sur V' par homothétie
et donc A < Z(G).

De plus, si x(a) = 1, alors a = 1, donc x : A — C* est injectif et A, s’identifiant alors & un
sous-groupe fini de C*, est cyclique. n
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Remarque 12. Pour les groupes de réflexions unitaires finis, on a une réciproque. Tout groupe
de réflexions unitaires irréductible imprimitif posséde un sous-groupe abélien distingué non
central. Ceci est une conséquence de la structure des G(m,p,n) et du théoréme 7.

Théoréme 6. Si G < U(V) est un groupe de réflexions unitaire primitif (fini), et si N <G,
alors soit V' est un N-module irréductible, soit N < Z(G).

Démonstration. Supposons donc V' réductible sur N. Alors, on peut choisir une décomposi-
tion
V=Vi® - oV, k>1,

ol les V; sont des sous-N-modules irréductibles de V. Comme G est primitif, pour tout ¢, il
existe une réflexion r; € G de racine q; telle que r;V; # V;. Comme N est distingué, r;V; est
un N-module irréductible et donc r;V;NV; = 0. D’autre part, si ailﬂVi # 0, alors m;,V;NV; # 0
et pour éviter une contradiction, on doit avoir a;-NV; = 0. Mais comme a;- est un hyperplan,
on doit avoir dimV; = 1, pour tout 7. Toute représentation irréductible de N est alors de
degré 1, donc N est abélien et par le Théoréme 5, on obtient que NN est central dans GG, d’ott
le résultat. L

2.2 Représentations mondmiales, construction des groupes
G(m,p,n)

Soit H un sous-groupe fini de C*, disons H = pu,, pour un certain m, pu,, désignant
le groupe des racines m*™* de I'unité dans C. Soient également G' un groupe agissant sur
Q:={1,...,n} et V un C-espace vectoriel de dimension n, (—, —) une forme hermitienne
définie positive sur V, ainsi que B :=[[,...,, H = p'. On suppose enfin que (eq,...,e,) est
une base orthonormée de V. o

Pour h = (hy,...,h,) € B, posons

V1<i<mn, h-e; = he,.

Alors, on peut représenter matriciellement h par diag(hy, ..., hy,) avec h;h; = 1 pour tout 4
et B s’identifie alors a un sous-groupe de U(V'). G agit aussi sur V' en permutant les éléments
de la base :

Vi<i<n, g-e:= ey

et G s’identifie donc également a un sous-groupe de U(V).

Les actions de B et de G sur V induisent une action de B x G & pm LG sur V.

(h,9) - €5 = hyyegy, Y1 <@ <.

Les matrices de ces automorphismes sont des matrices ayant exactement un coefficient non nul
sur chaque ligne et chaque colonne ; on les appelle des matrices mondmiales. La représentation
correspondante de u,, ! G est appelée représentation mondmiale standard.

Ainsi, on identifie y,, ! G & un sous-groupe de U(V) dont {Cey,...,Ce,} est un systéme
d’'imprimitivité.

On en arrive alors a la construction fondamentale suivante :

24



Définition 17. Avec B := p, et p un diviseur de m > 1, posons

=3

A(m,p,n) :={0=(01,...,0,) € B; (01---0,)7 =1}.

Alors, A(m, p,n) est clairement un sous-groupe de B, stable sous I'action naturelle de &,, sur
B. On définit le groupe G(m,p,n) par

G(m,p,n) := A(m,p,n) X S,,.

On dispose alors de la proposition élémentaire suivante :

Proposition 7. 1. A(m,p,n) est un sous-groupe d’indice p dans B.
2. G(m,p,n) est un sous-groupe distingué de fi, 1 S,
3. G(m,p,n) est d’ordre % et d'indice p dans pi, 1 S,,.

Démonstration. 1. Pour obtenir § € A(m,p,n), on a m"~! choix pour 6y,...,0, ; et 6,
doit vérifier 6™/7 = (0 ---6,_1)~™P, ce qui laisse m/p choix pour 6,,, d’ott

" B
p p p

2. Il découle d’un calcul direct et du fait que B est abélien, que
G(mapv n) = A(m7p7 n) X Gn B x 671 = 671-

3. Finalement, on peut calculer 'ordre de G(m,p,n) :

m")n!
Glom. o) = [A(m,pon)] x [ 6] =
et on en déduit que
|t 0 S |B x &, m"n!
pm 1Sy G(m,p,n)| = = = ool — P
| (2 = G )]~ [Clmopn)] 2

p

On peut, accessoirement, déterminer le centre de G(m,p,n) :

Proposition 8. Soient m,n € N* et p|m. Alors, on a
Z(G(m,p,n)) ~{0 € i, ; 07 =1}

En particulier, Z(G(m,p,n)) est cyclique et

mn

Z(G ~ 7 d= )
(Glmp) =T faz avec d =
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Démonstration. 11 s’agit d’un fait_général sur le centre d’un produit semi-direct. Comme
G(m,p,n) = A(m,p,n) x &,, si (0,0) € Z(G(m,p,n)), alors o € Z(&,,) et si n # 2, il vient
o =1, par la proposition 1 de I’Annexe. D’autre part, 0 doit étre invariant sous I'action de
tout élément de &,,, donc 6 = (04,...,0,) avec 61 = --- = 0,, et comme 6 € A(m,p,n), on

mn

doit avoir #,” = 1, ce qui donne bien le premier isomorphisme annoncé. De plus, comme le
membre de droite de la premiére égalité est un sous-groupe de p,,, il est cyclique et on voit
que son ordre est bien égal & —=7—. O]
ppcm(p;n)
Enfin, signalons qu’afin de pouvoir manipuler ces nombreux groupes, dont l'ordre aug-
mente manifestement trés rapidement avec m et n, nous mettons a disposition du lecteur un
algorithme en Annexe, permettant de construire les G(m, p,n) grace au logiciel GAP.

2.3 Propriétés des groupes G(m,p,n)

Afin de montrer que G(m,p,n) est engendré par des réflexions, examinons comment une
réflexion peut agir non trivialement sur un systéme d’imprimitivité et ensuite, appliquons
ceci aux réflexions de G(m, p,n). Mais commencons par deux lemmes :

Lemme 6. Soient V un C-espace vectoriel de dimension n, muni d’une forme hermitienne
définie positive (—, —) et Vi,..., Vi des droites vectorielles de V' engendrées par une famille
libre de vecteurs (eq, ..., e). Si T est une réflexion qui permute entre eux les V; et s’il existe
i # j tels que rV; =V, alors r est d’ordre 2 et V,, C Fix (r), pour tout h # 1, j.

Démonstration. Choisissons 6 € C tel que re; = fe;. Si a est une racine courte de r, alors
fe; = re; = e;— (1—a)(e;, a)a. De plus, le méme argument montre que 7 ne peut interchanger
plus d’une paire de V}, et donc Vj, C Fixr si h ¢ {i,5}. En particulier, r agit comme
la transposition (V;,V;) sur {Vi,..., Vi} et il existe 8’ € C tel que re; = #'e;. Ainsi, 6¢'
est valeur propre de 72, de multiplicité au moins 2, donc 'espace propre associé intersecte

non trivialement I’hyperplan Fix (r?) et donc ¢’ = 1. Or, pour tout x € V, on a r’zx =

r—(1—a?)(z,a)a, d’ou 00'¢; = r’e; = e;—(1—a?)(e;,a)a, donc 0 = (1-600")e; = (1—a?)(e;, a)a
et (e;,a) # 0 montre que o® = 1 et donc r? = 1. O

On pense toujours a G(m, p,n) comme défini a partir de la base orthonormée (eq, ..., e,)
fixée lors de la section précédente.

Lemme 7. Un élément r € G(m,p,n) est une réflexion si et seulement si r vérifie l'une des
propriétés sutvantes :

1. Il existe i et une racine (m/p)*™ de lunité 0 # 1 tels que r =1¢, 4.
2. Il existe i # j et une racine m™™® de l'unité 0 tels que r = r¢,_ge; 1.

Dans le second cas, r est d’ordre 2, re; = fe;, re; =07 "e; et rey, = ey, pour k #1,j.
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Démonstration. Si 1 = re, g, soit h € B avec tout terme égal a 1 sauf le i qui vaut 6.
Alors, h € A(m,p,n) et re,9 = (h,1). Si T =1 _ge; 1, S0it h € B avec tout terme égal & 1
sauf le ™ qui vaut 671, le j*™ qui vaut @ et soit o := (,7) € &,. Alors, h € A(m,p,n) et
Te;—be;,—1 = (D, o). Donc toute réflexion de la forme 1. ou 2. est dans G(m, p,n).

Supposons donc que 7 € G(m, p,n) soit une réflexion. Si r € A(m, p,n), alors on est dans
le premier cas. Sinon, il existe 7 # j tels que re; = fe;, pour 0 € f,,,. Le Lemme 6 implique
alors que 7 soit d’ordre 2 et il est clair que e; — fe; € [V,r]. On est donc dans le second

cas. O

Remarque 13. On peut montrer (voir [15], Proposition 2.9) que les groupes G(m,m,n)
contiennent m(g) réflexions et que toutes sont d’ordre 2. Si de plus n > 2 ou si m est im-
pair, les réflexions forment une seule classe de conjugaison. Enfin, si m est pair, G(m,m,2)
contient deux classes de conjugaison de réflexions.

Proposition 9. Si n > 1, G(m,p,n) est un groupe de réflexions unitaire imprimitif. De
plus, si m > 1, alors G(m,p,n) est irréductible sauf si (m,p,n) = (2,2,2).

Démonstration. Les réflexions r.,_.; 1 = (1, (i, j)) engendrent &, et les r.,, € A(m,p,n),
POUT 1) € [l /p, JOINES AUX Te, _ge; 1Te;—e;,—1 € A(m,p,n), pour 0 € i, engendrent A(m, p, n).
En effet, si h € A(m,p,n), on voit par calcul direct que 'on peut décomposer h en produit
d’¢léments de la forme re, ;) €t 7e, _ge; —17¢;—¢;,—1. Ainsi, G(m,p,n) = A(m,p,n) x &, est bien
engendré par des réflexions.

Il reste & montrer que si G(m, p,n) est réductible, alors m = 1 ou bien (m, p,n) = (2,2,2).
Soit donc 0 # W # V un sous-espace G(m, p,n)-stable. En particulier, W est invariant sous
'action de chaque r., ., 1 et par le Corollaire 2, on a ¢; —e; € WU W+, Si, pour des i, 5, k
distincts, on a e; —e; € Wet e; — e, € W+, alors e; — ep ¢ W U W, ce qui est absurde.

On peut alors supposer que e;—e; € W, pour tous ¢, j et alors W+ contient la famille libre
{e1 — €9, ...,e1 — e, }. Cette famille engendre W+, qui est donc un hyperplan et dim W = 1.
De plus, pour tout i # 1, (e; + -+ +ep,e1 —¢;) =0, donc 0 # ey + -+ +e, € WH =W et
donc W = Vect(ey + -+ + €,).

Si h € A(m,p,n), alors (h, 1) préserve W et il existe donc A € C tel que

Aer+---+en) = (hD(er + -+ en) = (b, 1)(er) +--- (h, 1) (en)

:0161+"'+0n6n = 91:92:"’:6)”:)\,

par liberté de (eq,...,ep).
Supposons alors m > 1. On a

m

Soit w un générateur de p,,. Si p < m, alors w? # 1. Or, (1,...,1,wP) € A(m,p,n), ce qui
est faux. Donc m = p et

V(el,...,en) EIU:LR, 919n:1 = 91::9n
Sin > 2, alors (w,w™!,1,...,1) € A(m,m,n), ce qui est encore faux, donc n = 2. Enfin,
comme (w,w™!) € A(m,m,2), on aw = w™ !, dott w? =1, donc m = 2 et donc (m,p,n) =
(2,2,2). O
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Exemple 6. Si m < 2, les matrices de la représentation monomiale standard des éléments
de G(m,p,n) sont a coefficients réels et on peut alors considérer G(m, p, n) comme un groupe
de réflexions euclidien.

Nous allons voir quelques autres cas pour lesquels les groupes G(m, p,n) nous sont fami-
liers :

i) Le groupe G(m,p, 1) est cyclique d’ordre m/p.

ii) On a G(1,1,n) = &,,. On peut montrer de plus que I’action sur Vect(e; + -+ + e,)*
est primitive dés que n > 5.

iii) On a également G(2,1,n) = A(2,1,n) X &, >~ uh X &, >~ 11 &,,.
iv) Le groupe G(m,m,2) ~Z /1,7, x L /97, est le groupe dihédral Dy, d’ordre 2m.
v) On a des isomorphismes remarquables

G(3,3,2) = A(3,3,2) x Gy~ L /37 x L |97 ~ Gs,

et
G(2,2,3) = A(2,2,3) X G3 ~ (Z/QZ X Z/QZ) X G3~ Ky x 63 ~6,.

vi) On a encore

61.4.2) = (.a.2). -0, = (7 o) (5 %)) =2

oen=((0 ). ) =n

On peut montrer de plus que ces deux groupes sont conjugués dans Us(C).

ainsi que

vii) Le groupe G(4,2,2) peut étre décrit de quatre fagons différentes comme produit central

G(4,2,2) = Cy 0D,

oun Cy := 6 (z)>> ~ Z /47 et |D| = 8. Le groupe D est ou bien le groupes
0 —1 0 ¢ . . ., ,
Lo )\ o ~ Qg des quaternions ou un des trois groupes diédraux d’ordre

. . 0 1 1 0 .
8, & savoir <(z 0) , (0 _1>>, G(4,4,2) ou bien G(2,1,2).

Remarque 14. Les groupes de type i), iii) et iv) font partie d’une classe trés particuliére de
groupes, appelés groupes de Coxeter. En fait, un groupe de Coxeter est un groupe W ayant
une présentation du type

W= (ri,...,rn | (rir;)™7 =1),

o m;;: {1,...,n}> = NU{oc} est symétrique et vérifie m;; = 1 et m;; > 2 pour i # j. Si
S :={ry,...,ra}, on dit aussi que (W, S) est un systéme de Coxeter. Par exemple, le groupe
symétrique &,, est un groupe de Coxeter, car on a une présentation

671 = <0'1, oy | | 0'Z~2 = 1, (O’Z‘O'H_l)g = 1,0‘1‘0']‘ = 0,04, V|Z —]| Z 2> .

Au sujet des groupes de Coxeter, le lecteur pourra consulter par exemple [12].
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2.4 Classification des groupes de réflexions unitaires im-
primitifs

Nous allons donner ici un théoréme de Shephard et Todd qui classifie (& conjugaison prés)
tous les groupes de réflexions unitaires imprimitifs. La preuve donnée ici est tirée de [15]. On
pourra aussi consulter [6] et [19]. Commengons par un résultat préliminaire :

Lemme 8. Si G est un groupe de permutations transitif sur un ensemble fini ) et st G est
engendré par des transpositions, alors G = &(Q).

Démonstration. Soit T'C &(£2) un ensemble de transpositions et définissons le graphe I'y :=
(Q, E) en décrétant que i et j sont liés si et seulement si (7, j) est une transposition de 7. En
particulier, si (T') = G, I'y est connexe.

Le lemme est clairement vrai si |©2] = 1. Supposons donc |2] > 1 et choisissons i €
tel que le graphe de sommets  \ {i} reste connexe (il suffit de retirer une feuille d’un
arbre couvrant). Par hypothése de récurrence, les éléments de 7' qui ne font pas intervenir i
engendrent &(2\ {i}). Comme G est transitif sur €2, le groupe &(Q2 \ {i}) = Stabg(i) est
d’indice || dans G et donc |G| = | x [Q\ {i}! = [Q(|Q] — 1)! = |Q|! = |S(2)], d’ou
G = 6(Q) et le résultat. O

Théoréme 7. (Shephard-Todd, 1954)

Soient V' un C-espace vectoriel de dimension n, (—,—) une forme hermitienne définie
positive sur V et G < U(V) un groupe de réflexions complexes, irréductible et imprimitif.
Alors n > 1 et G est conjugué a un groupe G(m,p,n), pour m > 1 et p > 1 divisant m.

Démonstration. Procédons par étapes :

e Soit Q:={V1,...,Vi} un systéme d'imprimitivité de G. La Remarque 11 implique que
dim V; = 1 pour tout 7, ce qui entraine £k = n et on peut alors supposer que V; = Ce;
avec (e;,e;) = 1.

e Si une réflexion r fixe tout V;, r est de la forme r,, o, avec 6 une racine de l'unité (forme
1. du Lemme 7). D’autre part, si rV; = V; pour i # j, le Lemme 6 montre que r est
d’ordre 2 et agit sur {2 comme une transposition. Ainsi, le groupe G des permutations
de €2 induit par I'action de G sur €2 est engendré par des transpositions et transitif par
la Remarque 11. Le Lemme 8 entraine alors que G* = &(Q).

e Pour 2 < i < n, choisissons des réflexions r; de G telles que r,V; = V; et choisis-
sons la notation des e; de telle sorte que e; = r;e;. On a ainsi X = (rg,...,7r,) =~
((1,2),...,(1,n)) ~ &,.

e Si ge; = fe;j pour un 0 € C, alors
1= (es,e5) = (ges, ge;) = 00(ey, e;) = 00,

d’ott #0 = 1. Ainsi, si [, —] est une autre forme hermitienne définie positive telle que
le;, e;] = 6; ; pour tous i, j, alors [—, —] est G-invariante. Par le Corollaire 7 au Lemme
de Schur, [—, —| est un multiple scalaire de (—, —) et alors (e;,e;) = 0 pour tous i # j
et donc (e;,e;) = 6;;; la base (e;) est par conséquent (—, —)-orthonormée.
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e Posons
©:={0 e C; Ir € G reflexion telle que re; = fe;}.

Si # € O, on peut supposer qu’il existe une réflexion r € G telle que re; = 6es.
En effet, soit 7 € G une réflexion telle que roe; = fe;. Comme X est 2-transitif sur
(e1,...,€e,), il existe s € X tel que se; = ey et se; = ey et 7 := srgs! convient.
De plus, si s est une réflexion telle que se; = nes, alors rrys est une réflexion et
rrose; = nrroes = nre; = Ones, donc On € O et O est un sous-groupe fini de C*. O est
par conséquent cyclique et il existe m > 0 tel que © = p,,.

1

e Sir € (G est une réflexion telle que re; = ey, 0 # 1, alors 7~ ror est une réflexion telle

que r~trore; = fey, puisque ey € Fix (r). Ainsi, I'ensemble
A::{QGC; dg € G ; gey = 0Oeq et V1L2F1X<g)}

est un sous-groupe de ©. En effet, on vient de voir que A C © et si 6,7 € A sont
associées a g, h € G, alors

Vo € Vb, (gh(z) — z,e1) = (gh(x),e1) = O (z,e1) =0,

et
Vi # 1, (gh(z) —z,e;) = (gh(z), ghle;)) — (v, ;) = (7,¢;) — (v,¢;) =0,

donc (gh —1)x € V4, d’ott gh(z) = z et x € Fix (gh) et comme gh(e;) = One,, on peut
supposer que gh # 1 et V- = Fix (gh), ce qui montre que 6 € A. Ainsi, il existe g|m
tel que A = p,.

On a ensuite G(gq,1,n) < G car si on a

r=re,o=((1,...,1,0,1,...,1),1),
pour 6 € pi, = A, alors r € G. De méme si i > j et si
= Te—ge;—1Tei—e;—1 = ((1,...,1,0,1,...,1,07"1,...,1),1),

on af € u, = 0O et la aussi, r € G. Comme A(q,1,n) est engendré par de telles
réflexions, et comme tout m € &,, est également dans GG, on obtient bien G(¢,1,n) < G.
Par ailleurs, m > 1, sinon G = ¥ serait réductible car V', de dimension > 1, serait la
représentation réguliére de G.

e Sif € Oetr c G estune réflexion telle que re; = fesy, alors rore; = Oeq et rares = 0 ey

d’ou
ror = ((1,...,0,...,071 ..., 1),1) € A(m,m,n).

Ainsi, comme A(m,m,n) est engendré par les re,_ge; —17¢,—c;,—1 avec 6 € p, = O,
A(m,m,n) est un sous-groupe de G qui commute a A(q, 1,n). Si 'on pose p := m/q,
alors A(m,p,n) = A(q,1,n) - A(m, m,n). En effet, le second membre est clairement un
sous-groupe du premier et on a [A(g,1,n) N A(m,m,n)| = [{0 € py ; [[;0; = 1}| =
"1 et donc |A(q,1,n) - A(m,m,n)| = an = |A(m,p,n)|, dou l'é¢galité. G(m,p,n) =
A(m,p,n) x &, est ainsi un sous-groupe de G (voir [6], §2, p.387 pour ce dernier
argument). Enfin, comme G(m, p, n) contient toutes les réflexions de GG, on obtient bien
G = G(m,p,n), ce qui achéve la démonstration.

]
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Remarque 15. A premiére vue, il semblerait que nous ayons montré qu’en fait, G' et G(m, p,n)
sont égaux, ce qui est faux (et trop beau pour étre vrai). En examinant la preuve et la dé-
finition des G(m,p,n), on voit qu'on a fixé une base orthonormée (e;) pour construire les
G(m,p,n) et l'irréductibilité ainsi que I'imprimitivité de G' nous donnent une base orthonor-
mée (€;). L'égalité vient alors du fait que l'on a supposé que (e;) = (€;), donc en général, on
a

G = G(m,p,n)",

ou P est la matrice de passage de la base (e;) a la base (¢&;) (en fait ici, P est unitaire car les
bases considérées sont orthonormées). On doit conjuguer G(m, p,n) par 'endomorphisme de
changement de base. Par le Théoréme 4, G et G(m,p,n) sont conjugués dans GL(V'), donc
aussi dans U(V'), comme souhaiteé.
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Troisiéme partie

L’Algébre des Quaternions réels

3.1 Construction et premiéres propriétés

Nous allons étudier dans cette partie une algébre trés particuliére, inventée (découverte)
en 1843 par William Hamilton. Cette algébre (qui se trouve en réalité étre un corps gauche),
que nous noterons H, posséde beaucoup de propriétés remarquables, comme par exemple ses
multiples constructions possibles, son lien étroit avec la géométrie, et plus précisément avec
SO3(R) et SO4(R), PSO4(R) ou encore SU,(C), la structure des sous-groupes finis de ses
unités, mais aussi le théoréme de Frobenius, affirmant essentiellement que toute algébre a
division sur R, de dimension finie, qui n’est ni R ni C, est isomorphe a H...

Commencons par construire H et exhibons quelques propriétés immeédiates. Ces considé-
rations se trouvent par exemple dans [16], Chapitre 7.

Proposition-Définition 2. I/ existe une R-algebre H de dimension 4, appelée algébre des
quaternions, munie d’une base 1,1, 5,k telle que 1 soit I’élement neutre pour X et vérifiant

i? =j* =k* = ijk = —1. (2)

Démonstration. Tl existe trois facons usuelles de construire H :

1. On pose H := R*, muni de la base canonique et définissons le produit sur H en étendant
(2) par linéarité. Il suffit alors de vérifier associativité sur la base 1,4, 7, k, ce qui est
long mais sans difficulté.

2. Supposons H déja construite et définissons sur H 'action par translation L, : ¢ — q¢/,
pour ¢,q" € H. Alors, L, est linéaire et si ¢ := a + bi + ¢j + dk avec a, b, c,d € R, alors
la matrice de L, dans la base 1,1, j, k est

a —=b —c —d
b a —-d c

M(q) = e d a  —b =: M(a,b,c,d).
d —c b a

Ceci étant dit, on peut définir
H:={M(a,b,c,d), a,b,c,d € R}

et on vérifie alors les conditions requises. Notons que dans ce contexte, on a

0 -1 0 O 0 0 —-120 00 0 -1
i 1 0 0 0 = 0 0 0 1 I — 00 -1 0
0 0 0 =1} 10 0 O 01 0 O
0 0 1 O 0 -1 0 0 10 0 0
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3. On peut enfin définir

H:= {Mu,v = (u __6), u,ve@}.
v

Alors, H est un sous-espace vectoriel de My(C) et on peut prendre
1=M(1,0), i:= M(0,1), j:= M(v/—-1,0), k:= M(0,vV—-1).

La encore, il suffit de vérifier les formules (2).

Remarque 16. La relation (2) entraine
1] =k=—ji, jk=1i=—kj, ki=7j=—ik.
On peut retrouver rapidement ces formules a l'aide du diagramme

k

Définition 18. e Pour un quaternion ¢ = a + bi + ¢j + dk, a,b,c,d € R, on définit son

conjugué :
qg:=a—bi—cj—dk.
e Sig € H est tel que § = —¢q, on dit que ¢ est un quaternion pur et on note P leur
ensemble.

Proposition 10. L’application

< =
14
K ==!

est un anti-automorphisme.

Démonstration. En utilisant la représentation matricielle réelle, on voit que M (q) = *M(q)
et on a ‘(AB) = 'B'A. De plus, comme la conjugaison est clairement R-linéaire, on obtient
le résultat. O

Remarque 17. Pour tout ¢ € H, on a ¢ = ¢ (la conjugaison est une involution) et g = ¢ si et
seulement si ¢ € R.

Proposition-Définition 3. 1. On définit une forme R-linéaire sur H, appelé trace, par

Tr : H - R
q — q+q
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2. On définit également la norme N comme étant la forme quadratique euclidienne sur H :
N : H —- Ry
q — 99=4q
De plus, N jouit des propriétés suivantes
(a) Pour tous q,r € H, on a N(qr) = N(q)N(r).
(b) La forme polaire de N est

1, _
o(q1,q2) = §(Q1Q2 + ¢2q1),

(c) La base {1,i,j,k} est N-orthonormale,

(d) La conjugaison est une symétrie orthogonale d’espaces propres R et P. En parti-
culier, on a R = P+.

3. Enfin, tout quaternion q € H vérifie [’équation

¢ — Tr(q)qg +N(q) = 0.

Démonstration. 1. Le fait que Tr soit une forme R-linéaire est immeédiat.

2. Pour ¢ € H, on a q¢ = q¢ = q¢q, donc ¢g € R et de méme gqg € R. De plus, si
q=a+bi+cj+ dk, on a par calcul direct

@qG=ad>+V++d*=q¢ € R,. (3)
Ensuite, on a N(A¢) = A>N(q) pour tout A € R et Papplication

1

(q1,q2) — §(N(611 +q2) = N(q1) — N(q2)) = 5 (1@ + ¢2T@1)

N —

est bien R-bilinéaire symétrique définie positive d’aprés (3). On vérifie alors immédia-
tement la multiplicativité de N et que {1,4,7,k} est N-orthonormée. Enfin, avec la
représentation matricielle réelle, on a

d’ou
1

(a1, ) = TR M@ M (@) = {TH(M () M (@)

1
= ZTr(tM(%)M(QO) = p(q2, 1) = p(q1,G2)
et ceci implique que la conjugaison soit une symétrie orthogonale.
Remarquons qu’avec la représentation complexe, on a, pour ¢ := a; + bt + ¢;j + dik

(1=1,2),

1 , , . .
o(q1, q2) = §TY(M(01 + c1i, by + dii) M (ag + ci, by + dai)™)
et on retrouve le résultat.
Finalement, R et P sont des espaces propres pour la conjugaison et ce sont les seuls

car H =R @t P.
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3. Pour ¢ = a + bi + c¢j + dk € H, on calcule
*—Tr(q)qg+N(q) = a*—b*—c*—d*+2a(bi+cj+dk)—2a(a+bi+cj+dk)+a’+b*+c+d* = 0,

d’ou le résultat.

m
Théoréme 8. 1. Le centre de H est R.
2. H est une algebre a division.
3. N:= Nigx : H* — R% est un morphisme de groupes surjectif el on note
S? := ker(N) < H*,
le groupe des quaternions de norme 1.
Démonstration. 1. Comme H est une R algébre, on a clairement R C Z(H). Réciproque-

ment, si ¢ :=a+bi+cj+dk € Z(H), on a jqg = qj, dou b =d =0 et qi = ig d’on
c=0et donc ¢ =a € R.

2. On a
Vge H, N(g) =0 < ¢=0.

De plus, N(gq) € R donc N(q) et ¢ commutent et si ¢ # 0, on a

donc q est inversible et

3. Nest bien un morphisme d’apres la Proposition-Définition 3 et sia € R, alors N(\/E) =

a et donc N est bien surjectif.
O

Remarque 18. Pour tout ¢ € H*, on a ¢ € S? si et seulement si ¢~! = 7.
En identifiant H avec I'espace vectoriel euclidien R*, on a
S* = {(a,b,c,d) € R* ; &> +b* +* +d* =1},

donc S? est homéomorphe a la sphére unité de R*, ce qui justifie notre notation. En particulier,
S? est connexe et compact (pour la métrique induite par N).
Enfin, pour ¢ € H, on a

gER & @R, et qeP < PR
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3.2 Opération de H sur R’ : Structure de SO;(R)

Nous allons chercher ici a paramétrer SO3(R) par un sous-groupe de H*, un peu comme
on parameétre SOy(R) par le sous-groupe U de C*, formé des complexes de module 1.

Pour ceci, on va faire agir H* sur H par automorphisme intérieur; action non triviale
puisque H n’est pas commutatif. Mais, si ¢ € H*, on écrit ¢ = 1/N(q)¢’ avec ¢ € S* et
comme /N(q) € R* est central, il n’influe pas sur I'action. Notons qu’au passage, on a une
suite exacte courte scindée

11— S —=H* —= R, —1

et il en découle un isomorphisme
H* ~ S% x R .

1l suffit donc de faire agir S sur H par
Vg €S%, Vq € H, Sy(¢) :==aqd'q " =qd7
On pose de plus

54 1= Sqn?'

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 9. L application s : S* — Aut (H) se factorise en un isomorphisme

508 [} =~ S0uR).

Démonstration. 1. Pour ¢ € S* lapplication S, : H — H est R-linéaire et bijective
puisque (S,)~' = Sz, d’ott une application

S:S* — GL4(R).
C’est de plus un morphisme car
Va1, g2 € S, V' € H, (S, 0 83,)(¢) = Sai (203 ")

=010d % G = (010)7 (@R) = Spe(d)

et on a
ker S={qeS; V¢ €H, q/¢ ' =¢}=ZH)NS* =RNS* = {£1}.
2. Par ailleurs, on a
Vg € §°, V¢’ € H, N(S,(¢')) = N(¢)N(¢')N(@) = N(¢) = S, € O(N) = O4(R)

et comme pour a € R, S,(a) = a, il vient Sq“R = idg. Ainsi, P est S,-stable puisque
P =TR* et donc s, = Sgip € O(Njp) = O3(R). On obtient donc un morphisme

S SS — Og(R)
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3. Considérons sur S? la topologie induite par I’espace vectoriel normé (H,v/N) et sur
O3(R), celle induite par M3(R) ~ R?. L’application s est alors continue. En effet, si
q=a-+bi+cj+dkeS? lamatrice de s, dans la base {i, j,k} de P est donnée par

a? 4+ b* — * — d? 2(cb — ad) 2(ac + bd)
Matjm(sg) = | 2(ad+be) @ =0+ —d®  2(cd—ab) |,
2(bd — ac) 2(ab + cd) a? — b2 — 2+

et chaque coefficient de cette matrice est un polyndéme homogéne de degré 2 en les coeffi-
cients de ¢, donc est continu. Mais, 'application det : O3(R) — {£1} étant polynomiale
en les coefficients de son argument, elle est aussi continue. Ainsi, la composée

detos : S* — {1}

est continue et comme S? est connexe, det(s(S?)) est connexe et puisque s(1) = id, on
a det(s(S?)) = {1} et donc s(S?) C SO3(R).
4. Tl reste a montrer que s(S*) = SO3(R). Puisque les renversements engendrent SO3(R)

(cf Annexe, théoréme 3), il suffit de montrer que tout renversement est atteint. Soit
a

donc o € SO3(R) un renversement d’axe Vect | b |. Comme a, b, ¢ sont non tous nuls,
c

on peut supposer que a? + b* + ¢? = 1 et soit alors ¢ := ai +bj +ck € PNS3 On a

s4(q) = qqq@ = q donc s, € SO3(R) fixe g et donc s, est une rotation d’axe (¢). Comme

qePNS? onaqg=—qg=—1dou (s,)* =s,2=s_1=1id et s, est une involution,

donc s, est le renversement d’axe (g) et donc s, = 0. On en déduit, par factorisation

canonique, un diagramme

SP o SO4(R)

Wl -
S?’/{il}

et le résultat.

Remarque 19. On peut alors se demander si 'extension associée

l—{&1}—=$* = SO3(R) —=1
est scindée. Ce n’est pas le cas. En effet, sinon, il existerait H < S* d’indice 2 tel que S| Soit
un isomorphisme entre H et SO3(R). Mais, dans ce cas, sig € S*, ona g€ H ou —g € H,
et si g € PNS3 on aurait ¢*> = —gg = —N(q) = —1, d’'ott —1 € H, ce qui est absurde.

On peut donner en premiére application le résultat suivant :

Théoréme 10. Tout automorphisme de H est intérieur.
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Démonstration. Soit donc uw € Aut (H). u conserve Z(H) = R, donc ur € Aut (R) et donc
ur = idg. Ensuite, par la remarque 18, ¢ € P si et seulement si ¢* € R_, donc, si ¢ € P,
on a u(q)? = u(q®) = ¢*> € R_, donc u(q) € P et P est u-stable. De plus, pour ¢ € P, on a
N(g) = —¢? et done N(u(g)) = —u(q)® = —u(?®) = —¢ = N(g), o up € O(Np) =~ Os(R).
Or, {i,j,k} est une base N-orthonormée de P, donc i’ := u(i), j' := u(j) et k' = u(k)
constituent également une base orthonormée. Il existe donc € € {1} tel que les bases
{i,7,k} et {7, ', ek'} soient de méme orientation. Par le Théoréme 9, il existe alors ¢ € S
tel que i’ = s,(7), j' = s,(j) et ek’ = s,(k). Mais, u et S, sont dans Aut (H), donc il vient

17 = u(i)u() = ulif) = u(k) = K et i'j' = sq(1)sq(j) = 5q(i) = sq(k) = ek,
et comme ur = idg = S,

b ~ — _ _ , . _
d'out e = 1 et donc ujp = sq = Sgp qr> 0N en déduit que u = Sy est
bien un automorphisme intérieur. O

3.3 Action sur SO4(R), relation avec SUy(C) et théoréme
de Frobenius

On dispose d'une autre action de S* sur H, définie par la translation & gauche
L,d)=qd, ¢€S* ¢ €l

Nous allons effectuer le méme travail que dans la section précédente, afin de paramétrer
SO4(R). Pour cela, on va faire agir le produit direct S* x S* sur H. Soient ¢, g2 € S* et posons

Saraz = Laigz © Sga,
c¢’est-a-dire que, pour q € H, on pose
Sq.a:(0) == 014G

On a alors le résultat :

Théoréme 11. L’application S, induit un isomorphisme

S . (89 x8%) /{i(l, 1)} —= SO4(R) .

Démonstration. 1. Pour ¢, ¢s € S?, Papplication S,, 4, : H — H est R-linéaire et bijective

(d’inverse Sz ) et Papplication

1,92

S xS - GL(R)
(q1,q2) + Sar.a2
est un morphisme de groupes.

2. Calculons le noyau de S. Si (q1,q2) € ker S, (i.e. S, 4 = id), alors on a, pour tout
q € H, ¢1qg@z = q. Pour ¢ = 1, on obtient ¢; = ¢o et ¢; est alors central, donc ¢; € {£1},
d’ou ker S = {(1,1),(-1,—-1)}.
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3. Montrons que imS = SO4(R). Comme S est continue, par composition et comme
S? x S? est connexe, le méme argument que dans la preuve du Théoréme 9 montre
que S(S? x §?) € SO(N) ~ SO,(R). Pour 'inclusion réciproque, soit g € SO(N). Si
g(1) =1, comme P =1+, on a g(P) = P, d’ou gjp € SO3(R) et par le Théoréme 9, il
existe ¢ € S? tel que gjp = s, et alors g =S5,,. Sig(l) =r#1,ona N(r) =N(1) =1
d’on r € S*. Alors, on a Sz 0¢g(1) = Sz1(r) = 7rl = 1. Par le premier cas, il existe
q € S? tel que Sz 09=2S,, et donc g = S,,,, comme voulu.

4. Le théoréme s’obtient maintenant par factorisation canonique

S x §3 —2 SO,4(R)

ﬂl -
s

(8°x8) 1,1}

Rappelons la définition du groupe projectif orthogonal (voir [16], Chapitre 6, §2) :

POLR) := On(R) / 7(0,(R)) = On(®) /(ia)

et du groupe projectif spécial orthogonal :

PSOL(R) = SOu(R) / 7(50,(R))

SO, (R) si n est impair
= SO, (R) /({iz‘d} NSO,(R)) = { SO, (R) /{iz’d} si n est pair

Notons V' le sous-groupe de S* x S? défini par

Vi={(1,1),(-1,1),(1,-1),(-1,-1)}.

Corollaire 10. On a un isomorphisme

S ¢ (S8°xS%) )y —=+ PSO4(R) .

Démonstration. Par le Théoréme 11, on a déja un morphisme surjectif
S S8 (8 %8 [ri1 1)} - SOuR),
ce qui donne, par passage au quotient, un épimorphisme
S 0 P x SP—Z SO (R) —= PSO4(R) .
1l reste & en calculer le noyau. Soient donc g1, q2 € S®. Si S, ,, = id, on a vu que (q1,q2) €
{(1,1),(=1,-1)}. Si S, 4 = —id, i.e. si pour tout ¢ € H, ¢1qga = —q, en faisant ¢ = 1, on

trouve q; = —qo et qp est alors central, donc ¢; = +1 et donc (¢, ¢2) € {(1,-1),(—1,1)}. On
en déduit que ker S =V, d’ou le résultat, par factorisation canonique. O
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Corollaire 11. On a encore un isomorphisme

En particulier, PSO4(R) n’est pas simple, contrairement auz autres PSO,(R) pour n > 3
(cf [16], Chapitre 6, §7).

Démonstration. On a un épimorphisme

P xS o 8 gy <82
(q1,q2) — (m(q1), 7(g2))

ot S = S /{:I:l} est la projection canonique. On voit alors que ker p = V', d’ol un

isomorphisme

PSO4(R) = (8 x 8% jyy 2, (83 /{j:l} x S‘“’/{ﬂ}) ~ SO4(R) x SO4(R).

Etudions & présent la relation entre H et SU,(C). Commengons par deux résultats :

Lemme 9. Définissons

v o SIx S o Uy

(©)
(v,q) = L(a)R(q) =

Sa?q

Alors, ¢ est surjectif et kerip = {£(1,1)}.

Démonstration. (Voir [15], Proposition 5.11)
Le corps C se plonge dans H et H est alors un C-espace vectoriel pour la loi externe

CxH — H
(A g = A

De plus, une base de H sur C est donnée par (1,7). En effet, si ¢ € H, que l'on écrit
g=a-+bi+cj+dk,alors g=(a+bi)+ (c+di)j=X-14+p-j0u\puecC.
Sig:=a+bjeS? ona

Mat ;) (R(q)) = (—ab 2) |

De plus, on voit que a € S! si et seulement si L(a) est C-linéaire et orthogonale pour la
forme .
qr — iqTi
2
dont la forme quadratique associée est (¢,q) = N(q). Ainsi, si (a,q) € S' x S, alors S, , €
Us(C). Si T € Uy(C), soit g := T(1). Alors, R(q)T fixe 1, donc laisse stable 1 = Cj. Ainsi,
R(¢)T(j) = «j pour un certain o € C et ainsi, T = L(a)R(q¢"') = S,3. En fait, comme
R(q)T est orthogonale, a € S'. De plus, si 9(«, q) = idc2, on a 1 = L(a)R(q)(1) = ag donc
a=gqetj=La)R(a)(j) = aja~! donc a € R et comme |a| =1, on obtient a € {£+1}. O

(q,7) =
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Corollaire 12. On a
Us(C) ~ L(S') o R(S?).

Démonstration. On a Z(L(S')) = L(S') et Z(R(S?)) = {+1} =: Z. La premiére égalité est
évidente et pour la seconde, si R(q) € Z(R(S?)), alors pour tout r € S, on a
R(q)R(r) = R(r)R(q) < Rlgrg 'r™") =1 & qr=rq.

En prenant r = 4, on obtient ¢ € C et avec r = 7, il vient ¢ € R et comme ¢ € S?, ceci
implique ¢ = £1 et donc R(q) = 1.
Soit aussi

W= {1,L(i)} = {£1} < L(S") = Z(L(S"))

ainsi que

0:Z—-W

Iisomorphisme naturel. En écrivant
K = {(2,0(:), = € 2} = {£(1,1)} = ker o),
il vient alors
LS o R(S") & (L(S") x REY) /i = (8" %) [ra(1,1)) = 6 % 5 fiery = U(©)

]

On en arrive au théoréme :

Théoréme 12. On a un isomorphisme

R : S*—~SU,(C).

Démonstration. Considérons I'opération par translation R de S* sur H. Pour g € S*, R(q)
est C-linéaire car

Vg e H, VA e C, R(q)(A) = (A)7 = A(¢'D) = AR(q)(¢),
et R(q) est bijective (d'inverse R(7)), d’ott R(q) € GL2(C). Ceci donne un morphisme injectif
R:S* — GLy(C).

De plus, pour ¢ € S?, on a (en écrivant g = A -1+ p - 5)

Ml =Mt (Rla) = (2, 1)
avec |A|2 + |u|> = 1 puisque ¢ € S®. On a alors
M(q)M(q)" = M(q)"M(q) = I,
et det(M(q)) = 1, donc M(q) € SU>(C) et ceci nous donne un morphisme injectif
R :S* — SU,(C).
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Il reste a montrer que R est surjectif. Si M € SUy(C), on note

a b
=),

avec a,b,c,d € C. Alors ad — bc = 1, donc

e (d b
- \—c a

et comme M~' = M* =*M, on en déduit que d =a et ¢ = —b, d’ot

M:(Z _ab):M(q), avec q:=a-1+0b-7,

d’ou le résultat. ]

Corollaire 13. On a
SU,(C) /{:I:l} ~ SOs3(R).

En particulier, le groupe SU(C) /{j:l} est simple.

On peut enfin se demander s’il existe un autre corps que les quaternions qui soit une
R-algébre de dimension finie, afin d’obtenir des paramétrisations des groupes orthogonaux
en dimension supérieure. Le théoréme suivant, da a Frobenius, répond négativement a la
question :

Théoréme 13. (Frobenius, 1877)
Si k est une R-algébre a division de dimension finie, dans laquelle R est central, alors k est
wsomorphe a R, C ou H.

Démonstration. (Voir [16], Chapitre 7, Théoréme 4.3)

1. On suppose dans un premier temps que k est commutatif et que k # R. Si a € k\ R,
comme [k : R] < oo, a est algébrique sur R et si P désigne son polynoéme minimal,
comme P est irréductible sur R, on a deg P = 2 et on écrit P(X) = X? + aX + f.
Son discriminant A est strictement négatif mais on a A = (2a + «)?, donc A est un
carré dans k, donc —1 aussi. Ainsi, k est une extension (finie donc) algébrique de C et
comme C est algébriquement clos, on doit avoir k = C.

2. On suppose ici k non commutatif. Soit @ € k \ R. Comme R(a) # R est un corps
commutatif, on a par ce qui précéde R(a) ~ C, donc k contient un sous-corps isomorphe
a C, que 'on note encore C et on choisit ¢ une racine de —1 dans C. Alors, C est un
sous-corps commutatif maximal de k (par le premier cas), donc si x € k commute a 1,
alors © € C. En effet, dans ce cas z centralise C, donc C(x) est une extension algébrique
de C et donc C(z) =C et z € C.
On va chercher & reconstruire H. Soit y € k \ C. y ne commute pas & i et soit alors
z:=yi—iy # 0. Alors, iz = iyi + y = —zi, d’ott i22 = —ziz = 2% et donc 22 € C. De
plus, d’aprés le premier cas, comme R(z) est commutatif et z ¢ R, on a [R(2) : R] = 2
et puisque R(z) # C, on a R(z) NC = R et donc 2> € R. On a méme 2> € R*. En
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effet, si 22 = a > 0, alors X? — a aurait quatre solutions {z, —z,/a, —/a} dans R(z)

qui est un corps et ceci serait absurde. Ainsi, 22 = —a avec a € R et soit 7 := \/ia On
a ji = —ij et j2 = —1. Si 'on pose k := ij, le sous-R-espace vectoriel de k engendré

par {1,4,7,k} est une sous-algébre a division de k, que I'on note H. On a H C k et il
nous reste a voir que 1’on a égalité.

3. Supposons que H C k et soit u € k \ H. Réitérons le processus précédent et soit
v = wi — tu. Alors vi = —iv et comme précédemment, il vient v? € R? et en posant
==, onail=—liet 2 = —1. Alors, on a jli = —jil = ijl, d’ou jl € C C H,
donc [ € H et donc v € H. Soit enfin w := ui + iu. w commute a i, d’out w € C C H,

donc ui = ”*T“’ € H et donc u € H, ce qui est absurde et termine la démonstration.

O

3.4 Classification des sous-groupes finis de H* et de SU,(C)

Avant toute chose, rappelons les notations
Vg, r €S?, Yo € H, L(q)(v) := qu, R(r)(v) := vT.

Nous allons nous intéresser ici aux sous-groupes finis des unités de H et 'on va voir que
I'on peut en donner une description compléte. Par la section 3.3, on aura alors aussi une
classification des sous-groupes finis de SU(C).

Nous allons tout d’abord construire ces groupes. On démarre avec un lemme :

Lemme 10. Soient q,r € H*. Les assertions sutvantes s’équivalent :
i) N(g) = N(r) et Tr(q) = Tr(r),
i) q et r sont conjugués dans S?,
iii) N(q) est valeur propre de S,, = L(q)R(r).

Démonstration. Supposons ii) et montrons ). o
Siq = hrh™" = hrh avec h € S, alors N(q) = N(h)N(r)N(h) = N(r) et Tr(q) = hrh+hrh =
h(r +7)h = hTr(r)h = Tr(r) car Tr(r) € R.

Supposons i) et montrons i) ainsi que #ii).

e SigeR,ona
N(g—7r)=(¢—7)(@—7) =N(g) + N(r) — g7 — g = 2N(q) — ¢Tr(r) = 0,

donc r = ¢. Ainsi h = 1 convient et on obtient i7) et 7).

e Si g ¢ R, alors H est un espace vectoriel de dimension 2 sur R(q) ~ C et R(r) €
End g(y)(H), et comme X? — Tr(r)X + N(r) est annulateur de R(r), les valeurs propres
de R(r) sont ses racines dans R(q), donc le spectre de R(r) est {q,q}. Soit h € ker(R(r)—
Gidg }\ {0} un vecteur propre unitaire. Alors, on a h¥ = gh, d’ott ¢ = hrh™! et on obtient
it). De plus, on obtient également S,,(h) = ¢gh¥ = N(gq)h, donc N(q) est valeur propre
de S, d’ou iit).
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Montrons enfin que #ii) entraine ii).
Si h est vecteur propre unitaire pour N(g) de S,,, on a ¢ht = N(q)h d’ou h7 = gh donc
g = hrh~!, d’ou le résultat. O

Remarquons que si ¢ € H* est d’ordre finie, alors N(q) est d’ordre fini dans R¥, donc
N(q) = 1 et ¢ € S®. Ainsi, tout sous-groupe fini de H* est en réalité un sous-groupe fini de
S3.

Définissons & présent quelques groupes :

Groupes dicycliques

Pour m € N*, on pose
24T
Cn=exp| — ),
m

Crm := () <H* et BD,, := ((m,]) < H”.

Sia€Cp, onajajt=jaj =—jaj=a=a"', doncC, < BD,,. Remarquons que ’on a

ainsi que

3Cm = Cmj = Gl d-

* Sim = 2n + 1 est impair et si ¥ € BD,,, x s'écrit x = j<¢', avec ¢ € {—1,0,1} et
1<i<metona

x = jexp (%) = jexp (%) = G, € BDy,.

Réciproquement, si x = j¢C} € BD,,,, on a deux cas :

e Sil = 2u est pair, alors x = j°¢; € BD,,,

e Sil=2u+ 1 est impair, alors z = jexp (%’“) = j°C»"5% € BD,,,
d’ou BDs,, = BD,,.

* Sim = 2n est pair, soit x = j¢\, € BD,,. On a ici trois cas :

e Sie=0,x¢eC(,, donc 2 € C,,

o Sie=1,22=( 1% = —1=(" €Cp,

o Sie=—1,2%=j¢i ¢, = %¢hi ¢ = ~1€Cp,

donc tout x € BDy,, \ Coy, vérifie 22 = —1 et on a

IBDay| = 2|Com| = 4m.

Enfin, on a
BDan [ (~1) = Do,

par factorisation canonique de
BDQm — ng
J = o
Cn +— w

en utilisant la présentation usuelle du groupe diédral D,,, d’ordre 2m.
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Définition 19. Un groupe isomorphe a un certain BDs,, est appelé groupe dicyclique (ou
groupe diédral binaire), d’ordre 4m.
De plus, les groupes BDom sont appelés groupes quaternioniques.

Remarque 20. On peut donner une présentation de BD,,, :
BDs,, = <x,y | 22" =1,y = 2™,y tay = x’1> .

Le groupe Q := {+1, +i, £j, £k} des quaternions est isomorphe a BDj.

Groupes polyédraux binaires Par le Lemme 10, on sait que deux éléments de S* sont

conjugués si et seulement s’ils ont méme trace. Ainsi, I'ordre d’un élément de S? ne dépend
que de sa trace. En fait, on a

Proposition 11. En notant 7 := %(1 +/5), on a la correspondance suivante :

Ordre | 3 |4 5) 6 8 10
Trace | =1 | 0| —7, 7' [ 1| V2 | 7, =11

TABLE 1

Démonstration. Pour lordre 3, si o(q) = 3, on a
¢ =Tr(g)g+1=0 = ¢’ = Ti(q)g* +q¢=0 = 1-Tr(¢*)g+ Tr(q) + ¢ =0

= 1+Tr(q) +q¢(1 —Tr(¢)*) =0 = Tr(g)* =1 = Tr(q) = *1

car ¢ ¢ R et donc Tr(q) = —1. Réciproquement, si Tr(¢) = —1, alors ¢* + ¢+ 1 = 0, d’ou
@ +¢+q=0,donc ¢®—qg—1+qg=0et donc ¢® = 1.
Pour lordre 4, si o(q) = 4, on a

¢ =Tr(q)g+1=0 = ¢'~Tr(q)¢’+¢* =0 = Tr(¢*)+(2Tr(q) —Tr(q)*)g = 0 = Tr(q) =0,

et si Tr(q) = 0, alors ¢*> +1 = 0 et donc o(q) = 4.
Pour Pordre 5, si 0o(q) = 5, on a

¢ ~Tr(q)g+1=0 = ¢°~Tr(q)q" +¢* =0 = Tr(q)’—2Tr(q)+1+4¢(3Tr(q)* ~Tr(q)*~1) = 0

= (Tr(q) = 1)(Tr(q)* + Tr(q) — 1) =0 = Ti(q) € {-7,77'}.

On peut conclure de la méme facon que dans les cas précédents.

Pour lordre 6, si o(q) = 6, alors o(q?) = 3, donc Tr(¢?) = —1 et Tr(¢*) = Tr(q)*> — 2 d’ou
Tr(q) € {£1} et donc Tr(q) = 1.

Pour l'ordre 8, de méme, si o(q) = 8, alors o(¢?) = 4, d’ou Tr(¢?) = 0, donc Tr(q)? = 2 et
donc Tr(q) € {#v/2}. Pour la réciproque, on peut prendre i%.

Enfin, pour l'ordre 10, si o(q) = 10, alors o(¢?) = 5, donc Tr(¢?) € {—7,77'}, d’on Tr(q)? €
{7 +2,2—7}={r+1,1 —771} = {72,772}, donc Tr(q) € {&7,£77'} et ¢ étant d’ordre
10, ceci implique Tr(q) € {—7"1, 7}, d’on le résultat. O
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* Posons
Q := (i,j) = {£1, £i, £, £k},
ainsi que
Cltitjtk
= 5 _
On a Tr(w) = —1, donc w est d’ordre 3. De plus, @ € Ns:(Q) donc le groupe

w .

T :=(Q,w)
est d'ordre 24 et on a T\ Q = {3(£1+i+j £ k)} avec |T \ Q| = 16. En fait, on voit
que
T = (i,w).
Le groupe T est appelé groupe tétraédral binaire.
* Soit .
14

v 7
v est d’ordre 8 et on a 4? = 4. Par construction de 7, on a v € Ngs(Q) N Ng3(T) et
alors le groupe octaédral binaire

O :=(T,7) = (w,7)

est d’ordre 48 et on a O\ T = {L(iUi u), u#v € {147 k’}} et donc |[O\T| = 24.

V2
De plus, 12 des éléments de O\ T sont d’ordre 4 et les 12 autres sont d’ordre 8, d’aprés
la Table 1.
* Posons
T i+ T
o=

Par la Table 1, o est d’ordre 5 et agit sur P via S : S* — SO3(R). Les douze vecteurs
+7i £ j, £7j £ k, i & 7k forment les sommets d’un icosaé¢dre régulier .# de P ~ R3
et sont permutés entre eux par S(q) pout ¢ € T et S(o). Il est clair que seuls +1 fixent,
les six droites vectorielles joignant deux points opposés, donc (T,0) = S~}(Is* (%)),
ot Is*(#) est le groupe des isométries vectorielles directes préservant .# (cf Annexe),
et donc comme ker S = {£1}, on a que le groupe

Z:=(T,o)

est fini. On 'appelle groupe icosaédral binaire.

Remarque 21. Les groupes 7, O et Z sont ainsi nommeés en raison du fait que leurs images
dans SO3(R) sont les groupes de rotations du tétraédre, octaédre et icosaédre, respectivement.

Contrairement aux cas de 7 et O, 'ordre du groupe Z n’est pas aisé a déterminer. Son calcul
mérite un lemme :

Lemme 11. Rappelons que T est d’ordre 12 et que O est d’ordre 48. De plus, le groupe
1cosaédral binaire T est d’ordre 120.
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Démonstration. (Voir [15], Chapter 5, §4.2)
Rappelons que I'on a le diagramme

S[ 5~ S04(R)
s /(-1

7 /(-
x %
S(T)

et donc |Z| = 2|5(Z)|. Il s’agit donc de montrer que |S(Z)| = 60. Comme S(Z) est formé
d’isométries préservant I'icosaédre régulier .# défini ci-dessus, S(Z) agit sur les diagonales de
# et on a donc un morphisme

W

dont on tire le diagramme

1)

S(I) — Ge.

De plus, ce morphisme est injectif car si S(g) € S(Z) fixe toutes les diagonales de .#, alors
g € {£1} et donc S(g) = 1. Ensuite, toute isométrie de S(Z) étant directe, elle conserve
lorientation, donc les premutations correspondantes sont paires. Ceci donne un morphisme
injectif
Ensuite, on a 0 ¢ T, d’ou |Z| = |(T,0)| > 5|T| = 120, d’ou |S(Z)| > 60 > 45, donc [ :
S(Z)] < 8 et donc [Ag : S(Z)] < 6. I reste & montrer que 'on a exactement [Ag : S(Z)] = 6.
Comme |2g| = 360, on a

[ : S(Z)] € {1,2,3,4,5,6}.
Si [ : S(Z)] = 2, alors S(Z) est distingué dans 2 et |S(Z)| € {1,360} car s est simple, ce
qui est absurde.
Ensuite, faisons agir g sur %6 / S(T) par translation. L’action est fidéle et donne un mor-
phisme injectif

As — S (9(6 /S(I)) ~ Sy:5(7))-

Dong, si [ : S(Z)] = 3 (resp. 4, 5), alors g s’'identifie & un sous-groupe de S3 (resp. &y, G5),
donc 360 divise 6 (resp. 24,120), ce qui est impossible.

Ainsi, [ : S(Z)] € {1,6} et il reste alors & montrer que S(Z) # Ag. Supposons le contraire ;
alors S(Z) contient un sous-groupe non-cyclique d’ordre 9 (car ((1,2,3),(4,5,6)) < s est
un tel sous-groupe) et on peut alors choisir ¢,r € Z distincts qui commutent et tels que
q,r,qr = rq soit d’ordre 3. Par la Proposition 11, on a alors Tr(q) = Tr(r) = Tr(rq) = —1.
Ainsi, ¢, r s’écrivent g = —% +uetr= —% + v avec u,v € P qui commutent et de norme %.
Alors, on a

1 3 3
—1="Tr(qr) = 3 + Tr(uww) = Tr(uww) = -5 = uw =,
car uv € R puisque uwv = v u = vu = uv d’ou

2

Nu—v)=w—-0)u-7)=@u—-v)v—u)=wtvu—u>—0>"=0 = u=0v = qg=r,

et c’est une contradiction qui nous permet de conclure. O
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Poursuivons un peu I’étude des groupes polyédraux binaires. On a le résultat fondamental
suivant :

Proposition 12. On a

ainsi que les isomorphismes

T /2y =% ©/z0)=6, T/z1) =%

Démonstration. 1. Montrons que

T/<_1> ~ Ay
On considére pour cela le sous-groupe 2 := (w) d’ordre 3. On a alors
T Nr(@)] = 4

En effet, 7 est d’ordre 24 = 2* x 3 et w est d’ordre 3, donc Q € Syly(T). Si n3 =
|Syl5(7)], la théorie de Sylow nous affirme que ng =1 (mod 3) et n3|8 donc n3 € {1,4}.
Mais, i ¢ N7(Q2) donc €2 n’est pas distingué dans 7 et donc ng = 4. Or, par le lemme
des orbites (ou le quatriéme théoréme de Sylow), on a

4=mng=[T: Nr(Q)],
ce que l'on voulait. Au passage, notons que —w € N7 (Q2) et —w étant d’ordre 6, on a
N7 (Q) =2 /67.
En considérant Paction par translation de 7 sur 7 / Nr(Q), on obtient un morphisme

(pZT—>64.

Par calculs directs, on a (i) = (1,2)(3,4) et ¢(w) = (2,3,4), donc p(iw™!) = (1,2, 3)
et d’aprés le théoréme 2 de I’Annexe, on en déduit que A, < im ¢ et donc que im p €
{4, 84}. Or, —1 € ker ¢, donc ¢ ne peut étre injectif et pour des raisons d’ordre, on
a donc im ¢ # &,. On en déduit que im ¢ = 2, donc ker p = (—1) et Iisomorphisme
désiré s’ensuit.

2. Montrons que

O/<_1> ~ Gy.

On note 1a encore ) := (w). On a

(O : No(Q)] = 4.
En effet, on peut procéder comme précédemment et écrire |O] = 48 = 24 x 3 pour avoir
Q € Syl;(0). Si n3 := |Syl3(O)], on a n3g =1 (mod 3) et n3|16 d’on n3 € {1,4,16}. Q
n’étant pas distingué dans 7, il ne 'est pas non plus dans O, et ng € {4,16}. Or, on a
NT(Q) < N@(Q)7 donc

ng=[0: No(Q)] <[O:Nr(Q)] =8 = [O: No(Q)] =ng =4.
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O agit sur O /NO(Q) et donne un morphisme
w -0 — 6,4.

Cependant, par calculs directs, on a ¥(w) = (2,3,4), ¥(i) = (1,3)(2,4) et ¥(y) =
(1,2,3,4), dou Y(iw 'yw) = (1,2) et donc im1) contient ((1,2),(1,2,3,4)) = &Sy (cf
Annexe, théoréme 1) et donc 1) est surjectif. De plus, on a {+1} C ker ) et |[im | = 24
entraine que | ker | = 2, d’ou le résultat.

I/<_1> ~ As.

On a ici |T| = 24, donc [Z: T] =5 et T agit sur Z /7 et ceci donne un morphisme

3. Montrons que

X:Z— Gs.

Par calculs, on a la aussi x(0) = (1,2,3,4,5) et x(i) = (2,3)(4,5), donc x(c%ic%) =
(1,2,3) et par le théoréme 2 de I’Annexe montre alors que 25 < im y et donc im x €
{U5,85}. Or, si imx = G&;, alors on aurait |Z| = 120 = |&5], donc x serait un iso-
morphisme et contredirait —1 € ker x. Ainsi, im y = 5 et ker y = (—1) et on a bien
I'isomorphisme voulu.

4. Calculons enfin les centres. Si ¢ € Z(T), alors ¢ commute a i, donc s’écrit ¢ = a + bi

avec a, b réels. Mais ¢ commute également a w, ce qui n’est pas le cas de ¢ et donc

q € R et comme ¢ € S, on obtient bien ¢ € {#1}. Réciproquement, on a clairement

{£1} € Z(T). De plus, si ¢ € Z(O) (resp. ¢ € Z(I)), alors ¢ commute a tout élément

de T, donc en particulier & w et i et par ce qui précéde, ceci implique ¢ = £1 et donc
Z(0)=Z(ZT) = {£1}.

m

Nous en arrivons donc aux deux résultats principaux de cette partie. Rappelons au préa-
lable un résultat central démontré en Annexe (théoréme 4) :

Théoréme 14. Tout sous-groupe fini de SO3(R) est conjugué (dans SO3(R)) a l'un des
groupes suivants :

x Le groupe cyclique C,, d’ordre m engendré par

1 0 0
0 cos(4m/m) —sin(4n/m) |,
0 sin(4n/m) cos(4m/m)

x Le groupe diédral Do, d’ordre 2m engendré par

1 0 0 -1 0 O
0 cos(4m/m) —sin(4r/m) et 0 1 0
0 sin(4w/m)  cos(4m/m) 0 0

x Le groupe tétraédral Ist(T) ~ 2, engendré par

010 1 0 O
0 01 et 0O -1 0|,
100 0 0 -1
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* Le groupe octaédral Is* (0) ~ &4 engendré par

—_
o
S

et 0
0

e}
|
—_

0 1
0 0
10

o~ O
—_
e}

* Le groupe icosaédral Is™ () ~ s engendré par

1 T 71 1 0 0

1 1

- T -t -1 et 0 -1 0|, avec 7:= +2\/5
—7r! 1 —T 0 0 -1

Théoréme 15. (Théoréme de Stringham-Cozeter)
Tout sous-groupe fini G de H* est conjugué dans S® o l'un des groupes suivants :

x Le groupe cyclique C,, d’ordre m,

*

Le groupe dicyclique BDs, d’ordre 4m,

*

Le groupe tétraédral binaire T,

*

Le groupe octaédral binaire O,

*

Le groupe icosaédral binaire L.

Démonstration. (Voir [13]. On pourra aussi consulter [15] pour une preuve directe)

Soit G < H* un tel sous-groupe. Alors, G < S3. Si G est cyclique, G est conjugué dans S*
a (Gn) = Cpn- Soit en effet ¢ € G d’ordre m. Il s’agit de montrer qu'il existe o € C,,, tel que
Tr(a) = Tr(q). Pour le voir, on a |Tr(q)| < 2, donc il existe 6 € R tel que Tr(q) = 2cosf et
si z := exp(if) € S3, alors Tr(g) = Tr(z), donc z™ = 1 et donc cos(mf) = 1 et il existe alors
k € Z tel que mf = 2km et o := ¢* convient.

Sinon, G est d’ordre pair car si |G| est impair, alors G ~ S(G) < SO3(R) et les seuls
sous-groupes de SO3(R) d’ordre impair sont cycliques. Le seul élément d’ordre 2 de S est
—1, donc {£1} < G et S(G) est alors conjugué a Dy, Ay, &4 ou As. Ainsi, on veérifie que
G = S71S(Q)) et si S(G) est conjugué & H € {Dap, Ay, S4,2s}, alors G = S7H(S(G)) est
conjugué dans S* a STY(H) € {BDay, T,0,I}, d’ot le résultat. O

En utilisant le Théoréme 12, on obtient finalement :

Corollaire 14. Tout sous-groupe fini de SUy(C) est conjugué dans SUy(C) a l'un des groupes
suvants :

x Le groupe cyclique C,, d’ordre m engendré par

0
em 0
_ 2w )
0 e m

x Le groupe diédral binaire BDs,, d’ordre 4m engendré par

em 0 0 -1
0 e m]’ 1 0/’
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x Le groupe tétraédral binaire T d’ordre 24 engendré par
L(=1—-i 1-—i —1 0
2\—-1—7 =1+ 0 /)’
x Le groupe octaédral binaire O d’ordre 48 engendré par
L/i-1—i 1-—i 1 /1—i 0
2\—-1—17 —1+1 V2 0 1+4+3)°

x Le groupe icosaédral binaire Z d’ordre 120 engendré par
1 71— 7i 1 —i 0
2 -1 '+ 7 0 2/

Le premier générateur de Z ci-dessus correspond au conjugué de o par \%(2 +7).
Enfin, notons que 'on a deux isomorphismes exceptionnels :

Proposition 13. On a
I~ SLQ(FE)) et T >~ SLQ(]Fg)

Démonstration. (Voir [15], Chapter 5, §5.1)

1. Dans F5, on a
X24+1=(X-2)(X=3) et X?—X—1=(X-3)%
ce qui nous donne un morphisme

e : Zli,7] — F;
LT = 3

Notons que 'on a ¢(2) # 0. On a aussi une suite exacte courte

11— (-1) "> 1.

Définissons
) GL
X : T—GLy(Z[i, 7)) 2 G L, (Fs)
tel que
) -1 0 20
et

x(0) = GL(y) ((7_1__1 i 7_1l+rz'>) =27 (:? D = <§ g) '

En fait, on voit que x(Z) C SLo(F5). Ensuite, comme 7(ker x) <25 et 25 est simple,
si w(ker x) = s, comme —1 ¢ ker x, il vient 7(ker x) =~ ker y, d’ou w(ker x) = 1, donc
ker y C {1} et on a ker y = 1. Pour des raisons d’ordre on en déduit que y est un
isomorphisme, ce que I'on voulait.
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2. Comme le polynome X? + 1 est irréductible sur Fs, on a Fg = F3(6) avec 6% +1 = 0,
d’olt un morphisme
v o Zli, ) —  Fy

et comme précédemment, on obtient

~ . GL
T T——GLy(Zfi, 7)) FY S Lo ()

w=co (3 9)= (3 9)

Y(w) = GL(Y) (% (j :z _11_+i¢>) - <gi} §:é> ‘

Comme ci-dessus, on a 7w(ker ) <25 et —1 ¢ ker X entrainent ker Y = 1. Ainsi, Y est

injectif, donc
o {041 61\ (=6 0
T—Xm_<(9+1 1—0)’(0 9)>

S(GRE RN T )
N <(_11 _01> ) (_01 [1))> < SLy(Fs),

et pour des raisons d’ordre, on a que Y : T — SLy(F3), d’ou le résultat.

De plus, on a

et

]

Remarque 22. On voit qu’ainsi, T < G'Ly(F3) est d'indice 2 et T est aussi d’indice 2 dans O.
Cependant, O et GLy(IF3) ne sont pas isomorphes car O contient un seul élément d’ordre 2,
ce qui n’est pas le cas de GLy(FF3). De plus, on peut montrer que SLy(F;) est le plus petit
groupe de la forme SLy(FF,) contenant O.
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Quatriéme partie

Groupes primitifs de rang 2

4.1 Sous-groupes de réflexions primitifs de U(C)

Notons [ := <(1) (1)) € Uy(C) et Cp = ((nl2) < Uy(C). Par le Corollaire 12 et le

Théoréme 12, on a
Us(C) ~ L(S") o R(S?) ~ L(S") o SU,(C).

Rendons cette décomposition plus explicite :
Soit G un sous-groupe fini de Uy (C). Pour g € G, on peut choisir A, € C tel que )\3 = det g.

On pose alors R
G:={x)\,'g, g€ G}

et on a

Proposition 14. Avec les notations précédentes, G est un sous-groupe fini de SUy(C), G est

un sous-groupe de C,, o G ot m est un exposant de G et on a

G [26)~C [ 2(6).

Démonstration. Pour g € G, on a det(iA;lg) = )\;2 detg = 1, donc G est bien un sous-

groupe de SU,(C), fini car G est fini. Soit m un exposant de G. Pour g€ G,onal'l,=
g™ = (=1)"A' I3, donc m est pair. On en déduit que si g € G, on a

Iy = (£Xgg)™ = AJ'g™ = X", = A" =1 = A\ e {£1},

d’ott un morphisme

G — (Cm X @) /{j:<]-7 1} def Cn o @,

injectif car si (A, A;lg) = +(1,1), alors g = 1 et G est isomorphe & un sous-groupe de CnoG.
De plus, on a un morphisme

G > G - G / Z(G)
g = N'g — A lg
surjectif car {£1} < Z(G) et de noyau Z(G), d’ott I'isomorphisme annoncé. O

Proposition-Définition 4. Si G est primitif, alors G est conjugué & T, O ou L. On dit

alors que G est de type T, O ou I suivant que G est conjugué o T, O ou L.
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Démonstration. Comme G est un sous-groupe fini de SU,(C), G est conjugué a un C,, un
BDy,, T, O ou I par le Théoréme de Stringham-Coxeter (Théoréme 15).

Si G = Cn, alors G < Cp, 0Cp,. Comme G est primitif, C,, 0C,, 'est aussi et comme Cy, 0C,,
est un sous-groupe distingué abélien de C,, o G, il est cyclique par le Théoréme 5, donc G est
cyclique, disons engendré par go. Soit A une valeur propre de go. Si 'espace propre associé est
de dimension 1, alors GG n’est pas irréductible, donc ne saurait étre primitif. Ainsi, go = Ay
est une homothétie et A EASl et alors C\ est G-stable, donc G n’est pas irréductible. Cette
contradiction indique que G n’est pas cyclique.

Si G = BD,,, alors C,, o Cy, est un sous-groupe distingué abélien de C,, o BD,,, donc
Cm 0 Cop < Z(Cyy, 0 BDsy,). Ceci implique que (s, et j commutent, ce qui est absurde.

Finalement, G ne peut étre conjugué qu’a 7, O, ou Z. O

Théoréme 16. Si G est un sous-groupe de réflexions primitif de Us(C), alors (4 conjugaison
pres), G est un sous-groupe distingué de C190T, de Coq 0 O ou de Cgo 0 Z, suivant que G est
de type T, O ou T.

Démonstration. Soient g € G et 6, 6~1 les valeurs propres de g. Si g # %1, on a 0 # 0~L.
Alors, 0g et 6~ 1g sont des réflexions de G, car d’ordre fini et fixant exactement une droite. De
plus, si 7 € G est une réflexion de spectre {\, u} alors A-'r € G est de spectre {\ X\, A1u}
et comme A = detr = A2, le spectre de A\ 'r est {\ '\, A\ tu}. Donce, toute réflexion de G
s’obtient de cette maniere. On voit ainsi par calcul direct que G est un sous-groupe distingué
de C,, o G, ol m est un exposant de GG, et ce car G est engendré par des réflexions. Il reste
a voir que 12, 24 et 60 sont les exposants respectifs de 7, O et Z. Par exemple, comme on a

T/Z(T) = T/<_1> ~ Ay, pour & € T, on a z'2 € {£1} et si #'? = —1, alors x est d’ordre

24 et T serait cyclique, ce qui est faux, donc 2'? = 1, pour tout € 7. On procéde de méme
pour O et Z pour obtenir le résultat. O

En posant
T := ClgoT, O 1262400, HI:C(,‘[) OI,

le résultat précédent se reformule en disant qu’un sous-groupe de réflexions primitif de Us(C)
est un sous-groupe distingué de T, @ ou I, en fonction de son type.
Ensuite, on a

T=0nNL

En effet, ONZ =T car T < ONZ puisque O = (T,v), Z = (T,0) et lordre que ONZ
divise 48 et 120, donc divise 24 = pged(48,120) et donc 24 = |T| < |ONZ| < 24. De plus,

si (¢,z) € ONT, l'ordre de ¢ divise 24 et 60, donc divise 12 = pged(24,60), donc ¢ € Cyy
et € ONZ =T, donc ((,z) € T. Réciproquement, si (¢,z) € T, alors z € T = ONT et
(2 =1 donc ¢ € Coy NCgp et done (¢,z) € ONT et on en déduit bien Pégalité annoncée.

Le Théoréme 16 implique donc que si G est un sous-groupe de réflexions primitif de Uy (C),

alors G est un sous-groupe distingué de O ou I.

Remarque 23. Le Corollaire 4 nous donne :

Cra|| T _
2

Caa| O] _

602 = 3600.
2

IT| = 12° =144, |O|= 24% =576, |I| =

Ceol IZ] _
2

o4



On peut déduire du Théoréme précédent que GZ(H) = H ou H € {T, 0, 1}. En effet, si
par exemple G T, on a GZ(T) < T et
_ G2 12 12(G)] |2(T)]
GNZ(T)| — 1Z(G)]
—_——

<Z(G)

IGZ(T))| — 12 |Z(T)| = 144 = |

et ce car Z(T) ~ Cya, donc |GZ(T)| = |T| et donc GZ(T) = T. Les autres cas sont tout a fait
analogues.
On voit alors que g1, 92 € G sont conjugués dans G si et seulement s’ils sont conjugués

dans H, ce qui s’écrit encore

Vg€ G, g9 =g".

Ainsi, pour déterminer les possibilités pour G, il suffit de trouver des générateurs de
H, représentants de classes de conjugaison de sous-groupes cycliques de réflexions de H et
ensuite, calculer la cloture normale (dans H) de tous les sous-ensembles de ces représentants.

En effet, si G = (s1,...,8,) < H, avec s; des réflexions de H et si {ry,...,r,} est
un ensemble de générateurs de H, représentants de classes de conjugaison de sous-groupes
cycliques engendrés par des réflexions de H, alors

V1<i<m, 31 <k <n, sf =rf

et alors
G:(sl,...,sm):<51G,...,sg>:<s{{,...,sg :<7‘g,...,7‘5m>.

Comme nous l'avons vu dans la preuve du Théoréme 16, chaque ¢ € H donne deux
réflexions
ri=07"g
{ Ty i=0y1g

ou 61,0y sont les valeurs propres de g. De plus, si z € Z(H), z est scalaire car, par calculs
aisés, on a

Z(T) = Cra, Z(0) = Cos, Z(I) = Ceo.

Donc, g et gz donnent la méme pair de réflexions. Ainsi, pour trouver les classes de conju-
gaison de réflexions de H, on obtient deux réflexions ri,r, de chaque classe de conjugaison

non triviale de /Z(H) et on regarde si r; et 5 sont ou non conjuguées dans H.

4.2 Groupes de type T

Nous avons a présent tous les ingrédients nécessaires a notre classification.

T est engendré par les matrices

Ll =1—di 1—i ot b —1 0
CTo\1—i 14 ~\o i)
d’ordres respectifs 3 et 4 d’apres le Corollaire 14 et les classes de conjugaison non triviales de
T /2y =T [2(7) =%
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sont représentées par @, a> et b. Comme b et —b sont conjugués dans 7~ (voir la définition de
T plus haut), les réflexions ib et —ib sont conjuguées dans T. De plus, le polynome caracté-
ristique de a est x,(X) = X2+ X + 1, donc le spectre de a est {w,w?}, ol w := exp (2%’)
et wa, w?a ne sont pas conjugués dans T, sinon a et wa le seraient et si wa = tat™! pour
t=(¢,q) € T, alors (w,a) =wa = ((,9)(1,a)((" g7") = (1,gag7"), d'ott w = £1, ce qui est
absurde.

De méme, wa? et w?a? ne sont pas conjugués dans T. Ainsi, T posséde cing classes de conju-
gaison de réflexions représentées par

ri=ib, 1 i=wa, Tri=wad’, 1 =w’d® 13 =wa.

Leurs représentations matricielles sont alors

(1 0 L wf=1l—=1 1—1 _wf—14+1 =1+
"“lo —1) "Taol\cr—i —1+i) PTo 14+ —1-i)
d’ordres respectifs 2, 3 et 3.

Comme la cloture normale de b dans T est le groupe Qg des quaternions, la cloture
normale de r dans T est le groupe imprimitif

Cy0Q5~G(4,2,2)
et c’est 'unique 2-sous-groupe de Sylow de T.

Remarque 24. On voit que v = 1—\;%’ et w = %(—1 + i+ j + k) normalisent Qg, donc Qg <O
et donc
G(472a2) =(C40Q3<1Cyuo0=0.
1

De plus, 0 = 5(77" + i 4 7j) ne normalise pas Qg, donc G(4,2,2) n’est pas distingué dans
I. Ainsi, O est le plus grand sous-groupe de réflexions primitif de Uy(C) contenant G(4,2,2)

comme sous-groupe distingué.

Pour avoir G/z(g) ~ T/z<7') ~ 24, G doit contenir r] ou rj. Supposons en effet le

contraire. Si 72" C G, alors r2 € G donc G contient

0% = wa® =1y,

4 212

ry=(r3)" =w

ce qui est exclus. De méme, G ne peut contenir r%T. Ainsi, la seule possibilité restante est

G = <7”T> = (3(4,2,2) qui est imprimitif, contredisant la situation. Les seuls sous-groupes de
réflexions primitifs de T sont alors les cloétures normales

T T T T T T T T T T T
<T1>7 <T‘2>, <7”1,T’2> <T7T1 ’ <T7T2>7 <T7T17T2>'
Mais, on a yriy~! = r] (ce qui reste vrai pour tout élément de @\ T) et donc, & conjugaison
? 1 2 9
pres, les seules possibilités restantes pour G sont
N\
G4 = <7"%r> .
G5 = T}E, T%‘
Gg:=(r",r

Gy = <7“T,r71r,rg> =T

(on adopte ici la notation de Shephard-Todd, que I'on retrouve dans [15] et [19] naturelle-
ment. )
Avec ces définitions, on peut exhiber le treillis des sous-groupes de réflexions de T :

26



\/\

G(4,2,2)

(Le groupe GG(4,2,2) est encadré afin de rappeler qu’il est imprimitif.)
Définissons les réflexions d’ordre 3 suivantes :

S w1 =i\, w14 1—i
= =o L rpe=rrr=o )
Montrons que
Gs = (r,m), |Gs| =172, [Z(G5)| =6.
Par définition, on a G5 = (r{,rJ) et posons Q5 := (a”,(a*)7), (rappelons que T = (a,b)).
Comme
b2a’b 2 = b2 =d® € <a, ba2b> ,
on a
<a,ba2b> < Qs et <a, ba2b> AT = Q5 = <a, ba2b>.

On en déduit que G5 = (ry,r7r9r) = (r1,75). Ensuite, comme 7,73 € G5, on a w € G5, d’ou

{(1,£1), (w, £1), (w*, £1)} C Z(G5) = |Z(G5)| >6 = |Gs5| > 72,

cette derniére inégalité provenant de Gs /Z(G5) ~ 4. De plus, comme G5 est un sous-

groupe de T, les possibilités restantes sont alors |G5| € {72,144} et si |G5| = 144, alors
=T donc b € (a,ba’b), ce qui est faux. Ainsi, |G5| = 72 et donc |Z(Gs5)| = 22 =6,
En suivant le méme procédé (ou en utilisant la méthode de [15], Chapter 6, §2) on peut
obtenir les générateurs et les ordres des groupes G4, Gg et G7; informations que l'on peut
récapituler dans la table suivante :

| G | Structure L IG] [ 1Z(G)] | k[m]l |
G4 (r1,7) >~ SLy(F3) 24 2 3[3]3
G5 (r,rh) ~Cs x T 72 6 3[4]3
GG <’f’, 7“1> ZC4OG4 48 4 2[6]3
Gqr | (ryr1,me) =~C3 X (CaoT)=T | 144 | 12 0

TABLE 2 — Sous-groupes de T

La notation k[m]l indique que les générateurs donnés r et s sont d’ordres respectifs k et
[ et satisfont la "relation de tresses"

rSr--.=S8rS---.
—— =
m m

Autrement dit, on a une présentation

k[m]l = <’r‘,S|Tk:1,8l:1,TST---:STS--->.
S—— =

a7



Ces groupes sont appelés groupes de Shephard.

Remarque 25. On peut montrer (voir [10]) que le groupe abstrait k[m]l est fini si et seulement
si (k+0)m > kl(m — 2), auquel cas son ordre est

s (1,2 1 -
m\k m I '
De plus, on voit que 2[m]2 est le groupe diédral G(m,m,2) d’ordre 2m et que 2[4|m ~

G(m,1,2). Enfin, on peut montrer (voir [15]) que les groupes k[m|l sont exactement les
sous-groupes de réflexions de Uy(C) qui peuvent étre engendrés par deux réflexions.

4.3 Groupes de type O

Nous allons procéder ici de facon similaire & ce qui précéde ; mais nous verrons quelques
difficultés supplémentaires apparaitre.
Le groupe O est engendré par

N A e WP B A L A
CTo\ =i —1 4 “=AL0 14

d’ordres respectifs 3 et 8. Les classes de conjugaison non triviales de O /Z(O) ~ G, sont re-

- (-1 1
4 ; = = . 2 3,22 1 (. : 3
présentées par a, b, ¢ et d o b := ¢*, d = c’a’c” = 75(2 — k), de matrice 7% ( 1 1),

de telle sorte que d'ad = a~'. On peut faire correspondre @,b,¢ d aux permutations
(1,2,3),(1,3)(2,4),(1,2,3,4),(2,3) dans S,.

On sait déja que b et —ib sont conjugués dans T. De méme, d et —d sont conjugués (par
j) dans O, donc id et —id sont conjugués dans Q. O posséde donc six classes de conjugaison
de réflexions représentées par ib, wa, w?a, id, %c et 1—\;;0.

Or, on a vu que r; = wa et ry = wa® sont conjugués dans O et comme w?a = 73, un
sous-groupe de réflexions primitif de O contient (wa)? si et seulement s'il contient (w?a)®.

-\ 0 )
De méme, un tel sous-groupe contient (%c) ei et seulement s’il contient (%c) . Ainsi,

O a quatre classes de conjugaison de sous-groupes cycliques de réflexions, représentées par

1+

V2

r=1ib, ri=wa, r3:=1id, T4:= c,

de matrices
(1 0 w-1-i 1-i 1L /1 -1 (10
mlo 1) T\ —1gi) BT g\ —1)0 TN i)

Lemme 12. Pour avoir G/z((}) ~ O/z((’)) ~ Gy, G doit contenir r? ou r?.
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0 ou r?, c’est-a-dire que

Ge{(r?), (), (%)}

Eliminons ces cas les uns aprés les autres.

Démonstration. En effet, sinon G ne contient que r

e Supposons que G = <7“1> Alors a,cac™ € (a®), donc Qg := (a, cac™') < (a®). Mais,
ac™? = (cac)a(ca’c™) € Qg, donc Qe <O car O = (¢,a), dou Qs = (a). De
méme, on obtient

G = <r1,r4r1r4_1> .
12

De plus, ro = rsrir;' € G, donc a € G et donc w € G et comme —1 = (acac™ il

vient

Y

{(1,£1), (w, £1), (w?,£1)} C Z(G).
On en déduit que |Z(G)| > 6 et comme G/z(g) ~ Gy, on a |G| > 144 et donc
|G| € {144, 288, 576}.

Si |G| =576, on a G = O, donc r3 € G et ceci est manifestement exclus. Si |G| = 288,
alors G est d’indice 2 dans @, donc r = r? € G et c’est également impossible. Si

|G| = 144, G est d’indice 4 dans O, donc (5 = (3, € G, done Z(G) = <(C6, 1)> Notons
p11C24XO—»C24, pQ:CQ4XO—»O, 7T2624XO—>'>@,

les fleches naturelles. On a Qg = po(7~1(G)) et comme Z(G) = <(§6, 1)>, I'application
(C6,1) = (g est un isomorphisme Z(G) — p (7~ (Z(G))). De plus, on a clairement

que p1(771(Z(@))) est un sous-groupe de p (71 (QG)). Si x = pi(z,y) avec (x,y) € G,
alors © = pi(z,1) et comme G = (ry,r4riry"), on a z € {+1, +w, +w?} C ((5) d'out
1) € (G D)) = Z(G) done € py(r(Z(G)) et done py(a~(G)) = Z(G). Ainsi,
on a

2 |Gl = =" HG) < (= H(G))] Ip2(m=H(G)] = 1Z(G)] |94
2 |G|
1Z(G)]

= Q| > =48 = Q=0 = ce{a,cac)

et ceci est absurde.

e SiG = <r@,r?>, on a Qg = <a0,bo> = (b,a, cac™') et, de méme,
G = <7", 7“1,7"47“17“4_1>.
On a encore w € G d'ott |Z(G)| > 6 et donc
G| € {144, 288, 576).
Si |G| =576, alors G = O d’oil 73 € G, ce qui est exclus. Si |G| = 144, alors par ce qui

précéde, G = <7’1, 7“47”17’21> d’ott r € G et ceci est également exclus. Si |G| = 288, G est
d’indice 2 dans Q, et |Z(G)| = 12. Comme précédemment, (12 = (3, € G donc Z(G) =

<(§12,1)>. On a encore Qg = po(77H@G)) et si z = pi(z,y) € pi(r~YG)), comme
G = (r,ri,rariry "), on doit avoir z € {+1, 4, fw, +w?, +iw, +iw?} C ((12), donc
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(x,1) € <(C12, 1)> = Z(G) et donc z € pi(7~1(Z(G))). On en déduit que |p; (7~ H(G))| =
|Z(G)| = 12. Ainsi
2|G|=[77H(G)| < In(m7H(G)| Ip2(7~H(G)] = |2(G)] 19| = 12 [Qq]
|G|

= |QG]2?:48 = Q=0 = ceqg

et ceci est absurde.

e Enfin, si G = <T©>, comme G(4,2,2) = <TT> < G,ona(y € G(4,2,2),donc |Z(G)| > 4
et donc |G| > 96 et on en déduit que

G| € {96,144, 192, 288, 5761
Si |G| = 576, alors r; € G : exclus. Si |G| = 288, G est d’indice 2 donc r; = (r;1)? € G :
exclus également. Si |G| = 192, alors [0 : G| = 3, donc r3 = ri € G, et ¢’est impossible.
Si |G| = 144, alors r; = r{ € G, ce qui est absurde. Finalement, si |G| = 96, G est
d’indice 6 et G est un sous-groupe de <?”©, 7"?> donc | <7"©, r?> | est multiple de 96 et on
a vu que ]<r@,r(1o>>] ¢ {144,288,576}, donc \<r@,r?>| € {96,192}. Si c’est 96, alors
G = <r©,r9> d’on 1 € G, ce qui est exclus et si ¢’est 192, alors [<r®,r?> : Gl =2,
donc r; = (r;')? € G. Cette contradiction finale achéve la preuve.
O]

Revenons a notre classification. Comme r = r3, il ne reste a considérer la cloture normale
que de huit des sous-ensembles non vides de {r,r,73,r4}. Posons

/o no.__ 2 -1 2 /. -1 .
r3 = TT3T, Ty 1= (7“17“4) 7"3(7“17“4)7 Ty i=Tg T4T'3;

matriciellement, ceci s’écrit

, 1 (11 s L0 14 ;L 14i 14
BT\ 1) BT a\U—i 0 )0 T o4 144 )

Les seuls groupes possibles sont alors (notation de Shephard-Todd) :
( Gg = <7"i?>

G = <r?,r?,r9> =0
G12 = <T§)>
G13 = <T©7 Té’()))>
Gy = <7"?,7°§)>
[ Gi5:= <T©,T?,T§)>

On peut 1a aussi dessiner le treillis des sous-groupes de O :

NS
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Remarquons ensuite que G4 et G5 sont des sous-groupes de G4, Gg et G sont des sous-
groupes de Gyg et G5 et que G(4,2,2) est un sous-groupe de Gy et de Gy3. Tout comme
avant, on peut dresser la table récapitulative suivante :

| G | Structure L IG] [ 1Z(G)] | k[m]l ]
Gs (ra, ) ~ TC4 96 4 | 434
Gy (rg,rq) ~Cs00 192 8 2[6]4
Gio (ri,ry) ~C3 x TCy 283 | 12 | 344
G11 <’I"1, r3, 7"4) ~ C3 X (CS o O) =0 | 576 24 @
G2 (r3,7%5,75) ~ GLo(Fs) 48 2 0
Gis (ryr3,r5) ~C40 0O 96 4 0
G14 <T1, Té> ~ Cg X G12 144 6 3[8]2
Gis (r,r1,m3) = C3 X (C400) 288 12 0

TABLE 3 — Sous-groupes de O

La notation 7C, signifie que
Gg >~ T % (ry).

Remarque 26. On peut montrer que 7 est le groupe dérivé de O. De plus, comme G153 est un
sous-groupe de tous les groupes de la table sauf Gg et G1g, on a Gg » Gy3 et Gig » Gis.

4.4 Groupes de type Z

Les générateurs de Z sont

Lt =i 1 b -1 0
=5\ 1 o tag) T No i)

d’ordre 5 et 4, respectivement. (On a noté, comme a notre habitude 7 := 1+2‘[.) Les classes de

conjugaison non triviales de I/z(z) ~ A5 sont représentées par @, b, €, €2, ot a = (be)3e?b?,

Les éléments a et b sont les générateurs de T et @,b,€ correspondent aux premutations
(3,5,4),(2,3)(4,5) et (1,2,4,3,5). Soit ¢ une valeur propre de e. Alors ( € us et on peut

supposer que ( = (5 = exp (2’?”) et comme cos (%’r) = ‘/i’l, il vient ¢ + ¢ 1+ 1 = 7. De

méme que précédemment, on obtient que I posséde sept classes de conjugaison de réflexions
représentées par

ib, wa, w?a, Ce, (Tle, (%, (%2

De plus, comme (~le = ((%e®)? et (72e* = ((%e®)7!, I posséde trois classes de conjugaison de
sous-groupes de cycliques de réflexions représentées par

r=ib, 1 =wa, r5:=C%,
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qui sont d’ordres respectifs 2, 3 et 5, de matrices

(1 0 _w=l—i 1—i G Tm+i —T+1
"o 1) "Tao\c1i—i —14i) T o \r-1 —r—i)”

Ensuite, il se trouve que les clotures normales des sept sous-ensembles non vides de
{r,r1,75} sont distinctes et on les notes (Shephard-Todd) :

( G16 = <7‘£>
Gi7 = <7’H,rﬂ5>
Glg = <7’]i, Tg>
G19 = §T§,>T11[,’I"g> =
G20 ="
Go = <7‘H,r]{>

L G22 = <TH>

On définit
e T e T e o e
matriciellement

I _ 0 1 //_1 T (T—l)i—f—l
"T\10) " To\a-ni+1 —7 ’

y w(—Ti—1 (1—71)i , Cfr—i 1—1
7”1:— . . s TSZ—— . .
2\(1—=7)i 71i—1 2 \7—1 7+

On a le treillis des sous-groupes

ainsi que la table

| G | Structure 1G] [ 12(G)] | k[m]l |

Gro (rs, 1) = Cs X T 600 | 10 | 535
G17 <T, 7"5> ~ C5 X (C4 o) I) 1200 20 2[6]5
G 02 73y = Cis X L 1800 | 30 | 3[45
G19 <7’, r1, 7’5> ~ 615 X (C4 ¢} I) =1 1| 3600 60 @

Goo () = Cy x T 360 | 6 | 353
Gor (r, 17} ~Cs x (Ci0 1) 720 | 12 | 2[10]3
G22 <T, 7’/, 7‘”> ~ C4 WA 240 4 Q)

TABLE 4 — Sous-groupes de [

Remarque 27. On peut montrer (voir [15], Chapter 6, §6) que Gos = C4 0 Z est isomorphe au
groupe SL; (F5) des matrices de déterminant 41 sur le corps fini a cinq éléments.
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4.5 Conclusion

En faisant les comptes des résultat acquis jusqu’a présent, on obtient :

Théoréme 17. x S1 G est un groupe de réflexions unitaires irréductible et imprimitif de
rang n > 2, alors G est conjugué dans U,(C) a un certain G(m,p,n) pour m > 1 et
plm.

x Si G est un groupe de réflexions unitaires irréductible primitif de rang 2, alors G est
conjugué dans Us(C) a lun des groupes exceptionnels de Shephard-Todd Gy, pour 4 <
k< 22.

Remarque 28. On peut classifier totalement les groupes de réflexions unitaires primitifs de
tout rang. Il reste pour cela a construire quinze groupes primitifs de rang > 3, notés G;
pour 23 < ¢ < 37, le plus petit étant Go3 d’ordre 120 et le plus grand étant Gs7, d’ordre
696 729 600 (voir [15], Chapter 8, §7, Theorem 8.29 et Tables D.1 et D.2, p.272-273).

Définition 20. Pour compléter la numérotation, il reste & introduire G, G5 et G3 :
G1:=6,~G(1,1,n), n>1
Go:=G(m,p,n), n>2, m>1
Gs:=Cp~G(m,1,1), m>1

Les G,, avec 1 < m < 37 forment donc toutes les familles de groupes de réflexions possibles.

On peut enfin donner quelques tables synthétiques finales :

Table des groupes imprimitifs et des groupes primitifs de rang 2 :

| G | Structure 1G] [ 12(G)] | k[m]l |
G S, n>2 n! 1 0
Gy | Gm,p,n), m>1, n>2 "!p# o 0
G Crny m>1 m m m[2]1

TABLE 5 — Groupes imprimitifs de rang n > 2
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Type | G Structure |G| |Z(G)| | k[m]l | Nombre de réflexions d’ordre...
2 | 3 | 4 | 5
Gy SL(2,3) 23.3 2 3[3]3 8
T Gs Cs x T 2332 6 3[4]3 16
G | CLoSL(2,3) 21.3 4 2[6]3 6 8
Gr | C3x (CyoT) | 2%.3° 12 0 6 16
Gs TC, 2°-3 4 4[3]4 6 12
Gy Cgo O 20.3 8 2[6]4 18 12
Gio Cs x TCy 2°. 32 12 3[4]4 6 16 12
@ G11 Cg X (Cg o O) 20, 32 24 Q) 18 16 12
G1o GL(2,3) 2.3 2 0 12
G13 C4 0O 25 -3 4 @ 18
Gu | C3x GL(2,3) | 2%.3? 6 3[8]2 | 12 16
G15 Cg X (C4 ¢} O) 25 . 32 12 (Z) 18 16
G Cs x 1 23.3-5° 10 5[3]5 48
Gir| Csx (CioZ) | 27352 20 2[6]5 30 48
Gis Cis xT 23.3%. 5% 30 3[4]5 40 48
z Gig | Cis x (C40Z) | 23252 60 0 30 40 48
Gao Cs3xT 23.32.5 6 3[5]3 40
Go1 | C3x (CyoZ) | 27325 12 2[10]3 | 30 40
G22 C4OI 2435 4 @ 30

TABLE 6 — Groupes primitifs de rang 2

On peut reprendre également les treillis des sous-groupes de réflexions de T, Q et I :

T

]I

\
/

o \ i \Glo
G14\ Gi3 Gy
G2

e

\ \

TABLE 7 — Treillis des sous-groupes de réflexions de T, O et I
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Pour finir, on peut combiner ces trois derniers treillis pour obtenir un treillis partiel des
sous-groupes de réflexions de Uy(C) :

Gll

/ G‘lg \ / \
G17 GIS G15

G G|

G21

G22 16

4 G2 Gy
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Annexe

Générateurs des groupes symétriques, alternés et orthogo-
naux euclidiens

Déterminons tout d’abord le centre des groupes symétriques, qui nous est utile dans le
calcul du centre des G(m,p,n) :

Proposition 1. Sin > 3, alors Z(S,,) = 1.

Démonstration. (Voir [16], Chapitre 1, §3)

Soit 0 € Z(&,,) et supposons par 'absurde que o # 1. Il existe donc 1 < i,j < n tels que
j = o(i) # i. On peut alors choisir k ¢ {4, j} et posons 7 := (j, k). On a alors o7(i) = o (i) =
j# k=1(j) =70(i), ce qui est absurde. O

Passons aux générateurs de &,,. Les preuves données ci-aprés sont celles que 1’on trouve
par exemple dans |7|. Commengons par un lemme :

Lemme 1. Soit n > 2. Alors 6&,, est engendré par ses (n — 1) transpositions consécutives.

Démonstration. 1. Montrons que &,, est engendré par les transpositions. Ceci est clair
pour n = 2. Pour n > 3, tout cycle de taille > 2 est produit de transpositions :

(ila i27 ... 7216) - (7;17?:2)(i2a 23) e (Z'kfla Zk)7

et comme les cycles engendrent &,,, notre assertion est prouvée.

2. 11 suffit maintenant de montrer que toute transposition (a,b) € &,, est produit de
transpositions de la forme (7,7 + 1) avec i < n. Comme (a,b) = (b, a), on peut supposer
que a < b. On procéde alors par récurrence sur b —a. Si b — a = 1, le résultat est clair.
Supposons donc b — a = k > 1 et que I'assertion soit vraie pour toute transposition
dont le support est constitué de deux entiers distants d’au plus £k — 1. On a

(a,b) = (a,a+ 1)(a+1,b)(a,a + 1),

donc en appliquant ’hypothése de récurrence a (a + 1,b), on obtient bien le résultat.
m

Théoréme 1. Pourn > 2, &, est engendré par la transposition (1,2) et len-cycle (1,2,...,n).
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Démonstration. Par le Lemme, il suffit de montrer que (1,2) et (1,...,n) donnent toutes les
transpositions consécutives. On peut, pour cela, supposer que n > 3. Posons 0 := (1,2,...,n).

Alors, on a
o(1,2)07" = (0(1),0(2)) = (2,3),

et plus généralement, si 1 <k <n—2,on a
d*(1,2)07" = (6"(1),0"(2)) = (k + 1,k + 2),

comme souhaité. O

Passons enfin aux générateurs de 2, et commencons 1a encore par un lemme :

Lemme 2. Pour n > 3, le groupe alterné A, est engendré par les 3-cycles (i,i + 1,i + 2),
pour 1 <i1<n-—2,

Démonstration. Procédons par étapes :

1. Montrons que 2, est engendré par les 3-cycles.
Tout d’abord, on a 1 = (1,2, 3)3. Soit donc o € A, \ {1}, que l'on écrit comme produit
de transpositions 0 =7, --- 7, € G,,. Si 7; et 7,41 ont un élément en commun, écrivons
7, = (a,b) et 7,41 = (a,c), avec b # c¢. Alors 7,741 = (a,c¢,b). Sinon, 7; et 7,41 sont
disjoints, on écrit 7; = (a,b) et 7,11 = (b,¢), avec a,b,c,d distincts et alors 7,741 =
(a,0)(b,c)*(c,d) = (b,c,d)(c,d,b). Comme o € 2, r est pair et notre premiére assertion
est alors prouvée.

2. 2, est engendré par les 3-cyles (1,4, j).
Ceci découle directement de 1., en remarquant que si (a,b, c) ne contient pas 1, alors
(a,b,c) = (1,a,b)(1,b,c).

3. 2, est engendré par les 3-cycles (1,2,1).
En effet, si n = 3, alors 23 = {1, (1,2,3),(1,3,2)}. Si n >4, alors (1,2,7)"! = (1,4,2),
donc tout 3-cycle contenant 1 et 2 est produit de 3-cycles de la forme (1,2,4). Pour un
3-cycle contenant 1 et pas 2, disons (1,4,75), on a (1,4,7) = (1,2,7)2(1,2,i)(1,2,5) et
on obtient ’assertion par 2.

4. Montrons maintenant le lemme.
Sin = 3, le résultat est acquis. Sin = 4, 'assertion 3. entraine que 24 = ((1,2,3), (1,2,4)).
Comme (1,2,4) = (1,2,3)%(2,3,4)(1,2,3), 2y est engendré par (1,2,3) et (2,3,4). Si
n > 5, lassertion 3. s’écrit 2, = ((1,2,4), 3 <i < n). Par récurrence sur i, chacun de
ces cycles est produit de cycles consécutifs. On a vu que ¢’était vraisit = 3,4.Sii > 5
et 7 >1,0n a

(1727]> = (1727] - 2)(172vj - 1)(.7 _27] _2a])(1727j - 2)(1727] - 1)7

d’ou le résultat.

Théoréme 2. Sin > 3, alors A, est engendré par

(1,2,3) et (1,2,...,n) sin estimpair
(1,2,3) et (2,3,...,n) sin est pair
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Démonstration. 1l suffit, par le Lemme 2, de montrer que les permutations données per-
mettent d’atteindre les 3-cycles (i,i+ 1,7 + 2).
Si n est impair, soit o := (1,2,...,n) € A, et alors, pour 1 <k <n—3,on a

c(1,2,3)07% = (¥(1),0%(2),0"(3)) = (k + 1,k + 2,k + 3).
Si n est pair, soit 0 := (2,3,...,n) € A, et, pour 1 <k <n-—3,o0na
o*(1,2,3)07% = (6%(1),0%(2),0%(3)) = (1,k + 2,k + 3)
et, comme (k,k+1,k+2) = (1,k,k+ 1)(1,k + 1,k + 2), le résultat est démontreé. ]

Passons maintenant aux générateurs de O,(R) et SO, (R). Pour les définitions et les
preuves qui vont suivre, nous renvoyons le lecteur a [16], Chapitre 6, §2.

Théoréme 3. 1. Le groupe O, (R) est engendré par les réflexions orthogonales. Plus pré-
cisément, si u € O,(R), u est produit d’au plus n réflexions.

2. Pourn > 3, SO,(R) est engendré par les renversements. Plus précisément, tout élément
u € SO,(R) est produit d’au plus n renversements.

Démonstration. 1. Soit u € O,(R) et considérons
F,:={z eR"; u(z) =z}

I'espace des points fixes de w. Posons p, := codim(F,) = n — dim F,. Nous allons
prouver que u est produit d’au plus p, réflexions, en convenant que id est produit de
zéro réflexion.

Raisonnons par récurrence sur p,. Si p, = 0, alors u = id et il n’y a rien a démontrer.
Supposons p, > 0, soit z € F;- non nul et soit y := u(x). On a y # z et y € F- car
F,, donc aussi F est u-stable. De plus, comme on a ||z| = ||y||, on en déduit que
(x — y|z + y) = 0 de sorte que x — y est orthogonal & = + y.

Soit alors 7 la réflexion définie par le vecteur x —y. Ona7(z—y) =y—x et T(z+y) =
x+y, donc 7(y) = z. De plus, comme z —y € F-, on a 7, = id. On a donc l'inclusion
F, C F,, et, comme z € F,, \ F,, on a p., < p,. Par hypothése de récurrence, on
peut écrire Tu = 71 --- 7, ou les 7; sont des réflexions et r < p,,, mais alors on a aussi
u=7711-Tr et r+1 < p,.

2. Supposons dans un premier temps que n = 3. Si u # id, on a u = 77Ty Ol Ty, Ty sont
des réflexions. Mais, comme on a n = 3, —7; =: 0; est un renversement (comme on le
voit immédiatement grace aux matrices) et on a u = 0103.

Pour n > 3 quelconque, soit u € SO,(R). On écrit u = 71 --- 7o, avec 2p < n, les 7;
étant des réflexions. Il suffit alors de montrer que si 71, 75 sont des réflexions, alors il
existe des renversements oy, oo tels que 779 = 0105. Posons en effet u := 77, Soient
Hy, H; les hyperplans de 71, 75 et soit V' un sous-espace de dimension n — 3 de Hy N Hs.
On a u)y = id et donc V< est u-stable. D’aprés le cas n = 3, on a Uy = 0102 Ol 0;
est un renversement de V4, et on obtient le résultat en prolongeant les o; par Iidentité
sur V.

O]
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Groupes de déplacements des solides platoniciens et sous-
groupes finis de SO3(R)

Nous allons établir ici quelques résultats fondamentaux pour 'étude des sous-groupes
finis de H* et de SU,(C). Plus précisément, nous allons classifier (& conjugaison prés) les
sous-groupes finis du groupe des isométries SO3(R). Nous verrons dans la preuve apparaitre
les groupes d’isométries directes laissant globalement invariants quelques solides particuliers
(les solides de Platon), dont il nous faut au préalable déterminer la structure.

Rappelons tout d’abord que les solides de Platon sont au nombre de cing; & savoir le
tétraédre, le cube, 'octaédre, le dodécaédre et l'icosaédre. Nous donnons ici un tableau re-
présentant ces cinq solides, réalisé par Owen Garnier, a 1'aide du logiciel GeoGebra :

Tétraédre Cube QOctaédre Dodécaédre lcosaédre

FIGURE 1 — Les Solides de Platon

Dans la suite, pour une partie X de R3, on note Is(X) (resp. Is™(X)) le groupe formé des
isométries affines laissant globalement invariante la partie X. Aussi noterons-nous, par abus,
T (resp. K, O, 9, F) le tétraédre (resp. cube, octaédre, dodécaédre, icosaédre) régulier,
dont V'origine O est I'isobarycentre des sommets.

Proposition 2. On a
IS+(<7.) ~ 914.

C

FIGURE 2 — Tétraédre régulier
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Démonstration. (Voir [5], Chapitre 12, §3)
La distance entre deux sommets est la distance maximale entre deux points quelconques de
T, donc IsT(.7) agit sur les sommets de .7, notés A, B, C, D, d’ott un morphisme

¢ :Is7(T) = &4

@ est injectif car si p € IsT(.7) fixe tout sommet, p fixe un repére affine, donc p = Idgs.
Ensuite, grace aux rotations d’axes [OA], [OB], [OC,[OD], et d’angles 2%, 2% et celles d’axes
(452, BEC] [<H2 AEB] [BED ALC) et d’angle m, on voit que tout 3-cycle et toute double
transposition sont dans im () et on en déduit que 2y < im . Or, §'il existe p € Is7(F)
tel que £(¢(p)) = —1, v(p) est produit d’'un nombre impair de transpositions et comme
2y < imep, il existe g € IsT(7) tel que p(g) soit une transposition, donc échange deux
sommets, disons A et B. Alors, g fixe O,C, D, donc gjocpy = idocp) et échange A et B,
donc g est la réflexion d’hyperplan (OCD), donc det g < 0 et ceci contredit g € SO3(R).

Ainsi, im ¢ = 4, d’ou le résultat. O

Proposition 3. On a

FIGURE 3 — Cube

Démonstration. (Voir [5], Chapitre 12, §3)

O est l'isobarycentre des sommets A, B,C, D, E, F,G, H de %, donc il est fixé sous 'action de
Is*(%) ; donc ce dernier agit sur les sommets du cube. Comme Is* (%) est formé d’isométries,
une diagonale est envoyée sur une autre diagonale, d’ott une action sur les diagonales, notées

D, :=[AH], Dy := [DG], D5 := [BE] et Dy := [C'F] et ceci donne un morphisme

¢ : IsT(E) — &,
Pour échanger D et D5, on peut considérer la rotation d’axe [A”LTD, GU“TH] et d’angle 7. On en
déduit que les transpositions (1,7), 1 < i < 4 sont atteintes et donc ¢ est surjectif. Ensuite,
si p € Ist (%) fixe toutes les diagonales, alors p envoie A sur A ou sur H. Si p(A) = H,
comme p est une isométrie, on a p(B) = E et de méme, p envoie chaque sommet sur son
opposé, donc est une isométrie indirecte, ce qui est exclus. Ainsi, p(A) = A et p(H) = H et
donc p fixe tout sommet, donc un repére affine et donc p = 1. ¢ est par conséquent injectif,
comme voulu. O]
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FIGURE 4 — Octaédre régulier

Proposition 4. On a

Démonstration. On procede de facon analogue au cas du cube. La encore, comme O est
I'isobarycentre des sommets A, B,C,D,E, F de 0, O est fixé et ainsi Is*(&) agit sur les
sommets. Pour des raisons de distance, Is* (&) agit également sur les faces de &, et I'image
par une isométrie de I'isobarycentre d’une face est I'isobarycentre de I'image par cette méme
isométrie de la face considérée. Or, la distance entre isobarycentres de faces est conservée,
donc deux faces opposées sont envoyées sur deux faces opposées et donc Is™ (&) agit sur les
couples de faces opposées, qui sont au nombre de quatre, d’ott un morphisme

o :IsT(0) = &,.

Notons, de facon naturelle, les couples de faces : CF} := (ACD, BEF),CF, := (CDF,ABFE),
CF;:= (ADE,BCD),CF, := (ABC,DEF). Pour échanger C'F et C'F;, on peut considérer
la rotation d’axe [%, CJFTD] et d’angle 7. Ainsi, les transpositions (1,4) sont atteintes et
donc ¢ est surjectif. De plus, si p € Is™(&) fixe les couples de faces opposées, la face (ACD) en
fixée ou envoyée sur (BEF'). Si p(ACD) = (BEF), alors (CDF) étant adjacente a (ACD),
p(CDF) doit étre adjacente a (BEF), donc p(CDF) = (ABE) et de méme, chaque face est
envoyée sur son opposé, donc det p < 0 et ceci est absurde. Donc p fixe (ACD) et pour les
mémes raisons, p fixe toutes les faces, donc tous les sommets, donc un repére affine et donc

p = 1. Ceci montre que ¢ est injectif et termine la preuve. O

Proposition 5. On a
IsH(2) ~ As.

Démonstration. (Voir [3])

On voit que les rotations d’axes joignant deux sommets opposés et d’angles %’T, %”, %’T, %”
ou d’axes joignant deux barycentres de faces opposés et d’angles %”, %” ou encore d’axes
joignant les milieux d’arétes opposés et d’angle m préservent . On voit aussi que ces axes
sont au nombre de 6 pour le premier type, 10 pour le second et 12 pour le troisiéme. Incluant

I'identité, on obtient

Ist(2) =146 x4+10 x 2+ 15 x 1 = 60. (4)
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FIGURE 5 — Dodécaedre régulier

Notons ensuite que Is*(2) est un groupe simple. En effet, un sous-groupe distingué propre est
d’ordre divisant 60 et son ordre doit étre la somme de certains termes de droite de I’équation
(4), incluant 1 et aucun tel entier n’existe, donc Is™(2) n’admet aucun sous-groupe distingué
propre. On voit que 'on peut inscrire cing cubes dans 2 et on peut faire agir Is*(2) sur
I’ensemble de ces cinq cubes, ce qui donne un morphisme

Q IS+(.@) — 65.

(’est une action non triviale et comme ker p < 1s7(2), ¢ doit étre injectif. Soit maintenant
g : 65 — {£1} la signature et composons avec ¢ pour obtenir un morphisme oy : Is™(2) —
{£1}. Si € o ¢ était surjectif, on aurait ker(e o ) = 1 et alors Is*(2) serait d’ordre au plus
2, ce qui est faux. Ainsi, € o p = 1, donc im p < kere = 5 et pour des raisons d’ordre, on
obtient que ¢ : Ist(2) — A5 est un isomorphisme, comme souhaité. O

Proposition 6. On a

FIGURE 6 — Icosaédre régulier

Démonstration. On procéde de la méme fagon que pour le groupe du dodécaédre (Proposition
5). O

Nous sommes maintenant en mesure de classifier les sous-groupes finis de SO3(R) :
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Théoréme 4. Tout sous-groupe fini de SO3(R) est conjugué (dans SO3(R)) a l'un des
groupes suivants :

x Le groupe cyclique C,, d’ordre m engendré par
1 0 0

0 cos(4m/m) —sin(dw/m) |,
0 sin(4r/m)  cos(4mw/m)

*

Le groupe diédral Dy, d’ordre 2m engendré par
1 0 0 -1

0 0
0 cos(4m/m) —sin(4dr/m) et 0 1 0
0 sin(4w/m)  cos(4dmw/m) 0 0

x Le groupe tétraédral Ist(T) ~ 2, engendré par
010 1 0 0
0 01 et 0 -1 0 |,
1 00 0 0 -1
* Le groupe octaédral Is™(0) ~ &, engendré par
010 1 0 O
0 01 et 00 —-1],
1 00 01 0
* Le groupe icosaédral Is™ () ~ s engendré par
1 T 1 0 0
1 1
— T -1 et 0O -1 0 |, avec 7:= _|_2\/§
—71 1 -7 0 0 -1

Démonstration. (Voir [1], Theorem 19.2)

e Soit donc G un sous-groupe fini de SO3(R). Tout élément de G'\ {1} est une rotation de
R3 autour d’un axe qui est une droite vectorielle. Soit S? la sphére unité de R3. Alors,
chaque g € G\ {1} donne deux poles sur S? qui sont l'intersection avec S* de I'axe de
g et notons X l'ensemble de tels poles. Nous prétendons que G agit sur X. En effet, si
g € Getxe X estun pole de h € G\ {1}, alors on a ghg~'(g(x)) = gh(z) = g(z),
donc g(z) est pole de ghg™' # 1 et donc g(z) € X.

e Soit N le nombre d’orbites sous action et soient z1, ..., xxy des représentants des orbites.
id fixe tout pole et g € G\ {1} fixe exactement deux poles (les siens), donc par la formule
de Burnside, il vient

1 . L B :L B N R
N—@Z!Fm(g)’*‘G’(\X!+2(|G\ 1)) a (2(\(;\ 1)+;,@( Z)‘)

geG

et, par le lemme des orbites, il vient

1 1 & 1O0(,)]
2(1_@) :N—@Z\(’)(wm:]\f—z te




:N_g@ 2( \G%)

SiG#1,onal<2 (1 - —) < 2 et |G,,| > 2 puisque G, contient au moins I'identité

|G|
et une rotation ; donc <1- < 1, pour tout 1 < i < N. Ceci implique 2 < N < 4

etdoncN—QouN_B.

Si N =2 ona|O(x)|+|0O(x2)| =2, dou | X| = 2. Ainsi, toutes les rotations de G ont
le méme axe. Le plan vectoriel normal & cet axe est globalement stable par G, donc G
est un sous-groupe fini de SOo(R) ~ S!. Ainsi, G est cyclique, et conjugué a un certain

Cin.-

Si N = 3, soient x := x1, y := x5 et z := x3. Alors on a

le |

TR N
Gl 1G] Gy (G

Dongc, a réarrangement prés, quatre cas sont possibles :

11 1 1 1 _ 1
@ e T T P22
11 1 1 1 _1
b) e =@ =5 e =
() L -1 L _1 1 _1
=2 G 8 (6 = 1
11 _1 1 _1
) =2 @ =5 @ = 5

Premier cas :

x |G| = |Gyl =1G:| =2 = |G| =4. Comme G est d’ordre 4, il est conjugué a C, ou
D,.

* |Gyl = |Gyl =2, |G.] =n >3 = |G| = 2n. Le groupe G, des rotations d’axe
passant par z et —z est cyclique d’ordre n et on écrit

GZ = {1797927"'7gn_1} = <g> °

Alors, z, gx, g%, ..., ¢g" 'z sont distincts. En effet, si g'(x) = ¢’(x) avec i > j, alors
g (z) = x. Mais, z et —z sont les seuls points fixés par ¢"7 et & # 42 car |G,| = 2
et |G,| = |G_.] =n > 3. Comme g préserve les distances, on a

lz = gzl = gz — g*z[| = --- = lg" "z —z|| et |2zl =2—gz], VI <i<n,
donc les points z, gz, ..., g" 'z forment les sommets d’un n-gone régulier 2. De plus,
on a |O(z)| = ‘gz" = n, donc

O(x) ={z,9z,...,9" 'z}

et donc G agit sur & et on a un morphisme d’action ¢ : G — Is* () ~ D,,. Toute
rotation non triviale de G ne fixe que deux points, donc aucune ne fixe ponctuellement
2 et ainsi ker ¢ = 1. Comme |G| = 2n = | Dy, |, on obtient G' =~ Dsy,,.

Second cas : |G| =2, |G| =|G.|=3 = |G| =12

On a |O(z)| = 4. Soit u € O(z) tel que 0 < ||z — u|| < 2 (ceci est possible car X C S?
et |O(z)| > 2). En particulier, on a u # %+z. De plus, |G,| = 3, donc G, =: (g) est
cyclique d’ordre 3. Par le méme argument que précédemment, u, gu, g°u sont distincts.
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Comme ¢ est une isométrie, ils forment un triangle équilatéral et sont équidistants de
z. L’orbite

O(z) = {z,u, gu, g*u}

est stable sous I'action de G. Pour h € G, on a hu = u et h permute z, gu et g>u.
Comme h est une isométrie, les distances entre u, z, gu et g?u sont toutes égales, donc
{u, z, gu, g*u} est un tétraédre régulier 7 et on a un morphisme ¢ : G — Is* (7)) ~ 2.
Aucun élément de G ne fixe ponctuellement .7, donc ¢ est injectif et pour des raisons
d’ordre, on a G ~ 4.

Troisiéme cas : |G,| =2, |Gy| =3, |G,|=4 = |G| =24,

On a |O(z)| = 6. Soit u € O(z) avec u # £z. G, =: (g) est cyclique d’ordre 4. Comme

avant, on voit que u, gu, g*u, g>u sont équidistants de z et forment un carré. Comme
—z ¢ O(z) ou O(y) (puisque |G| # |G_.| # |Gy|), on a

O(Z) = {27 —Zz,Uu, gu, 92u7 gSU}

Mais —u € O(z) (car |G_,| = |G| = |G.]) et —u # +2 donc ||gu —u|| = [|g3u —u|| < 2
puisque u, gu, g>u, g3u sont les sommets d’'un carré. Donc —u # gu, g3u et ceci implique
que —u = g?u. Ainsi, z, —z,u, gu, g°u, g>u sont les sommets d’un octaédre régulier 0.
Comme dans le cas précédent, on obtient un monomorphisme ¢ : G — IsT(0) ~ &,
et G ~ 64.

Quatrieme cas : |G| =2, |G| =3, |G.| =5 = |G| = 60.

On a ici |O(z)| = 12. Ecrivons G, =: (g), groupe d’ordre 5, cyclique. Choisissons u # v
tels que 0 < ||z — u|| < ||z — v|| < 2. Ceci est possible car u, gu, ..., g*u sont distincts,
équidistants de 2 et forment un pentagone régulier et de méme, v, .. ., g*v dont distincts
et équidistants de z (de distance a z strictement supérieure a celle de u & z; en fait, on
peut prendre v := —u). Ainsi, il vient

O(Z) = {Z7 —%,u,v,49u, gv, g2u7 92U7 93u7 QSU, g4u7 g4U}.

Les cing points les plus proches de u doivent étre équidistants de u, ce sont 2, gu, g*v, ¢>v,
g*u, ot ||[u — z|| = ||u — gul| = |Ju — g*v||. Ainsi, les points de O(z) sont les sommets
d’un icosaédre régulier .#, d’ott un morphisme ¢ : G < Is™(#) ~ 2y et pour des
raisons d’ordre, on obtient G ~ 2.

Dans tous les cas, on peut, & conjugaison prés dans SO3(R), supposer que z est le pole
nord (1,0,0) de S?. Ainsi, G est bien conjugué a 'un des groupes engendrés par les
matrices données, et ceci achéve la démonstration.

]
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Algorithmes pour GAP

Construction des G(m,p,n) :

gap> G:=function(m,p,n)

local i,1,mu,M,L,B,S,Bgen,mug,k,g,h,f,stru,A,G,phil2,philN,Listl,ListN,phi;
mu:=Group([L[E(m)11]1); groupe scalaire p,, des racines m*™ de ['unité
M:=[ 1;

for i in [1..n] do

Add (M,mu) ;

od;

B:=DirectProduct (M) ; on construit le produit direct B := p,
S:=SymmetricGroup(n); groupe symétriqgue S,

Bgen:=[ 1;; générateurs particuliers de B

mug:=[ 1; image de Bgen par x> v

for i in [1..n] do

Add (Bgen, Image (Embedding (B,i), [[E(m)]11));

od;

k:=m/p;

for i in [1..n] do

Add (mug, [[E(m)~k]]);

od;

stru:=GroupHomomorphismByImages (B,mu,Bgen,mug) ; nunph@wne:nk+;t%
A:=Kernel(stru); construction de A(m,p,n)

if n=1 distinction des casn =1, n =2 et n > 3, suivant les générateurs de G,
then G:=4;

elif n=2

then L:=Generators0fGroup(A);

List1:=[ 1;; émage de L sous action de (1,2) € &y sur A(m,p,2)

for 1 in L do

h:=0ne(B);

g:=L1;

Add(g,Image(Projection(B,1),1));

Add(g,Image(Projection(B,2),1));

h:=h*Image (Embedding(B,2),gl1]);

h:=h*Image (Embedding(B,1),g[2]);

Add(List1,h);

od;
phil2:=GroupHomomorphismByImages (A,A,L,List1); image de (1,2) dans Aut (A(m,p,2))
> phi:=GroupHomomorphismByImages (S,AutomorphismGroup(A),
Generators0fGroup(S), [phil2]); morphisme structurel d’action de &y sur A(m,p,2)
G:=SemidirectProduct(S,phi,A); groupe G(m,p,2) = A(m,p,2) x Sy

else

L:=Generators0fGroup(4);

List1:=[ 1; image de L sous action de 7 := (1,2) € &,, sur A(m,p,n)
ListN:=[ 1; image de L sous action de o := (1,2,...,n) € &, sur A(m,p,n)
for 1 in L do

VvV VVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVVVYVYVVYV VYV YVYVYVYV

V V V V VvV V
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g:=L1;

h:=0ne(B);

f:=0ne(B);

for i in [1..n] do

Add (g, Image(Projection(B,i),1));

od;

h:=h*Image (Embedding(B,1),gl[2]);

h:=h*Image (Embedding(B,2) ,g[1]);

for i in [3..n] do

h:=h*Image (Embedding(B,i),glil);

od;

Add(List1,h);

f:=f*Image (Embedding(B,1),g[n]);

for i in [2..n] do

f:=f*Image (Embedding(B,i),gli-1]1);

od;

Add(ListN,f);

od;

phil2:=GroupHomomorphismByImages (A,A,L,List1); image de 7 dans Aut (A(m,p,n))
phillN:=GroupHomomorphismByImages (A,A,L,ListN) ; image de o dans Aut (A(m,p,n))
phi:=GroupHomomorphismByImages (S, AutomorphismGroup(4),
Generators0fGroup(S), [phillN,phil2]) ; morphisme structurel d’action de &,, sur A(m,p,n)
> G:=SemidirectProduct(S,phi,A); construction de G(m,p,n) = A(m,p,n) x &,

> fi;

> return G; renwvoie le groupe G(m,p,n)

> end;;

VvV VVV VYV VYV VV YV VYV YV VYV YVYVYVYVYV

Construction des groupes primitifs exceptionnels de rang 2 :

gap> i:=E(4);; définition du complexe i = \/—1, racine 4°™ de l'unité
gap> WM:=1/2*%[[-1-i,1-i], [-1-1,-1+1i]1]1;; matrices génératrices
gap> IM:=[[-i,0],[0,1i]1];;
gap> GM:=1/ER(2)*[[1-1,0],[0,1+i1];;
gap> t:=(1+ER(5))/2;;
gap> SM:=1/2%[[1/t-1i,t],[-t,1/t+i1];;
gap> T:=Group([WM,IM]);; groupes T, O et L
gap> 0:=Group([WM,GM]) ;;
gap> I:=Group([IM,SM]);;
gap> ZM12:=[[E(12),0],[0,E(12)~(-1)1];; générateurs des groupes cycliques scalaires
gap> ZM24:=[[E(24),0],[0,E(24)~(-1)1];;
gap> ZM60:=[[E(60),0]1,[0,E(60)~(-1)11;;
gap> C12:=Group([ZM12]);; copies matricielles de groupes cycliques scalaires
gap> C24:=Group([ZM24]);;
gap> C60:=Group([ZM60]) ;;
gap> 2Tbar:=DirectProduct(C12,T);; produits directs préliminaires
gap> 20bar:=DirectProduct(C24,0);;
gap> 2Ibar:=DirectProduct(C60,I);;
gap> z:=[[-1,0,0,0],[0,-1,0,01,[0,0,-1,0],[0,0,0,-111;;

77



gap>
gap>
gap>
gap>
gap~>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap~
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>

Cen:

=Group([z]);; sous-groupe normal pour les produits centrauz

Tbar:=FactorGroup (2Tbar,Cen) ; ; groupes primitifs T, O et I
Obar:=FactorGroup(20bar,Cen) ;;
Ibar:=FactorGroup(2Ibar,Cen) ;;

eol:
e02:
etl:
et2:
eil:
ei2:
pit
pio
pii:
rig:
rid:
r2g:
rg:
rd:
rit
r2t
rt:
rig:
rid:
rg:=
rd:
rdg
r4d:
DM:
r3d:
ro:
rlo:
r3o0
rdo:
r20
rg:=
rd:=
rig:
rid:
rbg:
rb5d:
ri:=
rii:
rb5i:
G4:=
G5:=
G6:=
G7:=
G8:=
G9:=

=Embedding(20bar, 1) ; ; plongements canoniques pour les produits directs
=Embedding(20bar,2) ; ;
=Embedding (2Tbar,1) ;;
=Embedding (2Tbar,2) ;;
=Embedding(2Ibar,1);;
=Embedding(2Ibar,2);;

:=NaturalHomomorphismByNormalSubgroup (2Tbar,Cen) ; ; projections canoniques
:=NaturalHomomorphismByNormalSubgroup (20bar,Cen);;

=NaturalHomomorphismByNormalSubgroup (2Ibar,Cen);;
=Image(etl, [[E(3),01,[0,E(3)~(-1)11);; réflexions particulieres
=Image(et2,WM);;

=Image(et2,WM"2);;

=Image(etl,[[1,0],[0,-111);;

Image (et2,IM) ;;

:=Image(pit,rig*rid);;
:=Image(pit,rig*r2g);;

Image (pit,rg*rd);;

=Image(eol, [[E(3),0],[0,E(3)~(-1)11);;
=Image (e02,WM) ;;
Image(eol,[[i,0],[0,-i11);;

Image (e02,IM) ;;

:=Image(eol, [[E(8),0],[0,E(8)~(-1)]11);;

=Image(e02,GM) ;;
GM~3*xWM~2*GM~2; ;
=Image (e02,DM);;
Image (pio,rg*rd);;
=Image(pio,rig+*rid);;

:=Image (pio,rg*r3d);;

=Image (pio,r4g*rdd) ;;

:=r3o*rlo*r3o0~(-1);;

Image(eil, [[i,0],[0,-i11);;
Image(ei2,IM);;

=Image(eil, [[E(3),0],[0,E(3)~(-1)11);;
=Image(ei2,WM);;

=Image(eil, [[E(5),0],[0,E(5)~(-1)11"2);;
=Image(ei2,SM~3);;

Image (pii,rg*rd);;

=Image (pii,rig+*rid);;

=Image (pii,r5g*r5d) ;;
NormalClosure(Tbar,Group([rit]));; Groupes exceptionnels de rang 2
NormalClosure (Tbar,Group([rit,r2t]1));;
NormalClosure(Tbar,Group([rt,ritl]));;
NormalClosure(Tbar,Group([rt,rit,r2t]));;
NormalClosure (Obar,Group([rd4o]));;
NormalClosure (Obar,Group([r3o0,r40]1));;
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gap>
gap>
gap>
gap>
gap~
gap>
gap>
gap>
gap>
gap~>
gap>
gap>
gap>

G10:

G11

G21

=NormalClosure(Obar,Group([rio,r4ol));;

:=NormalClosure (Obar,Group([rio,r30,r40]));;
G12:
G13:
G14:
G15:
G16:
G17:
G18:
G19:
G20:

=NormalClosure (Obar,Group([r30]));;
=NormalClosure(Obar,Group([ro,r30]));;
=NormalClosure (Obar,Group([rio,r30]));;
=NormalClosure(Obar,Group([ro,rio,r30]));;
=NormalClosure (Ibar,Group([r5il));;
=NormalClosure (Ibar,Group([ri,r5il));;
=NormalClosure(Ibar,Group([rii,r5i]));;
=NormalClosure(Ibar,Group([ri,rli,r5il));;
=NormalClosure(Ibar,Group([riil));;

:=NormalClosure (Ibar,Group([ri,r1il));;
G22:

=NormalClosure (Ibar,Group([ril));;

79



Références

1]
2]
3]
4]

[5]
[6]

|7l
18]
19]
[10]

[11]
[12]

[13]

[14]
[15]

[16]
[17]
18]
[19]

20]
[21]
22]

T. Y. Armstrong, GROUPS AND SYMMETRY, Springer-Verlag, 1988.
M. Artin, ALGEBRA, Prentice Hall, 1991.
S. Bandyopadhyay, Construction and properties of the icosahedron, 2013.

M. Broué, INTRODUCTION TO COMPLEX REFLECTION GROUPS AND THEIR BRAID
GROUPS, Springer-Verlag, 2010.

P. Caldero and J. Germoni, HISTROIRES HEDONISTES DE GROUPES ET DE GEOME-
TRIES, Calvage-Mounet, 2013.

A. Cohen, Finite Complex Reflection Groups, Annales scientifiques de 'ENS, p. 379-436,
1976.

K. Conrad, Generating Sets, Expository Papers.
H. S. M. Coxeter, Quaternions and Reflections, Arch. Math. Monthly, 53 : 136-146, 1946.
H. S. M. Coxeter, REGULAR COMPLEX POLYTOPES, Cambridge University Press, 1991.

H. S. M. Coxeter The symmetry Groups of reqular complex polytopes, Arch. Math., 13 :
86-97, 1962.

J. Humphreys, A COURSE IN GROUP THEORY, Oxford University Press, 1996.

J. Humphreys, REFLECTION GROUPS AND COXETER GROUPS, Cambridge University
Press, 1990.

T. Y. Lam, Hamilton Quaternions, in Hazewinkel’'s HANDBOOK OF ALGEBRA, (6.9),
p.450, Elsevier, 2003.

S. Lang, ALGEBRA, Springer-Verlag, 1994.

G. L. Lehrer and D. E. Taylor, UNITARY REFLECTION GROUPS, Cambridge University
Press, 2009.

D. Perrin, COURS D’ALGEBRE, Ellipses, 1996.
J. J. Rotman, AN INTRODUCTION TO THE THEORY OF GROUPS, Springer-Verlag, 1995.
J. P. Serre, REPRESENTATIONS LINEAIRES DE GROUPES FINIS, Hermann, 1998.

G. C. Shephard and J. A. Todd, Finite Unitary Reflection Groups, Canad. J. Math., 6 :
274-304, 1954.

F. Ulmer, THEORIE DES GROUPES, Ellipses, 1996.
H. J. Zassenhaus, THE THEORY OF GROUPS, Chelsea Publishing Company, 1958.

A. Zimmermann, REPRESENTATION THEORY, Springer, 2014.

[GAP| The GAP Group, GAP — Groups, Algorithms, and Programming, Version 4.8.6;

2016, (http://www.gap-system.org).

80



	Introduction
	Prérequis et notations
	1 Réflexions, Représentations et Produits de Groupes
	Formes hermitiennes G-invariantes
	Réflexions
	Compléments sur les groupes et leurs représentations
	Produit central
	Produit en couronne et sous-groupes de Sylow de Sn
	Rappels sur les représentations linéaires des groupes finis

	Groupes de réflexions unitaires irréductibles

	2 Groupes G(m,p,n)
	Primitivité et imprimitivité
	Représentations monômiales, construction des groupes G(m,p,n)
	Propriétés des groupes G(m,p,n)
	Classification des groupes de réflexions unitaires imprimitifs

	3 L'Algèbre des Quaternions réels
	Construction et premières propriétés
	Opération de H sur R3 : Structure de SO3(R)
	Action sur SO4(R), relation avec SU2(C) et théorème de Frobenius
	Classification des sous-groupes finis de H et de SU2(C)

	4 Groupes primitifs de rang 2
	Sous-groupes de réflexions primitifs de U2(C)
	Groupes de type T
	Groupes de type O
	Groupes de type I
	Conclusion

	Annexe
	Générateurs des groupes symétriques, alternés et orthogonaux euclidiens
	Groupes de déplacements des solides platoniciens et sous-groupes finis de SO3(R)
	Algorithmes pour GAP

	Références

