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Introduction

Un des intéréts de I’Algébre Homologique est que les groupe d’homologie peuvent souvent
étre calculés explicitement. Cependant, il existe des cas pour lesquels les méthodes usuelles
de calcul d’homologie ne suffisent pas. Nous allons alors chercher & approcher les espaces
d’homologie par des outils appelés "suites spectrales” ; qui vont converger vers ces espaces,
en un sens a préciser. Cette notion fut introduite par Jean Leray alors qu’il était prisonnier
lors de la Seconde Guerre Mondiale, afin de calculer des espaces d’homologie en topologie
algébrique. Leur étude algébrique systématique fut effectuée pour la premiére fois par Jean-
Louis Koszul en 1945.

L’objectif du présent travail consiste en une initiation a cette théorie, en adoptant un
point de vue purement algébrique. Pour ce faire, nous suivrons majoritairement I’exposé du
chapitre 5 de [11]. Aussi supposerons-nous le lecteur familier avec les notions fondamentales
de 'homologie. Pour une introduction a ’homologie générale, nous renvoyons le lecteur a [3],
[11] et bien-sir [12].

Par ailleurs, nous montrons en Annexe, en suivant la méthode donnée dans [11], qu'une
catégorie de modules sur une algébre posséde suffisamment d’injectifs ; fait dont nous aurons
besoin a partir de la sixiéme partie.

Avant de commencer, illustrons un des buts des suites spectrales par un exemple tiré de
la cohomologie des groupes. L’idée est de pouvoir calculer 'espace H' (G, A) = Ext %[G](Z, A)
a partir de H*(N, A) et H'(G /7, A), pour G un groupe, N un sous-groupe distingué de G
et A un G-module. Nous verrons que 'on a alors une suite exacte :

0—— H'(G /N, AN) — HY(G, A) —> H'(N, A)C/N —— (%G /y, AN) ——~ H2(G, A)

ott A% :={a € A; ga=a, Vg€ G}; cette suite provenant de la Suite Spectrale de Lyndon
- Hochschild - Serre.



Premiére partie

Complexes doubles, complexe total

Dans un premier temps, nous introduisons ici quelques objets et notions préliminaires.
Nous suivrons 'esposé de [9], section 10.1.

Nous fixons A une algébre sur un anneau commutatif R et travaillons dans la catégorie
abélienne A — Mod des modules (& gauche) sur A.

Définition 1. Soit M un A-module. On dit que M est bigradué si

M = EB M,,,

P,9EL

avec M, , un A-module pour tous p,q € Z. On désignera les modules bigradués par M,,.

Remarque 1. Bien entendu, on peut définir la notion d’objet bigradué dans toute catégorie
abélienne.
On peut représenter un module bigradué sur un plan, avec un module M, , a chaque entier

de Gaul :
q
° ° ° oM ° °
° ° ° oMt oM2,1 °
° ° ° Mo.o
{

Fig.1
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Définition 2. Soient M,,, Nse deux modules bigradués. Un morphisme de modules bigradués
f: M — N de bidegré (a,b) € Z? est une famille (f,,: Mpy — Npragiv)p.gcz-

Lemme 1. La classe des A-modules bigradués, munie des morphismes bigradués forme une
catégorie.



Démonstration. Si Mee, Nee sont bigradués et si f : Myq — Nqo €st un morphisme de bidegré
(a,b), alors on a

fe H Hom 4(Mp,q, Np+a,g+b);

P,qEZL

Hom (Mae, Noo) = | (II_HmnAUW@Wﬁ@ﬂW+Q).

a,be€Z \p,q€Z

De plus, si f : Mee —> Neo €t g : Neog — Pue sont de bidegré (a,b) et (a’,b’) respectivement,
alors go f : Mee — Pae est de bidegré (a + a’,b+ b'). Le reste consiste en une vérification
immédiate. O

Remarque 2. On peut aisément définir les notions de sous-module, quotient, noyau et image
dans les modules bigradués de maniére naturelle.

o Si M,y = (M, ) et M;, = (M) sont bigradués, on dit que M’ est un sous-module
bigradué de M si
Vp,q€Z, M, , C M,,
et si 'inclusion M’ — M est de bidegré (0,0).
e Si M’ C M, on définit le quotient

M/M/ - @ijq /Mz/),q
p.q

et la projection canonique M — M /p 17 est de bidegré (0,0).
e Si f: M — N est de bidegré (a,b), on définit

ker f := @(ker fpq) C M,

p.q

ainsi que

im f:= @ (im foags) S N,

p.q

cette derniére définition permettant de satisfaire (im f,_,,—5) = (im f),, C Ny,

Nous en arrivons alors a la définition de bicomplexe :

Définition 3. Un bicomplexe (ou complexe double) est un triplet ordonné (M,,, d", d") avec
Mo =D, , My un module bigradué, d",d" : Mee — M, sont des morphismes bigradués de
bidegrés respectifs (—1,0) et (0, —1), appelés différentielles tels que

d"od" =0,
d’od’ =0

et

d"od’ +d’od" =0,
ie., pour tous p,q € Z,onads, od =0=d_ od: etd:  od +di , od =0.

De plus, si M), est un terme de M, son degré total est p + q.
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Remarque 3. Dans [4], section 2.4, on remplace la troisiéme condition (anticommutativité)
par une condition de commutativité : d" o d¥ = d¥ o d".
La aussi, on peut représenter un bicomplexe dans un repére cartésien :

q

Fig.2

chaque carré étant anticommutatif, chaque ligne et chaque colonne étant un complexe (de
chaines).

Soient M = (M,,) un module bigradué et d",d" : M — M de bidegrés (—1,0) et (0,—1)
respectivement. Si, dans le diagramme associé (Fig. 2), les carrés commutent, on peut faire
de M un bicomplexe en changeant alternativement le signe de d”. Posons

0pq = (=1)Fd) ., p,q € L.

On a toujours 0¥ o 6 = 0. De plus, pour tous p,q € Z, on a
= (—1)7[’(dz’q_1 od,,—d,

p—1q
Ainsi, (M, d", §?) est bien un bicomplexe.

h
°dyq

o d;})L,q) 0.

Définition 4. Si M est un bicomplexe, on définit son complexe total Tot ®(M) = (Tot ®(M), %),
de composante homogéne de degré n € Z

Tot *(M), := € M,,
p+q=n
et de différentielle 6, : Tot ®(M),, — Tot ®(M),,_; définie par
0 = Y (dh,+db,)
ptg=n
On définit de méme le complexe (Tot (M), 6 par
Tot"(M), == [] My,

p+q=n

et
o= 11 (&, + 4,

p+q=n



Remarque 4. Dans le cas o M est borné, i.e. si pour tout n, il n’existe qu’un nombre fini
de termes de degré total n, par exemple si M est de premier quadrant (M,, = 0sip <0
ou g < 0) alors les deux complexes Tot (M) et Tot ®(M) coincident et on note Tot (M) ce
complexe commun. Par ailleurs, dans le cas général, le symbole Tot (M) sera employé pour
désigner (Tot ® (M), 69).

Si on travaille dans une catégorie abélienne générale A, alors I'existence de Tot ® (M) et
Tot (M) n’est pas assurée. Il faudra supposer en plus que A est compléte et cocompléte, i.e.
que les produits et coproduits quelconques existent.

Il s’agit maintenant de vérifier un fait souhaitable, mais pas tout-a-fait évident :

Lemme 2. Si M est un bicompleze, alors Tot®(M) et Tot ™ (M) sont des complezes.

Démonstration. On ne traite que le premier cas, le second étant analogue. On a im dj’,},q -
My 1,4 et imdy , C My, 1. Dans les deux cas, la somme des indices est p+¢q—1=mn—1si

p+q=n, dotuimd, C Tot (M),_;. Il reste & montrer que 62> = 0. Pour n € Z, on a

O 0 Onsp1 = < dodr,+ d;q) o ( doodr,+ d;;q)

p+g=n p+g=n+1
_ h v h v
- Z ( Z <dp—17q + dp—l,q) © (dnq + dp—l,q+1)>
pt+g+1=n+1 \p+gq=n+1
_ h h h v v h v v
- § : § : Sdpfl,q © dp,qz + Sdpfl,q © dpfl,qH + dpfl,q © dp,q) + Edpfl,q © dpfl,qﬂz
— — vV vV vV
pt+g+l=n+1 \pt+g=n+l 0 o o
= 0.
]

Exemple 1. En reprenant 'idée de la Figure 2, on peut représenter Tot (M) ainsi




Terminons cette partie introductive par la notion de bifoncteur, qui nous servira succin-
tement :

Définition 5. Soient A, B et C trois catégories. Une relation T : Ax B — C est un bifoncteur
si

1. T(A,?) : B — C est un foncteur pour tout objet A de A,
2. T(?,B) : A — C est un foncteur pour tout objet B de B,
3. Pour tous f: A" — Aet g: B'— B, on a un carré commutatif

(A, BY" YL, B)

T(f,B’)L T(f,B)

T(A.g)

T(A, B') "2 1A, B)

Exemple 2. Les relations
— R4 — Mo — A x A—Noo — Ab

et
Hom 4(—,—) : A — 9od x A — Moo — Ab

sont des bifoncteurs.

De méme, Ext"(—, —) et Tor#(—, —) sont des bifoncteurs.

On peut bien évidemment modifier la Définition 5 de telle sorte qu’un bifoncteur puisse
étre covariant ou contravariant en chacune de ses variables.

Exemple 3. Calculons un complexe total particulier. Soient

5
D G X, Xp1
un complexe de A-modules a droite et
Iy
Y, : .- Y, Y,

un complexe de A-modules a gauche. Définissons, pour p,q € Z

Mpq =X, ®a Yy,
M := @Mp,q = @Xp ®a Yy,
P X

h .
dp,q = 5;7 ®a ly,,
T . "
dp,q = lx, ®a 511‘

Puisque — ® 4 — est un bioncteur, le diagramme correspondant & M et aux morphismes dz g

et d}o’ , commute. Introduisons

dy, = (~1)"dy

p,q’
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on obtient alors un bicomplexe (M, d", d”) comme dans la Remarque 3. Son complexe total
est
Tot (M), = (X @4Y), = €P X, ®4Y,,
p+q=n

avec
Oy ¢+ (X®aY), — (X ®aY)n

D= T OYg = D OpTp @ Yg + (—1)7xp ® 7y,



Deuxiéme partie

Filtrations et suites spectrales

Nous allons donner ici quelques premiéres définitions concernant les suites spectrales; en
particulier la notion de filtration, qui sera centrale par la suite. Nous exposons également
une toute premiére notion de convergence des suites spectrales dites bornées. Nous suivons
pour cela les sections 10.2 de [9], 5.2 de [11] (que nous utiliserons également dans la partie
suivante) et 3.9.1 de [12].

Définition 6. Une filtration F*M d’'un A-module (ou méme d’un objet d'une catégorie
abélienne A) M est une suite (disons décroissante) de sous-modules

.o CFPTINM C FPM C FPIM C -2 C M.

On dit que la filtration F'*M est exhaustive si on a

| Frm =0,
pEZ

et de Hausdorff si on a
ﬂﬂM:o
PpEZ

Remarque 5. On peut bien-sir définir la notion de filtration croissante FyM, duale a celle
donnée ci-dessus.

Nous verrons dans la quatriéme partie qu’a une filtration d’un objet différentiel, on peut
associer une "suite spectrale".

Définition 7. Soit A une catégorie abélienne. Une suite spectrale homologique (démarrant
en E™ ro € N) est la donnée, pour tous p,q € Z et r > rq :

1. d’une famille (E] ) d’objets de A,

2. demorphismesd, , : B}  — E) . .. ;telsqued)

rqir—1°dy . = 0, appelés différentielles,

b i r+1 ~ r Ty 3
3. d’isomorphismes E*' ~ H,, (Eg,,d"), i.e.

oo’

Bt~ ker(d;,) /im (d

p+r,qfr+1) ’
De plus, on dit que n = p + ¢ est le degré total de E] et la ¢

la suite spectrale est £" = (E] ),

page (ou feuille) de

Remarque 6. On peut former la catégorie des suites spectrales homologiques, en disant que

f(B,) — (E\;;]) est un morphisme de suites spectrales si on a une famille de morphismes
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S D ET (pour 7 assez grand), tels que f"od” =d o f" et fitt = H(f],).
On peut representer une suite spectrale (ET, ) par ses différentes pages :

E° E!

Iy

q
q ° ° ° ° °
T\*\\ \\\ °
\\\ \\\ °
\\ |
o ———0— 00— 00— 0—> p )
E2 ES
On dit ici que les différentielles "partent vers la gauche".

On peut aussi définir les suites spectrales cohomologiques de facon duale : C’est une
famille (E?), munie de morphismes d? : EP4 — EPT477+ telg que d? = 0 et d’isomor-
phismes EY) ~ HPT(E?*, d,). Notons qu'une suite spectrale homologique (E] ) donne lieu
a une suite spectrale cohomologique (EP9) via une réindexation EP9 := ET, _, Dans ce cas,
les diagrammes duaux a ceux de la figure ci-dessus montrent que les différentielles "partent
vers la droite".

Lemme 3. Soit f : (E] ) — (F},,) un morphisme de suites spectrales tel que pour un o, on
ait des isomorphismes
f”'O . E’TO FTO
* Ppg

p,q’

pour tous p,q € Z. Alors, f, est un isomorphisme pour tout r > rq et tous p,q € Z.

11



Démonstration. On procéde par récurrence sur r > ry. Fixons p,q € Z. On a un diagramme
commutatif

T, B r,E
Er p+r,q—r+1 r dpg Er
p+r,g—r+1 P, p—r,q+r—1
~ | Fptrig—rs1 ~|fra ~ | fo—ratr—1
T T T
Fp+r,q—r+l rF Fp,q aF Fp—mfrr—l
p+r,q—r+1 P,q

donc fr: ker(diP) — ker(dpl') et fr:im(d)y, 1) — im (d)y, ) sont des iso-

morphismes puisque f @ EJ ~— FJ est un isomorphisme et on obtient un diagramme

commutatif dont les lignes sont exactes :

Epy'
. rE r s ") —
0——=im (dp+7”,q—7"+1) — ker(dp’,f) H(Epvq) 0
NLf;,q ~Lf£,q jH(f;,q)fﬂl
. r,F r r - >
0 ——1m (dmeq,TH) — ker(dp’,f?) ’ H(Fp,q) 0
r+1
P.q

et le lemme des trois ([3], Corollaire 8) implique que f;#! . Ertl — F'+! soit un isomor-

phisme. O

Remarque 7. Une suite spectrale de premier quadrant est une suite spectrale telle que E] =

0sip<0ougqg<0.On voit que si cette condition est vraie pour un certain rq, alors elle 'est
: ‘ _ prl

plour tout r > 7. Si p, ¢ sont fixés, alors £} = EJt! pour r > max{q + 1,p}. En effet, on a

alors

q—r+1<0 = E ,,1=0= im(d,,,)=0

et
p—r<0=E ... ,=0= ker(d,, )=E,

et on en déduit que

Ertt = H(E) ) = ker(d; ) /im (d ~

p+r,q77‘+1) bq

Pour 7 > max{p,q + 1}, on note £% := EJ = E> pour s > 7.

Définition 8. 1. Une suite spectrale (£} ).>q est dite bornée si pour tout n € Z, il
n’existe qu'un nombre fini de termes non nuls de degré total n dans la premiére page
EZ,. Comme dans la Remarque 7, pour tous p, g, il existe rq tel que E;:;l =FE,,=E},

pour tout r > 1. On note alors EJS := £ cette valeur stable.

12



2. Une suite spectrale bornée converge vers H, si on s’est donné une famille (H,)cz
d’objets de A, chacun admettant une filtration finie

0=FH,C--- ng—lHn - FpHn ng-i—lHn c..-Cc IH,=H,
et si on a des isomorphismes
o ~Y
By, =~ FpHp g /Fp_al+q-
Dans un tel cas, on écrit la convergence comme suit :
E;q — Hp+q'

3. Par dualité, une suite spectrale cohomologique est bornée si presque tous les termes de
degré total n de la premiére page sont nuls pour tout n. On écrit alors E2? := EP? la
valeur stable.

4. On dit qu’'une suite spectrale cohomologique converge vers H*® s’il existe, pour tout n,
une filtration finie

0=F'H"C...C FPH'H*C FPH" C FP7'H" C ... C F*H" = H"

telle que
EPt ~ FrHPta | Fptlgr+a

et on note également
EP1 — [JPta
P .

Remarque 8. Si une suite spectrale homologique de premier quadrant converge vers H,, alors
chaque H,, a une filtration finie de taille n + 1 :

0=Ft.H,C FKH,C---CF_1H,CFH,=H,.

J— oo 7 4 M _ oo
On a que FyH, = Eg;, se trouve sur I'axe des ordonnées et le quotient H, /Fn—lHn = EX%
se trouve sur I'axe des abscisses. Notons que chaque fléche arrivant sur ’axe des abscisses
est nulle et chaque fleche partant de ’axe des ordonnées aussi. Ainsi, chaque E.5 est un

sous-objet de £y, et chaque Eg3, est un quotient de Ef,,. Les fleches résultantes

Eg,, — Eg, C Hy,

et
H, —» Effo - E;io

sont appelées les morphismes extrémes de la suite spectrale, pour des raisons visuelles évi-
dentes.

De méme, si une suite spectrale cohomologique de premier quadrant converge vers H®,
alors H™ a une filtration finie

OZF"HH”QF"H"Q---gFlH”gFOH”:H".

. n .
Dans ce cas, F"H" ~ E™° est sur I'axe des abscisses et H" /pipgn ~ E%" est sur celui des
ordonnées. Les morphismes extrémes sont alors

0 0
E» — B C H"
et
0, 0,
H" - E"C E™.
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Définition 9. Une suite spectrale (homologique) s'effondre en E” (avec r > a) s’il existe
exactement une ligne ou colonne non nulle dans la page E".

Remarque 9. Si une suite spectrale effondrée converge vers H,, alors H,, est I'unique terme non
nul E7 avec p+q = n. En effet, comme E7*! = H(E] ), pour s > r,ona ES = E = E>
et si py est la seule colonne non nulle de (E,) alors pour p # po et pour tout ¢, ] , =0 = £ ;
donc, pour p # pg, on a

donc la filtration F, H,, est triviale :
0C H,,

et donc, si o :=n — py, on a

E° =pg>~ =F,H, /Fp0—1Hn ~ H,

Ppo,4q0 Ppo,9q0

On visualise la situation ainsi :

On voit qu’en particulier, une suite spectrale effondrée converge. La majeurs partie des
suites spectrale que nous considérerons s’effondreront en E' ou EZ2.

Définition 10. Une suite spectrale (E] ),>, dégénére a la page 7 si on a

doy =0, Vr > rg.
Ceci implique clairement que EJ5 = E°.
Lemme 4. (Lemme des deuz colonnes) ([1], Lemma 1.8)
St une suite spectrale bornée converge vers H, et si Eiq = 0 pour p # 0,1, alors on a, pour

tout n, une suite exacte courte

0 B, — Hy— B2, ——0

14



Démonstration. Soit s > 2. Comme d; , : ES  — EJ
donc en seconde page et alors on a

'S S r ’ 2 N
_sqrs-onads =0et (E] ) dégénére

oo 2
Ep,q = E’M7 Vp,q € Z.

Fixons s. Par définition de la convergence, on a

pn—p —

0=FE> ~ pHn /Fp—lHn = FpHn = p—lHna VP 7& 07 17
ce qui implique que
FH,=F H,=---=0 (1)

et
FlHn:F2Hn:"':Hn7

donc Eg;, = FoH,. On en déduit que

Eionfl ~ FiH, /FOHTL ~ Hy, /E&On

Posons
E&n fi=top Hn
ngn
ainsi que
g:=op
Hn Einfl
P
» -
Efonfl

et par (1), la suite
est bien exacte. ]

Lemme 5. (Lemme des deux lignes)
Supposons que (E;vq)rzg soit une suite spectrale qui converge vers Hy et telle que Eiq =0 st
q # 0,1. Alors, on a une suite exacte longue
e L pE2 4 pe H 24 g2 I
n+1 n+1,0 n—1,1 n n,0 n—2,1 n—1

)

, : . 2 .2 2
Démonstration. Fixons n. Ona0#d; B — E

»—2.q+1 S et seulement si ¢ = 0. De plus,
d;, =0sis>3et donc

_ 3 _ 2
E;Z o Ep,q o H<Ep,q)
puisque (Equ) dégénére a la troisiéme page. Ensuite, par hypothése, on a

q#0,1 = E =0,

15



et comme
~¢fn /an(qul)Hn =B
pour tout ¢, on en déduit que
Fan:Fn+lHn: = H,
et
anZHn = nfSHn == 07

ainsi que
Fn—lHn - F”_IH” /Fn,QHn = E;.Lofl,l = ngl,l = H(EEL*Ll)‘

n

Par ailleurs, il vient

2
Hn /H(Ezhl,l) ~ bt /Fn—lHn =Ly, = H(E,))
et on en déduit 'existence d’une suite exacte courte

0—— H(E? 11)—>H —>H(E§0)—>O.

n—

Or, on a
H<E72L,0) = ker(diﬁ) /im (d?

n+2,—1

) = ker(dy )

et
H(Ey 1) = ker(d) 1) /im (dhni10) = -1 /im (dri10)

et on en tire 'exactitude de la suite supérieure du diagramme

d2 d?
2 n+1 0 149 fi=tom g:=jop 2 n,0 2
En+l o— k5 _ 1,1 / \ En,o En—2,1
2
/1m (d2,10) ker(d;, o)

d’ou le résultat.
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Troisiéme partie

Régularité et convergence faible

Soit (EJ ,)r>q une suite spectrale. Alors, Ert! = H(E] ) est un sous-quotient de E; . On
va construire par récurrence une tour

_ a r r+1 r+1 r a __ a
0= Bp,q c < Bp,q < Bp,q < c Zp,q < Zp,q c < Zp,q - Ep7q

telle que
E;;q =~ ngq /Bqu *
Pour r = a, By, = 0 et Z7, = E; , conviennent. Soit donc r > a et supposons B, , et
Z, , construits. Soit

A zZ" ~ ET
- Zp7q 7 “pa /B;,q - Ep,q
I’épimorphisme canonique et posons
r+1 ., —1 T r+1 ., —1/: T
Zyo = (ker(dy,)) et Bl i=1(im(dy,,., 1))

Alors, on a Z3*t C z7 By = a'(0) C 7 ' (im(d) ., ,41)) = Byt et im(d),, . ,.1) C
ker(dy ), d’ou Bytt € Z7+1

Ensuite, si dans une catégorie abélienne, on a un épimorphisme 7 : Y — X et U — V —

X, alors
7T—1(V) /ﬂ_fl(U) ~ V/U

De plus, si f: X — Y est un morphisme tel que ker f C U, alors on a

Vi =1W) [y,

En effet, quitte a utiliser le théoréme de Freyd-Mitchell, on peut supposer que I'on travaillle
dans une catégorie de modules, dans laquelle ces résultats sont clairs.
On en déduit que

VAR r+1 ~ 7 Hker(d" —1(: r ~ ker(d’ : r ~ Frtl
pg /szl ~T ( er( p,q)) /ﬂ. 1<1H1 (dp+r,q—r+l)) _ er( p,q) /lm (dp+r,q—r+1) - Ep:q ’
Si 'on suppose que A = A — Mod, ou plus généralement que A vérifie

ABy) A est cocompléte (i.e. les coproduits existent) et la somme directe de monomorphismes
est un monomorphisme,

ABj) A est compléte (i.e. les produits existent) et le produit d’épimorphismes est un épimo-
morphisme,

alors on peut introduire les objets
zx =12, et B =|]B;,

r>a r>a

et définir
o0

E;’(; = Zp,q /B;i]
Dans le cas ou A = A — Mod, les éléements de Z7% sont appelés les cycle survivants et ceux
de BS, sont les bords éventuels.
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Remarque 10. Si (E;q) est bornée, les intersections et unions ci-dessus sont finies, donc

(o T
{ Bp,q - B:n,q
oo T
Zp,q Zp,q

pour 1 assez grand. On retrouve alors que, pour r assez grand, on a £ = E .

Définition 11. Une suite spectrale homologique (E] ),>, est minorée si pour tout n € Z, il
existe s = s(n) € Z tel que

Vp,q€Z; p+q=n,p<s = E; =0.

De plus, (E;,q) est réguliére si pour tous p,q € Z, on a d, , = 0 pour r suffisamment
grand.

Exemple 4. e Une suite spectrale bornée est minorée.
Une suite spectrale concentrée au demi-plan droit est minorée mais non bornée.

Par dualité, une suite spectrale cohomologique est minorée si

VneZ, Is€l; Vpqel; p+q=n,p>s = EIN=0.

Une suite spectrale minorée est réguliere.

Dire qu’une suite spectrale est réguliere est équivalent a imposer que pour tous p, ¢ € Z,
Zyy = Zpq Dour 1 assez grand.

Lemme 6. Soit f : (E] ) — (E;,) un morphisme entre suites spectrales régulieres tel que
pour un certain r (et donc pour tout s > r par le Lemme 3) on ait un isomorphisme

r . r I
f ' Ep7q — Epvq
pour tous p,q € Z. Alors, on a un isomorphisme
o o0 100
I BN, — B
pour tous p,q € 7.

. . . / / 7" "
Démonstration. Soient p,q € Z et r',r" tels que Z;jl = 7, et qu“ = Z), et T =
max{r’,7"}. Soit encore ry := max{r,7}. Si s > 19, on a

Ep7q —Zp,q Bpfgl —Zp,q/Bp;1 —( pa Bp,q /(Bqu_ /B;,q>’

d’out des épimorphismes
s s+1 s+2 L.
Epg = By = By =
et
/s /s+1 1542 L
Bpg = Epg = Epg ™ =
et on a
o __71: s . : /100 13 /s
Ep,q - hﬂ Ep,q amsi que Ep,q - hﬂ Ep,q‘
s$>rq $2T0
De plus, pour s > rg, f;, est un isomorphisme et donc [ = liﬂf‘s est un isomorphisme

puisque hg est un foncteur. O
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Remarque 11. On peut montrer que le résultat reste vrai sans I’hypothése de régularité, mais
ce cas particulier nous suffira.

On en arrive donc & la définition de la convergence :

Définition 12. Soient (£} ,),>, une suite spectrale et H, = (H,)ncz une suite d’objets de
A. On dit que

1. (B} ,) converge faiblement vers H, si chaque H, posséde une filtration

ng—lHnngHnng+1Hng"'an

et si on a des isomorphismes

p+q ’

Bpq = E;,C; = Fp p+q/
pour tous p,q € Z. Dans ce cas, on note
a *
Ep,q - HZH‘Q'

2. (E},) approche H, si Ej = H,,, et si, pour tout n € Z, la filtration F,H,, est
exhaustive et de Hausdorff.

3. (E},) converge vers H, si elle approche H,, si elle est réguliére et si, pour tout n € Z,
on a

~ lim Hp,
p

Remarque 12. La convergence faible ne détecte pas les éléments de NyezF),H, ni ceux de
H\ (Upes Byl ).
Toute suite spectrale faiblement convergente approche Up F,H, / ﬂp F,H,-

Une suite spectrale homologique minorée qui approche H, converge vers H, car I'isomor-
phisme dans 3. est automatique pour une suite minorée.

Définition 13. Si E}, = H,, B = H! et si (E’" ) (E”" ) sont réguliéres, on dit que
h:Hy — H] est compatlble avec f (Ey,) — (E),) si henvoie F,H, sur F,,H] et sile carré

suivant commute : B
FyHa /Fp—lHn — B, /Fp—lHrlz

/Bp,n—p] Tﬁ,’,,np

[e.e] 100
p,n—p foc p,q
p,n—p

Théoréme 1. (Théoréeme de Comparaison)
Supposons que
{ ks, — H,
/ /
By, = H,
Sih . Hy — H_ est compatible avec f : (B ) — (E7) et si f7: E} ~— E est un
1somorphisme pour un certain r, alors h est aussi un isomorphisme.
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Démonstration. La convergence faible donne un diagramme (avec g :=n — p)

0— F, 1H, — F,H, — E3% —0

Lk

0— F, H, —— F,H!, — El* ——>0

Fixons s. Par récurrence sur p, le lemme des trois montre que

F;fﬂl/}glin :iF;]{A//EL}{A'

Puisque H,, = UpeZ F,H, = UpZS F,H,, ceci implique que
Ho /g, = \J B /rm,) = (B ) = Ha [ ro
p=>s p>s

et ce pour tout s. On en déduit que

H, ~lim (Hn /F {,) :g( /FH’)ﬁwa

d’ou le résultat. ]

Théoréme 2. (Suite exacte homologique a cing termes) ([9], Theorem 10.31)
Soit (E;;q)rzg une suite spectrale de premier quadrant telle que

2
E?, = H..

Alors, on a une suite exacte :

Hy——E})—*~E2 —=H —E} —=0.

Démonstration. Tout d’abord, chaque H,, a une filtration finie

0=F H,CFH,C---CF,_1H,CF,H,=H,

avec FoH, = E° ”/Fn—lHn ~ B et FH, /Fp—lH ~ B, pour 0 < p < n. La

0,n?

différentielle d3, donne une suite exacte

2
d3,0

0 — ker(d3 ) E3, E§, coker (d3 ) —=0.

Ensuite, on a
ker(d%,o) = ker(d3 o) /im (2 ) = Eg,Ov

d’on, par récurrence ker(d3 ) ~ Ej , pour r > 3 et donc ker(d3 ) ~ ESS,. De méme, puisque

coker (dg,o) = Eg,l /jm (dg,o) = ker(dal) /jm (d%,o) = ES’,I
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on obtient coker (d3,) = ES9. Ainsi, on a une suite exacte

0o 2 d 2 o)
0 E2,O EQ,O EO,l E071 0.

On a une surjection
Hy = FyHy, — FoHo /F1H2 5 B35,

qui, composée avec l'injection ESy < F3,, donne une suite exacte

d 00
Hy E3, E§, EGa 0. (2)

Ensuite, on a
Hl /E&o1 = FlHl /FOHI = E%’

d’ou une suite exacte courte

0 Egq H, ETS 0. (3)

Si « désigne la composée a : Eg, — Eg§ < Hy, alors (2) et (3) se combinent pour donner
une suite exacte

H, B3, E2, >~ H, Eg, 0. (4)
Enfin, on a
Eio = ker(dio) /im (2 ) = ker(dio) = E12,0

car 0 =di: B}y — E?,, et donc Ef ~ E} . En injectant ceci dans (4), il vient finalement
———

0
la suite exacte désirée

H, B3> B3, H, E?, 0.

Par dualité, on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1. (Suite ezacte cohomologique & cing termes)
Si une suite spectrale cohomologique de premier quadrant (EP?),>o converge vers H®, alors
on a une suite exacte

0 Ey° H' EY 42—~ H?.
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Quatriéme partie

Suite spectrale d’une filtration

En nous inspirant de la section 5.4 de [11], nous allons associer & une filtration d’un
complexe, une suite spectrale qui va converger vers I’homologie de ce complexe, sous certaines
conditions. C’est 1a un des grands intéréts de la théorie. Comme a notre habitude, on se donne
une catégorie abélienne A.

Définition 14. Soit (X,,d) un complexe d’objets de A. On dit que F, X, est une filtration
si on a une suite (croissante) de sous-complexes

"'ngleongXongJrlXog"'

compatible avec la différentielle, en ce sens que d(F,X,) C F,X, pour tout p.

Nous allons tout d’abord démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3. (Théoréme de Construction)
Une filtration F d’un complexe X détermine une suite spectrale homologique de premiers
termes

0 ._
Ep7q = FpXpig /Fp_lXp+q

et
E;,q = Hp+q(E2,o) = Hpiq (FPX /Fp_1X> .
Définition 15. 1. Une filtration F d'un complexe X est bornée si, pour tout n, il existe
s <t tels que
F.X,=0
X, =X,

2. F est minorée si pour tout n, il existe s tel que F;.X,, = 0 et est majorée si pour tout
n, il existe t tel que F; .X,, = X,,.

3. F est canoniquement bornée si, pour tout n, on a

F.X,=0

Remarque 13. Si F est bornée, alors elle est majorée et minorée.
Si I est canoniquement bornée (resp. bornée, minorée) alors la suite (E] ) ci-dessus est
de premier quadrant (resp. bornée, minorée).

On peut construire (E] ) et ainsi prouver le théoréme 3 :
Par soucis de lisibilité, nous abandonnons I'indice g et on note 7, I’épimorphisme

np : 1, X — FpX/Fp_lX = Eg.
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Définissons
Ay ={re FLX; dreF,, X}

les éléments de F,X qui sont des cycles modulo F,_. X (appelés cycles approximatifs), ainsi

que

Zy = np(4) C Eg,

Bytt =, (d(A})) € B2

L’indexation est choisie de telle sorte que Z] et B) soient des sous-objets de Eg. Posons

ze =2
r>1
et
Br =] B,
r>1

On obtient ainsi une tour de sous-objets

_ 0 1 r 00 e’} r 1 0 __ 0

Notons que A7 N F, 1 X = A;j, d’ou

RS /A;j-

Soit AP X Ar
E; = Z;; /Br = rfl - = r—1 S r—17
P d(Ap+r—1) + Fpa X d(Aerr—l) + Apfl

et soit d) : B — E7_ la différentielle induite par d. Il nous reste a montrer que

Bt~ H(E).

Lemme 7. La différentielle d induite un isomorphisme

r d r+1
% [z B [y

Démonstration. Tout d’abord, on a d(Ay) N F,_,_1 X = d(A;*), d’ou

d(AD) + Fypyr X
FpraX

d(4}) / d(Ar+1y = d(4y) / (d(AT) N Fp 1 X) = = Ny (d(A}))

et on a un isomorphisme
r+1
By, / By, ~d4y) / d(AT+! 4 AT,
De méme, on a un isomorphisme
T T
Zp /Z;;+1 ~ Ay /(A;;+1 + AT
Comme le noyau de d : A7 — F, . X est contenu dans A;“, on a le résultat.
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Retournons a la construction de (E£7). On a

ker(d) {zeAr; dzed A+ AT} A4 ATt
er = — o = r— r—
P d(A;Jr?l"fl) + Apf% d(Aer?l”fl) + Apf%

et, puisque le noyau de 7, : A;j + A;;H — ES est contenu dans A;j, on obtient

np(A;j + A;H)
Mp(d(AyTr_y) + A7)

Par le Lemme 7, d;, se factorise a travers

r r r r+1 T r
B =2 [p =% [z =B [ <2 g — B

ker(d}) ~ ~ Zyt! /B;-

1

On voit alors que im (d}) = B;fr /B;_r et en remplagant p par p-+7, on a alors im (d},, ) ~

r+1 N . .
By / By d’otl un isomorphisme

B = gy )

p+r

) = Ho(E}),

p

comme requis pour que (/7) soit une suite spectrale.
Etudions maintenant la convergence de la suite (7). On suppose ici que A vérifie 'axiome

ABs5) A est cocompléte et la colimite filtrée de suites exactes est exacte.

(Cette derniére condition peut se reformuler en imposant a toute famille (A;); et tout B de
vérifier Y .(A;,NB)=BnN (D, A)).

Remarque 14. Une filtration d’un complexe induit une filtration sur son homologie ; F,,H,(X)
est Uimage de H,,(F,X) — H,(X), i.e. F,H,(X) =1im®, avec ¥ : F,X — X est I'inclusion
canonique. Si F' est exhaustive (resp. minorée), alors F'H est exhaustive (resp. minorée), car
chaque élément de H,, est représenté par un élément x d’un certain F,X, tel que do = 0
(resp. car F,X = 0 implique F,H,(X) = 0).

Venons-en au théoréme principal :

Théoréme 4. (Théoréme de Convergence Classique)

1. Supposons I bornée. Alors la suite spectrale homologique associée est bornée et converge
vers Ho(X) :

B, = Hyiq (FPX /Fp—lX) = Hpyy(X).
2. Supposons F exhaustive et minorée. Alors, la suite spectrale est minorée et converge
aussi vers Hqe(X).

De plus, la convergence est naturelle en ce sens que si f : X — X' est un morphisme de
complezes filtrés, alors fo : He(X) — He(X') est compatible avec le morphisme de suites
spectrales associé.

Remarque 15. La premiére assertion du théoréme précédent reste, comme nous le verrons
dans la preuve, valable sans imposer que A vérifie ABj5).
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Démonstration. Supposons F exhaustive et minorée (resp. bornée). Alors, F'H, est exhaustive
et minorée (resp. bornée), donc (£ ) est minorée (resp. bornée), donc (Ey ) est réguliére et
si

E;’q — Hp+q(X),

alors (Ey ) approche H,(X) et donc on aura
E;,q - HP+Q<X)'

Il reste donc & montrer que (£ ) converge faiblement vers H,(X).

Comme F' est minorée, si on fixe n et p, les objets A7) = {r € F,X,; dv € F,_, X1}
se stabilisent pour r assez grand. Notons AJ° cette valeur stable. On observe que comme
Z] = np(A}), il vient

Z, = 77p<Azo)a

et A;O est le noyau de d : F,X,, — F,X,,_;. Ensuite, on vérifie que

p+T

dX NF,X = Jd(4;
r=1

et que

A, = ker (np P A — Equ = FpXpig /Fp—lXp+q> :
Enfin, rappelons que F,H,(X) = im®, avec & : H,(F,X) — H,(X) provenant de * :
F,X — X. Comme ker d'»* = kerd N F,X et comme imd"»* C imd N F,X, on a keri? =
(imd N F,X) /i dFX et on en déduit que

FyHo(X) = BB X) [yorip (texd) / (mans)

im dfpX

~ (kerdﬂFpX)/(dX NEX) ~ Ago/(dX NEX):
On obtient alors

Az Ax
F,H, (X ~(mix) /(A ) ~ z
pHn( )/prlHn(X) ~ \ axnF,x /(d)mppllx) ~ 12, 4 [AX N E,X)

AOO
~ P ~ AOO r
= U =) (U )

= (A5) Uyl ) = 25 U By = 5 B = B
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Cinquiéme partie

Suite spectrale d’'un complexe double

Etant donné un bicomplexe, nous allons exhiber deux filtrations naturelles qui lui sont
liées ; et qui donneront naissance a deux suites spectrales qui convergeront - sous certaines
hypothéses - vers 'homologie du complexe total associé. Aussi suivrons-nous les exposés de
la partie 3 de [1] et de la section 5.6 de [11].

On se donne X,, un bicomplexe dans une catégorie abélienne A.

Définition 16. (Filtration par colonnes)

On peut filtrer le complexe total Tot ®(X) (ou Tot (X)) par les colonnes de X de la maniére
suivante :

Dénotons par ' F,Tot (X) := Tot (‘7<,X) le complexe total du sous-complexe double de X
défini par

X si p<n
I P b,q —
( TS"X)M T { 0 sinon

* * 0 0
* * 0 0
* * 0 0
* * 0 0

Ceci définit, par le Théoréme de Construction (Théoréme 3), une suite spectrale (I E;’q)
dont le premier terme est

I
Ip0 _ TE,Tot (X)p1q _ Ditiprg ( TSPX)M _ Di<p Xbprat ~ Y
P IFP—ITOt (X)erq @k—‘rl:p—i-q (ITSP—lX)k;J @kgp—l Xkpta—k e

Les différentielles d)  : E) — EJ, , (donc d), : X, — Xp4-1) sont simplement les

différentielles verticaies d;iq de X,,. Ainsi, on a

"Bl = H)(Xpa).

Ensuite, les différentielles d' : HY(X,.) — HY(X,_14) sont induites sur ’homologie par les
différentielles horizontales d" de X,,. On peut donc (employer une notation suggestive et)
écrire

I 2 h ryv

E,,=HH/(X.).
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On en déduit que si X est un complexe double de premier quadrant, la filtration ! F'Tot (X)
est canoniquement bornée et le Théoréeme de Convergencce Classique (Théoréme 4) assure
la convergencce de la suite spectrale :

'E2 = HI'H)(X) = Hpyq(Tot (X)).

Remarque 16. Si X est de second quadrant (ou plus généralement si X, , = 0 dans le qua-
triéme quadrant), la filtration de Tot (X' est minorée mais non exhaustive, alors que la fil-
tration de Tot ®(X) est minorée et exhaustive et le Théoréme 4 implique que (I E]’;q) converge
vers H,(Tot ®(X)) mais pas vers H,(Tot ''(X)). En fait, en examinant la preuve du Théoréme
4, on voit que (I E;’q) converge tout-de-méme faiblement vers cette derniére homologie.

Définition 17. (Filtration par lignes)
On peut également filtrer le complexe Tot (X)) par les lignes de X :
Ecrivons ' F, Tot (X) := Tot (I Iren X ) pour désigner le complexe total du sous-bicomplexe

__{Xpﬁq si g<n

1
( TS"X)M ' 0 sinon

Dans ce cas, la suite spectrale associée est de premier terme

o _ "TF,Tot (X)p1q _ GakSpo*q*k»k ~
P E, 1 Tot (X)p4q @kgp—lXpﬂ—M "

Les différentielles d° sont simplement les différentielles horizontales d” de X et on a
Il grh
B, =H/(Xep).
De plus, les morphismes d* dont induits par les différentielles verticales d* de X, d’ou

T 12 v grh
E,,=H,H,| (X).
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Remarque 17. Notons qu’interchanger p et ¢ transforme la filtration par lignes en filtration
par colonnes et de fait, échange également (“Er ) et (E7 ).

Comme précédemment, si X est un complexe double de premier quadrant, cette filtration
est canoniquement bornée et on a la convergence

HE2 = H'HMX) = Hyo(Tot (X)).

Si X est un complexe double de second quadrant (ou plus généralement, si X, , = 0 dans
le quatriéme quadrant), alors

"E? = Hpq(Tot ®(X)).

De plus, si X est de quatriéme quadrant (ou si X est nul dans le second quadrant), on a

aussi
"E? = Hpq(Tot "(X)).

On peut donc synthétiser ces considérations par le théoréme (non exhaustif) suivant :

Théoréme 5. Soit X un bicomplexe. Alors, il existe deux suites spectrales (IE;’q) et (UE;;q)
associées a X, de premiers termes

Ip2 h v
Ep,q—Hqu(X)

et
T2 _ proggh
E,, = HH/(X),
telles que

1. 81 X est nul dans le quatrieme quadrant, alors on a

TE2 B2, = Hyey(Tot (X)),

p,q’

et
'E2 == H,q(Tot " (X)).

2. St X est nul dans le second quadrant, alors
"E? = Hpq(Tot "(X)).
3. 81 X est de premier quadrant, alors on a la convergence commune
TE2, = Hypo(Tot (X)),

"E? = Hyiq(Tot (X)).

Notons que 'on doit supposer que A vérifie ABy), AB}) et ABs) pour que les deux pre-
miéres assertions précédentes soient vraies. On voit alors que les complexes doubles de premier
quadrant sont fort confortables puisqu’ils donnent lieu & deux suites spectrales qui convergent
toutes deux vers H,(Tot (X)). Nous allons voir ici quelques applications (stupéfiantes) de ces
faits.
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Sixiéme partie
Applications : Formules de Kiinneth,
Coeflicients Universels

Nous allons ici tenter de montrer a& quel point la théorie des suites spectrales peut étre
puissante et élégante, au travers de quelques résultats utiles, notamment les formules de Kiin-
neth et les théorémes des Coefficients Universels. Nous redémontrerons également quelques
résultats de "chasse dans les diagrammes" (aussi appelé "diagram chasing" en langue an-
glaise), grace aux suites spectrales.

Avant toute chose, établissons quelques lemmes élémentaires mais utiles, ainsi que la
notion de module plat :

Lemme 8. ([1], Lemma 3.2)
Soient A, B deuz catégories abéliennes, F : A — B un foncteur covariant et exact; ainsi que
(X,0) un complexe de (co)chaines dans A. Alors, on a respectivement

Ho(F(X)) ~ F(Ho(X)),

H*(F(X)) ~ F(H*(X)).

Démonstration. Traitons le cas des cochaines, 'autre étant dual. Comme F' est exact, les

suites

0—— Fker f) — F(A) 2L p(B)

et

P pim f) ——0

F(A)
sont exactes pour tous objets A, B de A et tout f € Hom 4(A, B), d’ou
ker(F'(f)) ~ F(ker f)

et
im (F(f)) ~ F(im f).
On en déduit que, pour tout n,
H"(F(X)) = ker(F(9)) / im (F(9,_,)) ~ F(kerd,) / F(imd,_,)-
La suite exacte courte suivante
0—imd,_; —=kerd, — H"(X) —0

donne

F(H"(X)) ~ F(kerd,) /F(im D 1)

ce qui conclut. O
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Définition 18. Soient A une algébre et M un A-module & gauche (resp. a droite). On dit
que M est plat si — ®4 M (resp. M ®4 —) est un foncteur exact.

On dispose de la caractérisation suivante :

Proposition 1. (/11], Ezercise 3.2.1)
Soit M un A-module a gauche. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) M est plat,
i) Tor (X, M) = 0 pour tout A-module X et tout n # 0,
iii) Tor (X, M) = 0 pour tout A-module X.

Démonstration. On a
M plat = — ®4 M exact = Tor (X, M) = 0 pour tous X et n # 0

= — ®4 M exact = M plat,
d’on i) & ii).
Ensuite, on a clairement i1) = 7).
Il reste & montrer que 7i7) = 7). Soit donc une suite exacte courte de A-modules a droite :

0 X Y A 0.

La suite exacte longue de Tor 2 associée est, en vertu de 1)

Tor (7, M)>

C 0 0
C_—>X®M—>Y®M

0—XOM —YOIM —2Z0M—0

D

ZQM

0

donc la suite courte

est exacte, donc — ® M est exact et M est plat. O]

Lemme 9. ([12], Remark 3.8.4)
Tout module projectif est plat.

Démonstration. Tout d’abord, un module libre F' ~ A™ est plat, puisque pour tout module
M, on a alors
MRF~M®A" ~M",

donc Tor (M, F) = 0. Maintenant, si P est projectif, il existe @ tel que P @ Q soit libre. De
plus, pour tout M, on a

Mo PoQ)= Mo P)o(MeQ),

d’ou
0 = Tor (M, P ® Q) ~ Tor (M, P) & Tor (M, Q)

et donc Tor (M, P) = 0, comme souhaité, O
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Lemme 10. (/5/, Lemme 16.3.3 et Proposition 16.5.4)
Si
0 X Y A 0

est une suite exacte courte et st Y et Z sont plats, alors X ausst.

Démonstration. Nous donnons ici la preuve élémentaire de [5]. Montrons d’abord que, pour
tout A-module a gauche M, la suite

0— XM —YOIM—2Z2M—0

est exacte. Considérons M comme quotient d’un module libre (donc projectif, donc plat par
le Lemme 9) P par une suite exacte courte

0 N P M 0.

On a alors un diagramme commutatif a lignes et colonnes exactes

0

|

XON—YIN—2ZQN—0

l

0—XQP—YQRP——-2ZQP

XOM—Y M

0 0

ot le 0 du haut (resp. de gauche) vient du fait que Z (resp. P) est plat. Le lemme du Serpent
(3], Théoréme 7) montre alors que la suite

0—XOM—Y QM

est exacte, comme voulu.
Ensuite, soit 0 —— M’ —— M une injection. On a un diagramme commutatif a lignes
et colonnes exactes :

0 0

| l

0O— XM —YOQM —Z0M —0

| _

00— XM —YOIM—2M

le premier (resp. second) 0 du haut provenant de fait que Y (resp. Z) est plat et les 0
de gauche, de la premiére partie de la preuve. Comme la carré de gauche commute, on a

I'exactitude de
00— XM —XQM

donc X ® — est exact et X est plat. O
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Dans ce qui suit, nous aurons besoin des foncteurs dérivés qui, pour un foncteur F', seront
notés R™F (resp. L, F'). Pour une définition de ceux-ci, on renvoie & la section 4.3 de [3]. Il
nous reste a établir un petit résultat trés commode :

Lemme 11. Soient F' : A — B un foncteur covariant exact a gauche, A un objet de A

et A — J* une résolution F-acyclique de A (i.e. constituée d’objets annulant les R"F pour
n#0). Alors R'F(A) est isomorphe a la i*™ cohomologie du compleze 0 — F.J°.

Démonstration. Pour i > 1, posons K' := kerd’ = imd*~ ! avec d' : J* — J**1. On scinde la

résolution
0 \ /J
A

en les suites exactes courtes

o _d° Jl d! J2 d?

0 A J° K! 0

et

0 K’ J Ktl——0,i>1.

Les suites exactes longues associées a R*F' s’écrivent alors, en vertu de la Proposition 31 de
3],
0—— F(A) ——=F(J°) —— F(K") >

L>R1F(A) 0 R'F(K) >
L»R?F(A) —

0 —= F(K') —= F(J)) — F(K**)

et, pour 7 > 1,

L> R'F(K*) 0 RF (K

L> RQF(Ki)

en raison de la F-acyclicité des J*. Soit n > 0. On a alors

R'F(A)= R"'F(K') = R"*F(K*) =--- = R'"F(K"™).

De plus, F' est exact a gauche, d’ou

= F(K") /im(F(Jnfl) — F(K™)) = coker (F(J"Y) — F(K™))
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— coker (F(J"™1) = ker(F(J") = F(J"))) = f‘;ﬁ?((il?f (ﬁ{(;ii

_ ker F(d") /imF(dM) = H"(F(J*%)).

Ceci étant établi, revenons aux applications des suites spectrales :

Proposition 2. Soient A une algébre, M un A-module a droite et N un A-module a gauche.
Pour tout n € N, on a

def

Ly(M &4 —)(N) =~ L,(— ®a4 N)(M) = Tor (M, N).

Autrement dit, on peut calculer Tor 2(M, N) & Uaide d’une résolution projective P — M ou
d’une résolution projective () — N.

Démonstration. Soient donc P — M et () — N deux résolutions projectives. Rappelons
que nous avons défini Tot (P ® () dans ’'Exemple 3; et notons par abus He(P ® Q) :=
Ho(Tot (P ® @)). Puisque P, est projectif (donc plat), par le Lemme 8, on a

HY(P,® Q) ~ P, ® Hy(Q) :{ P s

- :{ HYP & N) % L(— @ N)(M) siq=0

0 sinon

et cette suite spectrale s’effondre en ' E? pour donner
Hy(P®© Q) = Ly(— @ N)(M).
Ainsi, par le Théoreme 5, ("'E7 ) converge aussi vers L,(— @ N)(M). Comme on a

M®Q, siqg=0
Hy (P ® Qn) = Hy(P) ® Qy = { 0 sinon

il vient .
11 2 :{ Hy(M ® Q) = Ly(M®—)(N) sig=0
p,q

0 sinon

donc (H Eg’q) s’effondre et donne
HP<P ® Q) - LP(M ® _)(N)7

d’ou le résultat. O

Remarque 18. Par dualité, on voit que si M et N sont deux A-modules, alors on a

R™(Hom 4(M, —))(N) ~ R"(Hom 4(—, N))(M) % Ext " (M, N), ¥n > 0.
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Corollaire 2. Sous les mémes hypothese, on a
Tor 2(M, N) ~ Tor 2 (N, M)
et en particulier, si A est commutative,

Tor 2(M, N) ~ Tor (N, M).

Théoréme 6. (Suite spectrale homologique de Kiinneth)
Soit P un complexe minoré de chaines de A-modules plats et M un A-module. Il existe alors
une suite spectrale bornée, convergente, de demi-plan droit

EIQMI = TOI’ﬁ(Hq(P)’M) = Hp+q(P XA M)

Démonstration. Soit () — M une résolution projective et considérons le complexe double de
demi-plan supérieur P ® ). Puisque P, est plat, on a

P,@M siqg=0

H‘;(Pp ®Q)= { 0 sinon } =5, ® Hy(Q)

donc la premiére suite spectrale s’effondre en 'E? :

g2 _ H,(P® M) siq=0
U 0 sinon

et donne
Hy(P® Q) = Hy(P® M).

Comme @, est plat, on a
H)(P® Q) = Hy(P)®@Qn

et la seconde suite spectrale a le premier terme
"Ey, = Hy(H,(P)® Q) = Tor }\(H,(P), M),

la derniére égalité étant conséquence de la Proposition 2. O

Corollaire 3. (Formule homologique de Kiinneth)
Soient P un complezxe de chaines de A-modules plats tels que tout sous-module d(Py,) de Py_1
est aussi plat et M un A-module. Alors, pour tout n € Z, on a une suite exacte courte

0—— Hy(P) ®4 M — H, (P ®4 M) —= Tor 4(H,,_1(P), M) —=0..

Démonstration. On utilise la suite spectrale homologique de Kiinneth. Soit 7, := ker d;. On
a une suite exacte courte

0 Z P, d(Py) —=0

et Py, d(Py) étant plats, le Lemme 10 implique que Zj soit plat et alors

0——d(Py11) — Zj — Hy(P) ——0
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est une résolution plate de Hy(P). Ainsi, par le Lemme 11, il vient
Tor )} (Hy(P), M) =0, Vp # 0, 1.
D’aprés le Lemme des deux colonnes (Lemme 4), on a donc une suite exacte courte
0—E§, —H,(P®M)—E}, | —=0
qui, par substitution, s’écrit encore

0——= H,(P)® M — H,,(P® M) — Tor 4(H,_1(P), M) —=0.

Corollaire 4. (Théoréme des Coefficients Universels pour I’Homologie)
Soient P un complexe de chaines de A-modules plats tel que d(Py,) soit un sous-module pro-
jectif de Py_1 et M un A-module. Alors, pour tout n, on a

H,(P®4 M)~ (H,(P) ®4 M) ® Tor{(H,_,(P), M).

Démonstration. Puisque d(P,) est projectif, la surjection P, — d(P,) est scindée, donc
P,~Z,®d(P,),

avec Z, := ker(P, — d(P,)). Appliquant — ® M, on voit que Z,, ® M est facteur direct de
P, ® M, ainsi, Z,, ® M est facteur direct du groupe intermédiaire ker(d, ® 1 : P, ® M —
P, 1®M). En quotientant Z, @ M et ker(d,®1) par im (d,+1®1), on obtient que H,(P)® M
est facteur direct de H,(P®M ). Comme P, et d(P,) sont plats, la formule de Kiinneth indique
que le facteur direct résiduel est Tor {(H,,_i(P), M). O

On peut mentionner ici le cas particulier des groupes abéliens libres :

Corollaire 5. Soient P un complexe de chaines de groupes abéliens libres et M un groupe
abélien. Alors, pour tout n, on a

H,(P® M) ~ (H,(P)® M) ® Tor¥(H,_,(P), M).

Ecrivons encore les variantes cohomologiques :

Théoréme 7. (Suite spectrale cohomologique de Kinneth)
Soient P un complexe minoré de A-modules projectifs et M un A-module. Alors, il existe une
suite spectrale cohomologique bornée de demi-plan droit convergente :

E}? = Ext?)(Hy(P), M) = H"**(Hom 4(P, M)).
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Démonstration. Soit M — I une résolution injective et considérons le complexe de cochaines
double de demi-plan supérieur Hom 4 (P, I), de la forme

.. —>HomA(P—p+17 [q+1) —>H0mA(P_p, ]q+1) .

-+ ——Hom 4(P~P*!, [9)

Hom 4 (PP [?) ——- -

avec la convention P~? := P,. La filtration par colonnes est exhaustive et majorée (car P est
minoré) et les conditions du Théoréme de Convergence Classique sont vérifiées. De plus, on
a

TEPY — HYHom o(P77,1)) ~ Hom o(P7?, HY(I))

puisque PP est projectif et d’aprés le Lemme 8. Ainsi,

TEpY — { HP(Hom 4o(P,M)) siqg=0

0 sinon
et la suite spectrale (ES'?) s’effondre en ' F; et donc
HP(Hom 4 (P, M)) ~ HP(Hom 4(P, I)).

La seconde filtration est minorée et exhaustive pour Tot ®(Hom 4(P,I)). Comme I? est in-
jectif, ’analogue du Lemme 8 dans le cas contravariant donne

"EP? = HY(Hom 4(P, I?)) ~ Hom 4(H,(P), I?)

et donc
"EP? = HP(Hom A(H,(P), 1)) = Ext®)(H,(P), M),

d’ou le résultat. O

Corollaire 6. (Formule cohomologique de Kiinneth)
Soient P un complexe de chaines de A-modules projectifs tel que chaque d(Py) soit projectif
et M un A-module. Alors, pour tout n, on a une suite exacte courte

0 —Ext4(H,_1(P), M) — H"(Hom 4(P, M)) — Hom 4(H,(P), M) —=0.

Démonstration. Puisque d(P,) est projectif, la suite exacte courte

est scindée et on a
P,~Z,®d(P,),
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donc Z,, est projectif également. Ainsi, la suite
0—— d(Py1) —= Z, —= H,(P) —=0

est une résolution projective de H,(P). Donc, pour tout p # 0,1, on a ES? = 0 et EY? = EPA.
Le Lemme des deux colonnes (Lemme 4) indique que la suite exacte liée & la suite spectrale
cohomologique du Théoréme 7 est

0— E," ' —— H"(Hom (P, M)) — E3" ——0,
soit encore

0 — Bxt Y (H,_(P), M) — H™(Hom (P, M)) — Hom 4(H,(P), M) ——0.

Corollaire 7. (Théoréme des Coefficients Universels pour la Cohomologie)
Si P est un compleze de chaines de A-modules projectifs tel que chaque d(Py) soit également
projectif et si M est un A-module, alors, pour tout n, on a

H"(Hom 4(P, M)) ~ Hom 4(H,(P), M) ® Ext }(H,_1(P), M).

Démonstration. 11 suffit d’adapter la preuve du Corollaire 4. O]

Voyons encore deux résultats sur le changement de I’anneau de base dans le calcul de Tor
et Ext .

Théoréme 8. (Changement de l’anneau de base pour Tor )
Soit f : A — B un morphisme d’anneauz. Il existe alors une suite spectrale homologique de
premier quadrant

2 _m..B A A
K, , = Tor; (Tor / (M, B), N) = Tor

p+q

(M7 N)?

pour M (resp. N) un A-module & droite (resp. un B-module a gauche).

Démonstration. Soient P — M une A-résolution projective et () — N une B-résolution
projective. On forme alors le complexe double de premier quadrant P ®4 () et on écrit
comme a l'ordinaire Ho(P ® Q) := Ho(Tot (P ®4 Q)). Puisque P, ®4 — est exact, la p®™®
colonne de P ® () est une résolution de P, ® N. Ainsi, la suite spectrale (IE;’q) s’effondre
en 'El = H!(P, ® Q) et converge vers Hy(P ® Q) = Hy(P ® N) = Tor (M, N). Ainsi, la
seconde suite spectrale converge vers Tor 2(M, N) et on a

"E), = Hy(P®4 Q) = Hy(P©a B) @5 Qy)
qui, par le Lemme 8 est égal a
Hy(P®4 B) ®5 Q, = Tor (M, B) ®p Q,

et done
"Eg: =H,("E} ) = Tor(Tor (M, B),N).
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Théoréme 9. (Changement de l'anneau de base pour Ext )
Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors, il existe une suite spectrale cohomologique
de premier quadrant

EYT = Ext%(M,Ext% (B, N)) = Ext4"(M, N),

pour tous B-module M et A-module N.

Démonstration. Soient P — M une B-résolution projective et N — [ une A-résolution
injective. Le complexe double Hom 4(P,I) est de premier quadrant. Comme PP est pro-
jectif, Hom 4(PP, —) est exact, donc la p®™® colonne de Hom 4(P, ) est une résolution de
Hom 4(P?,N). On a

Hom 4(M, I?) siq=0

0 sinon

"EPT = HY(Hom (P, I7)) = Hom 4(H(P), I") = {

Donc (" EP9) s’effondre en /' E; et il vient

Hqu:{ HP(Hom 4(M,I)) siqg=0 }:{ Extf(M,N) siqg=0

0 sinon 0 sinon

et donc
HEP — Ext5™(M, N).

On en déduit que
TEPY — ExtT (M, N).

Or, on calcule que
2 = H9(Hom A(P?, 1) = Ho(Hom n(P?, Hom a(B, 1))

= Hom p(P?, HY(Hom 4(B,I))) = Hom 5(P?, Ext % (B, N))

et donc
TEPT — HP(Hom p(P,Ext (B, N))) = Ext% (M, Ext%(B, N)).

]

Terminons cette partie par les preuves du lemme des cing, du lemme du serpent et de
la suite exacte longue d’homologie, grace aux suites spectrales. Pour cela, on fixe A une
catégorie abélienne. Tous les diagrammes et morphismes considérés seront dans A.

Proposition 3. (Lemme des cing) ([10], 4.1)
Soit un diagramme commutatif a lignes exactes

1. Si B, 6 sont des monomorphismes et si a est un épimorphisme, alors v est un mono-
morphisme.
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2. Si 3, 0 sont des épimorphismes et si € est un monomorphisme, alors v est un épimor-
phisme.

3. En particulier, si 3, 6 sont des isomorphismes, si a est un épimorphisme et si € est un
monomorphisme, alors v est un isomorphisme.

Démonstration. La seconde assertion est duale a la premiére et les deux premiéres assertions
impliquent clairement la troisiéme. Il suffit alors de montrer le premier point.

Afin d’obtenir un bicomplexe, retournons le diagramme, insérons-y les noyaux et conoyaux
a gauche et a droite, et remplissons le reste avec des O :

coker g FE D C B A ker f<—0=<~—---

coker ¢/ £’ D C’ B’ A ker f/ <—0<—- - -

On voit alors que la premiére page 1 E' de (IIE;q) est constituée de zéros, car c’est ’homo-
logie horizontale, qui est nulle puisque les lignes sont exactes. Ainsi, (H qu) converge vers

0, donc la suite (I E]’;,q) converge aussi vers 0. En prenant ’homologie verticale, on obtient la
premiére page de (‘E7 ) :

0 0 0 0 0 0 0

* kere ker § ker y <——ker 3 ker o *

% <—— coker € <—— coker § <—— coker y <—— coker § <—— coker o« <—— *

Par hypothése, on a ker§ = ker § = coker & = 0. Ainsi, en prenant a nouveau 1’homologie,
on obtient la seconde page :

S
SN

Comme la suite spectrale converge vers 0, la page ! E>%, est triviale et est atteinte en un
nombre fini d’étapes car la suite est bornée. Mais dans ce cas, kery doit étre trivial car
autrement, il ne pourrait disparaitre dans les pages suivantes. O
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Proposition 4. (Lemme du Serpent) ([10], 4.2)
Soit un diagramme commutatif a lignes exactes

Alors, il existe un morphisme "de connection”  : ker v — coker « et une suite exacte

0——=ker f ——kera ker 8 ker y
; )

L> coker c« — coker 3 —— coker y —— coker ¢ ——0

Le diagramme du Serpent s’écrit alors

0 0 0
0 ker f ker « ——ker 3 ker y
5
A—t .p—* .C 0
« B8 Y
0 A - B’ - c’
f g
coker « —— coker  — coker v —— coker ¢ ——0

Démonstration. Comme précédemment, on construit le bicomplexe

0 0 0 0 0 0 0
0 0 C B A ker f<—0<~—
<o+ <—0<—coker ¢ c’ B’ A’ 0 0

Comme les lignes sont exactes, ’homologie horizontale est nulle et a nouveau, les deux suites
spectrales (I E;,q> et (I I E;’q) convergent vers 0. Prenant maintenant ’homologie verticale, on
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obtient la premiére page de ('E} ) :

0 0 0 0 0 0 0
0 0 ker y <——ker ker o ker f 0
0 <— coker g’ <—— coker v <—— coker 3 5 coker o 0 0

On voit alors apparaitre une partie de la suite exacte annoncée, et on prouve qu’elle est exact
par des arguments standards. Enfin, on prend 'homologie horizontale pour obtenir la page
IE2 .

0 coker ¢ 0 0 0

et comme { E* est triviale, ce morphisme résiduel doit étre un isomorphisme. On peut alors,
en I'inversant, obtenir I’homomorphisme de connection désiré § par composition et obtenir
la suite

0 (T)
ker f coker ¢
ker « —— ker (3 ker ~y % . coker « — coker B —— coker

|

coker p <———ker ¢

dont on montre, par des arguments simples, qu’elle est exacte. O

Proposition 5. (Suite exacte longue d’homologie) ([1], Proposition 3.5)
Soit
f

0 X y 2.7 0

une suite exacte courte de complexes de chaines. Alors, il existe une suite exacte longue

nt1(Z) M>Hn(X) e H\(Y) —— Ho(Z) —= Hy 1 (X)) — - -

e o H

Démonstration. En considérant la filtration par lignes, on voit que la premiére page /E!
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associée au complexe double

0 Zn <Y, X, 0
~— (0= Zn—l T Y,.1 o Xno1 0

est nulle, donc la suite spectrale (I E;q) converge vers 0 (la filtration est bornée). Pour la
filtration par colonnes, la page ' E' est de la forme

=—0~—H, 1(Z)=—H,_

Alors, la seconde page ' E? est de la forme

0 0 K%

S

Kok 0 0

Les morphismes * — 0 et 0 — * sont stables et la suite spectrale convergeant vers 0, on en
déduit que les étoiles sont nulles. Ainsi, les suites

Hy(X) 2 (v

Hn(g)
) — H,(Z)
sont exactes.
Apreés la troisiéme page, les termes en double-étoile se stabilisent également. Par la conver-
gence vers 0, les morphismes dans ’ Equ entre les étoiles doubles sont des isomorphismes, dont
on note les inverses

coker (H,(g)) —>ker(H,_1(f)) .
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On peut alors définir

et on peut conclure car
ker §, = {z € kerd? ; [v] = 0 € coker (H,(g))} = im (H,(g))

et
imd,, = im ¢, = ker(H,_1(f)).
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Septiéme partie
Hyperhomologie et foncteurs
hyperdérivés

Dans la section 4.3 de [3], le lecteur pourra trouver une premiére introduction a la théorie
des foncteurs dérivés. Ici, nous allons aller un peu plus loin en introduisant la théorie des
foncteurs hyperdérivés. En fait, si on construit le foncteur dérivé a partir de la valeur de ce
foncteur en un objet, le foncteur hyperdérivé sera défini & partir de sa valeur sur un complexe.
Comme de raison, il va nous falloir une notion analogue a celle de résolution projective pour
un objet, & savoir une "résolution projective d’un complexe" - qui sera donc un bicomplexe
- que nous appellerons résolution de Cartan-Eilenberg. Nous donnerons quelques propriétés
élémentaires des foncteurs hyperdérivés, et nous verrons comment on peut les calculer a 'aide
des suites spectrales. Nous nous inspirons ici des présentations de la section 5.7 de [11] et du
chapitre XVII de [2].

Définition 19. Soit A une catégorie abélienne possédant suffisamment d’objets projectifs.
On appelle résolution de Cartan-Eilenberg & gauche P,, d’'un complexe A, tout complexe
double de demi-plan supérieur constitué d’objets projectifs, muni d’'un morphisme "d’aug-
mentation"

P.,U L> A.
tels que, pour tout p on ait :
1. Si A, =0, alors P, =0,

2. Les morphismes suivants
By(e) : By(P,d") — B,(A),
Zy(e) : Zy(P,d") — Z,(A),
Hy(e) : Hy(P,d") — Hy(A),
gp: Pre = A,

sont des résolutions projectives dans A. Ici, on a noté B,(P,d") pour désigner les bords
horizontaux au point (p, q), i.e. le complexe de chaines dont le ¢°™® terme est d"(P,.;,). Les

complexes Z,(P,d") et H,(P,d") = Zy(P,d") /Bp(p, dh) sont définis de maniere analogue.

Remarque 19. Nous avons adopté ici la définition donnée dans [2], dont le systéme d’axiomes
n’est pas minimal. En effet, si 'on impose seulement que B,(c) et H,(c) sont des résolutions
projectives, alors Z,(c) et ¢, le sont également. Pour le voir, considérons, pour p et ¢ fixés
les suites exactes courtes

0 —= By(Pag,d") —= Zy(Pug, d") — Hy(Pu 4, d") —0

®,q> 0. 0.0

et

00— Zp(Po,qv dh) Pp,q Bpfl(PO,qa dh) —0,
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qui sont scindées puisque H,(P.,,d") et B, i(P.,, d") sont projectifs. On en déduit que
Zy(Pay,d") et P,, sont projectifs. Ensuite, par exactitude de la premiére suite, et par la
suite exacte longue d’homologie associée (Proposition 5), comme B,(P,d") — B,(A) et
H,(P,d") — H,(A) sont des résolutions projectives, leurs homologies verticales sont nulles,
donc il en est de méme de celle de Z,(P,d") — Z,(A). Le méme argument appliqué a la

seconde suite montre que F,, — A, est aussi une résolution projective.

On peut représenter une résolution de Cartan-Eilenberg P, — A, comme suit :

Proposition 6. Tout complexe de chaines dans A admet une résolution de Cartan-Filenberg
(& gauche).

Démonstration. Pour chaque p, choisissons des résolutions projectives PJ, de B,(A) et Pl
de H,(A). Par le lemme du Fer a Cheval ([3], Lemme 44), il existe une résolution projective
PZ, de Z,(A) telle que

0 PP, PZ, Pl 0
soit une suite exacte courte de complexes au-dessus de
0— Bp(A) - Zp(A) - Hp<A) —0.

En appliquant & nouveau le lemme du Fer a Cheval, on trouve une résolution projective PpA.
de A, s’insérant dans une suite exacte courte

Z A B
0—>P% — P\ ——=P8, ,—0.

Soit donc P,, le complexe double dont la p®™¢ colonne est PI;‘}, et dont les différentielles
verticales sont (—1)Pd p4, ; les différentielles horizontales étant les composées

A B ¢ Z C A
PP-FL' va‘ PPa' Ppﬂ :

La construction assure que les €, : P,o — A, s’assemblent et donnent un morphisme ¢ et
chaque Z,(¢), By(e), Hy(e) et €, sont des résolutions projectives. O
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Afin d’assurer la cohérence de la construction des foncteurs hyperdérivés, nous aurons
besoin de deux lemmes et d’une définition ; celle d’homotopie généralisée aux bicomplexes.

Définition 20. Soient f,g: D — F deux morphismes de bicomplexes. Une homotopie de f
a g consiste en des morphismes s : Dy, — Epy1qet 58 2 Dyq— Ep g tels que

f_g: (dh8h+8hdh)+ (deU—FSvdv),

s'dh + d'st = s"dY + d's" = 0.

Dans ce cas, (s" + s : Tot (D),, — Tot (E),1) forment une homotopie (au sens classique)
entre les morphisme Tot (f), Tot (g) : Tot ®(D) — Tot (FE).

Enongons dés maintenant les lemmes que nous utiliserons.

Lemme 12. Si f : A — C est un morphisme de complezes et si P — A, Q — C sont des
résolutions de Cartan-Filenberg, alors il existe un morphisme de complexes doubles f : P — Q
au-dessus de f (i.e. tel que eco f = foea).

Lemme 13. 1. Si f,g : A — C sont homotopes et ]?,E : P — @Q sont les morphismes
induits par le lemme 12 sur les résolutions de Cartan-FEilenberg, alors f est homotope
(au sens de la définition 20) & g.

2. Si A~ C dans la catégorie homotopique, alors P et (Q sont homotopes.

3. En particulier, deux résolutions de Cartan-FEilenberg P,() de A sont homotopes. On en
déduit que pour tout foncteur additif F', les complexes Tot ®(F(P)) et Tot ®(F(Q)) sont
homotopes.

Pour les démonstrations, reprenons le résultat suivant de [2], dont nous abrégerons la
preuve, les méthodes employées étant essentiellement les mémes que pour les lemmes 27 et
28 de [3].

Lemme 14. (/2], Chapter V, Proposition 2.3)
Soient

| Uy P Ny — (5)

L)

0 B ——~B—>1B" 0

un diagrame commutatif de modules a lignes exactes et

0 X Yo x_* xv 0

0 y' Yoy 2y 0

des suites eractes normales de complexes (i.e. telles que, pour tout n, les suites courtes

0 X/ I X, -2 X/ 0 soient exactes) au-dessus des lignes de (5) telles que X"
soit projectif (i.e. tous les X!! sont projectifs) et Y' acyclique.
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1. Si F': X' =Y et F" : X" — YY" sont des prolongements de f' et ", alors il existe
F: X —Y prolongeant f et tel que le diagramme

0 X' X X" 0

0 Y’ Y Y 0

commute.

2. Si (G',G,G") est un autre triplet de morphismes prolongeant (f', f, ") avec la méme
propriété, et si 8’ F' ~ G' et 8" : F" ~ G" sont des homotopies, alors il existe une
homotopie s : F ~ G telle que le diagramme

0 X/ X, X 0
0—=Y —= Y —=Y —0

commute pour tout n > 0.

Démonstration. Comme la suite 0 X' X X" 0 est normale, on peut
écrire X, ~ X/ @& X/ et supposer que

U, (z)) = (2,0) et @, (z),2) =2a.

n n n

On a alors

n» - 'nn

do(ly, ) = (), + Ot dlal)
= (ah, all) = 1 o &'ah + o)

avec 0 : X > Aet O, : X]] — X|_, pour n > 0 vérifiant

6//:()000_
woglo@l—l—UOdﬁ/:O
d _,00,+06, 0d =0, n>1

(o provient de la projectivité de X[ et celle de ©,, de celle de X, cf [2], Chapter V, Section
2). Ces derniéres relations sont simplement les traductions des équations

g"ody=poc
cod; =0
dn—lodnzo

Notons ici 0%, ©X, 0¥, ©F pour X et Y respectivement. F': X — Y doit étre de la forme
Fo(ah, 2) = (B2l + yay, Frlay)

avec v, : X/ — Y/ vérifiant

Yooyt oF) = fooX o
d;LO’Yn_/Y”_IOdZ:Féflogf_@ZOF;L/, n>0

qui sont les traductions des conditions

e¥oFy=foeX
d}:an:Fn_lodif, n>0
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et (6) permet alors de définir v, par récurrence, en utilisant la projectivité des X'.
Pour la deuxiéme assertion, s : F' ~ G doit avoir la forme
Sn(x/ x//) — (8’/”%;1 + tn.’BN 8//$II>

n»r'n n» “nn

avec t, : X = Y, ,. L’équation d,,41 0 s, + 5,1 0 d,, = G,, — F}, devient alors

dj oty + Oy o5y =1 —
d;LHotn—i-tn_lod;;—l—@ZHos;;—l—s;flo@f:%?—75, n>0

et ces équations sont 1a encore résolues par la projectivité des X/ et par récurrence. O

Nous pouvons a présent démontrer les Lemmes 12 et 13 :

Démonstration. (du lemme 12) (cf |2], Chapter XVII, Proposition 1.2)
Considérons les morphismes f, 5 : B,(A) — B,(C), foz : Z,(A) = Z,(C) et fou :

H,(A) — H,(C) induits par f. Par le lemme 27 de [3], il existe f, 5 : Bye(P) = Bpe(Q)

—

et fou : Hyo(P) — H,o(Q) prolongeant f, g et f, . Par le premier point du Lemme 14, il
existe

fozt Zpa(P) = Z,4(Q)

au-dessus de f, z rendant commutatifs les diagrammes

O_>Bpﬂ(P)_>Zp,-(P)_>Hp,°(P)_>O

L

0— Bpﬁ(Q) - Zp,-(Q) - Hp,c(Q) —0
Appliquant & nouveau le Lemme 14, on trouve

fpo i Ppe— Qpe

au-dessus de f, et tel que les diagrammes

0——Z,e(P)—= P,e — By_1.(P)—=0

b

0— Zp,-(@) — Qpe — p—l,-(Q) —0

commutent. Il s’ensuit que les diagrammes

dh
sz. prl’.

l Toe l Tt

Qp,o dh’g Qp—l,o

commutent. Donc, les f;. donnent un morphisme f: P — @ au-dessus de f, comme voulu.
O

Démonstration. (du lemme 13) (cf |2], Chapter XVII, Proposition 1.2)
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1. Soient donc f,§: P — Q et soit s : f ~ g une homotopie. Par le lemme 28 de [3], il
existe Spe 1 Ppe — (Qpt1,6 prolongeant s, : A, — C,1;. Les morphismes S, , donnent
un morphisme S : P — @ de bidegré (1,0) qui commute avec les augmentations ¢ et
anticommute avec les différentielles verticales. Posant

Ji=f+d"oS+Sod"
on trouve que J : P — () est un morphisme au-dessus de g, puisqu’on a
5CoJ:gcof—i—gcodhoS—i—gcoSodh:fogA—dCoscoS—i—songdh
=foes—dooecoS—sodyoey=foey—(decos+sody)oecs=goey

et que (5, 0) est une homotopie fN J. Il reste & montrer que g et J sont homotopes. Sur
chaque colonne P, o, Qpe, Bpe(P), ..., on considére les différentielles (—1)Pd". D’aprés
le Corollaire 11 de [3], on peut choisir des homotopies

Top:dps~Gpp et Tpu:Jpu~ gpu

et le second point du Lemme 14 donne une homotopie
Tz Jpz ~ Gpz

qui "commute" avec les deux premiéres. En appliquant & nouveau le Lemme 14, on
obtient des homotopies

The:Jpe™ Gpe-
Les morphismes (—1)P7T), , donnent un morphisme 7" : P — @) de bidegré (0, 1) tel que

d"oT+Tod" =0 et d°cT+Tod =g—J

et donc (0,7") est une homotopie J ~ g.

2. Ceci provient de 1. et de la définition d’homotopie pour les bicomplexes. En effet, si
p:A— Cett:C — Asont des morphismes tels que p o) ~ idc et 1 o o ~ idy,
alors ¢ o 1) est homotope a idg d’aprés la premier point et la Définition 20. De méme,

1 o p est homotope & idp, donc P et () sont bien homotopes.
O

Aprés ces considérations techniques, nous pouvons construire les foncteurs hyperdérivés :

Définition 21. e Soit ' : A — B un foncteur exact a droite et supposons que A ait
assez de projectifs. Si A est un complexe dans A, et si P — A est une résolution de
Cartan-Eilenberg, on pose, pour n > 0,

L,F(A) := H,(Tot ®(F(P))).

Le Lemme 13 montre que L, F'(A) ne dépend pas de P.

e Si f: A— (C est un morphisme de complexes et ]7: P — @ est induit par f sur les
résolutions de Cartan-Eilenberg (Lemme 12), définissons

L,F(f) := Hy(Tot (f)) : L,F(A) — L,F(B).

Le Lemme 13 montre que L, F' : C(A) — B est un foncteur, au moins si B3 est cocompléte
(i.e. elle admet des colimites). Les I, F" sont les foncteurs hyperdérivés a gauche de F.
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Remarque 20. Si B n’est pas cocompléte, Tot ®(F(P)) peut ne pas exister et il faut alors se
restreindre a C*(A), catégorie des complexes de chaines minorés A de A, en ce sens que

3po 5 Vp < po, Ap =0.
Puisque dans ce cas, P,, = 0 dés que p < py ou ¢ < 0, Tot #(F(P)) existe dans C(B) et L, F

est alors un foncteur

L,F:C"(A) — B.

Exemple 5. Si X est un objet de A, et si Ax est le complexe

0 0 X 0 0

alors, en prenant P,, une résolution de Cartan-Eilenberg de Ay :

0 0 X 0 0

on voit alors que P, est une résolution projective de X. Ainsi, si F': A — B est un foncteur
exact & droite, alors pour tout n > 0, on a, comme on peut s’y attendre

L,F(Ax) = Ho(Tot ®(F(P))) = Ho(F(Pya)) % L,F(X).

Remarque 21. On peut montrer ([11], Lemma 5.7.5) que si

0 A B C 0

est une suite exacte courte de complexes minorés, alors on a une suite exacte longue

o> Ly F(O) > L, F(A) —= L, F(B) —= L, F(C) —2>L,_ F(A) — - - - .

Proposition 7. [l existe toujours une suite spectrale
II 12
E, .= Ly F(Hy(A)) = Ly F(A).
Si A est minoré, il existe une suite spectrale

'E2 = Hy(LyF(A)) = Ly F(A).
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Démonstration. 11 s’agit tout simplement des suite spectrales homologiques associées au com-
plexe double de demi-plan supérieur F'(P), avec P — A une résolution de Cartan-Eilenberg

de A. En effet, on a alors H,(Tot (F(P))) = L, (F(A)), ainsi que
"By, = H,(Hj(F(P)) = Hy(Ly(F(A)) = Hy(LyF(A)).

Fixons ensuite p et notons que pour tout ¢, on a IEg F( »)- Puisque P est une résolution
de Cartan-Eilenberg, les objets H,,(P,d") et B, 1p( ) sont projectifs, donc les suites
exactes courtes

0— Z(”,(P, dh) — Py — Bq—l,p(Pa dh) —0

et

sont scindées. Donc, en appliquant F, on obtient deux autres suites courtes scindées (donc
exactes) :

0— F(Zq,p(Pv dh)) - F(Pq,p) - F(qul,p(Pa dh)) —0 (7)

00— F(Bq,p<P> dh)) ﬁ'F(Zq,p(Pv dh)) - F(Hq,p(R dh)) —0 (8)

On en déduit, en utilisant respectivement les suites (7) et (8), I'isomorphisme

Hy (F(Puy)) S Ker (P d) fim (Gl )

~ F(Zyy(P.d") [ p(B,,(P,dv) = F(Hyy(P,d") “ F(H(P.,)).
Il vient donc finalement
"E;, = Hy(H(F(P))) = Hy(F(Hy(P))) = LyF(H,(A)),

et le résultat suit. OJ

Corollaire 8. 1. Si A est exact, on a L,F(A) =0 pour tout n.

2. Tout quasi-isomorphisme f : A — B induit des isomorphismes
L. F(A) ~L,F(B).

3. 8i chaque A, est F-acyclique (i.e. LyF(A,) = 0 pour tout ¢ # 0) et si A est minore,
alors
L,F(A) = H,(F(A)), Vp>0.

Exemple 6. (Hypertor)

Soient R un anneau et B un R-module & gauche. Les groupes hypertor Tor” (Ae, B) d’'un
complexe de R-modules & droite A, sont par définition les foncteurs hyperderlves L, F(A,)
pour F' = — ®g B. Ceci étend la définition usuelle des Tor F et si A, est minoré et constitué
de modules plats, alors

Tor?(A,, B) = H,(A, ®r B), ¥n > 0.
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Les suites spectrales venant de la Proposition 7 s’écrivent

"E? = TorF(H,(A), B) = Tor’, (A., B)
et (lorsque A, est minoré),
'E2 = H,(Tor }(A,, B)) = Tor, (A., B).

On peut méme aller plus loin et si B, est un complexe, on peut définir ’hypertor du
bifoncteur A ® p B comme étant

Tor(A., B.) := H,(Tot (P @5 Q)),

avec P — A et () — B des résolutions de Cartan-Eilenberg. Si B est un module, considéré
comme un complexe, ceci coincide avec la premiére définition; et ceci vaut également pour
A. On peut montrer que les suites spectrales associées sont

TR, = @D Tor F(Hy(AL), Hi(B.)) = Torl, (A., B.)
k+l=q
et si A, et B, sont minorés,
'E?, = H,(Tot ®(Tor F(A., B.))) = Torf, (A., B.).

On dispose bien-sir d’une variante cohomologique :

Définition 22. Soit A une catégorie abélienne possédant suffisamment d’objets injectifs.
Pour un complexe de cochaines A® de C(A), on dit qu'un bicomplexe de demi-plan supérieur
constitué d’objets injectifs I*® est une résolution de Cartan-Eilenberg a droite de A® si [P* =
0 dés que AP = 0 et si on a un morphisme d’augmentation A* — I*Y tel que les morphismes
induits sur BP(A), ZP(A), HP(A) et sur AP sont des résolutions injectives pour tout p.

Proposition 8. Tout compleze de cochaines dans A admet une résolution de Cartan-FEilenberg
a droite.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la Proposition 6, en passant de A a A°P. O

Par dualité, les Lemmes 12 et 13 restent vrais en cohomologie et on en arrive & la définition
suivante

Définition 23. Si F': A — B est exact a gauche, on définit, pour un complexe A® et n > 0,
R"F(A) := H"(Tot " (F(1))),

avec I une résolution de Cartan-Eilenberg & droite de A, au moins si Tot "(F(I)) existe dans
B, ce qui est le cas si B est compléte ou si A est minoré. Il s’agit de foncteurs R"F : CT(A) — B
(ou R"F : C(A) — B si B est compléte). Pour le voir, il suffit de considérer F°P : AP — B,
Les R™F sont les foncteurs hyperdérivés a droite de F'.
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Proposition 9. Soit A* un complexe dans A. On a une suite spectrale cohomologique
"EN = RPF(H(A)) = RPTIF(A).

De plus, si A est minoré, on a
TERY = HP(RIF(A)) = RFMF(A),

aInst que

"EN = RPF(H(A)) = RPTIF(A).

Démonstration. C’est un argument de dualité ; mais détaillons tout-de-méme un peu :
Soit A — I une résolution de Cartan-Eilenberg (a droite) de A. On a

H*(Tot "(F(I))) & R F(A).
De plus, il vient
'BYY = HY(HI(F(I))) = HP(RTF(A)).
Ensuite, comme Z%P(I,d") et B4P(I,d") sont injectifs, les suites exactes courtes
0— Z9P(I,d") — > [97 — = BIT12([ ") — >0

et
0 — B ([, d") — 797 (I, d") — H*?(I, d") —0

sont scindées, il en est donc de méme de leurs images par F', qui sont donc exactes. Ainsi, il
vient

HY(F (1)) = ker(F(d},)) [ (Pa_, )
~ F(Z7(1,d") [ p(pas(y,avy) = F(H'(I,d"),
d’ou l'on tire
U EpY — H(HY(F(D))) = HY(F(H'(1,d")) = RYF(HY(A)).

Enfin, les considérations sur la convergence proviennent du Théoréme 5. O]

Corollaire 9. R*F' s’annule sur les complexes exacts et envoie un quasi-isomorphisme sur
un tsomorphisme.

Exemple 7. (Hyperext)
Soient A un R-module et B® un complexe de cochaines de R-modules. On définit ’hyperext :

Ext (A, B*) .= R"F(B*),

ou F' = Hom g(A, —). Les propriétés sont duales a celles des hypertor et on a les suites
spectrales
TEPT = BExt (A, HY(B®)) = Ext}, (A, B®)

et, si B® est minoré,
TEPY = HP(Ext % (A, B®)) = Exth (A, B®).
On peut enfin définir
Ext?(A®, B®) ;= H"(Tot "(Hom (I, J))),

avec A — [ et B — J des résolutions de Cartan-Eilenberg a droite.
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Huitiéme partie

Suites spectrales de Grothendieck

Nous allons voir ici un résultat (et sa variante homologique) di a Grothendieck (cf [4],
Théoréme 2.4.1E[) donnant une suite spectrale convergeant vers le foncteur dérivé du com-
posé de deux foncteurs. Ce résultat donne les suites spectrales de Leray-Serre (cf [11], 5.3)
et de Lyndon-Hochschild-Serre, que nous étudierons. Ce théoréme est devenu un principe
fondamentale de I’Algébre Homologique.

Théoréme 10. (Suite spectrale cohomologique de Grothendieck)

Soient A, B, C trois catégories abéliennes, A et B possédant suffisamment d’injectifs et
F:A— B, G:B — C des foncteurs exacts a gauche, tels que F' envoie les injectifs de A
sur des G-acycliques. Alors, il existe une suite spectrale cohomologique de premier quadrant,
convergeant vers R*GF(X), pour tout objet X de A :

EP = RPG(RIF(X)) = RPHGF(X).

Démonstration. Choisissons une résolution injective X — [ de X et appliquons F' pour
obtenir un complexe de cochaines F'(I) dans B. A I'aide d’une résolution de Cartan-Eilenberg
F(I) — J, formons les foncteurs hyperdérivés :

def

R"G(F(I)) = H"(Tot"(G(J))) = H"(Tot ®(G(J))), n > 0.

La premiére suite spectrale est alors

TEPY = HP(RIG(FI)) = RPTIG(FI).
Par hypothése, chaque F(I?) est G-acyclique, i.e.

RIG(F(I7)) = 0, Vg #0,

donc la suite spectrale s’effondre et donne

RPG(FI) ~ HP(GF(I)) = RPGF(X).
La seconde suite spectrale est alors

"EY = RPG(HY(F(I))) = RPIGF(X)

et puisque HY(F(I)) = RIF(X), on a le résultat. O

1. Rappelons ici I’énoncé originel dudit résultat, tel que l’on le trouve dans [4] :

Théoréme 2.4.1  Soient C, C', C" trois catégories abéliennes, on suppose que tout objet de C' ou C'
est isomorphe 4 un sous-truc d’un objet injectif. Considérons des foncteurs covariants F : C — C' et
G :C"— C", on suppose que G est exact a gauche et que F transforme objets injectifs en objets G-acycliques
(i.e. annulés par les RIG, q > 0). Alors il existe un foncteur spectral cohomologique sur C, a valeurs dans
C", aboutissant au foncteur dérivé a droite R(GF) de GF, (convenablement filtré), et dont le terme initial
est

EYY(A) = RPG(RIF(A)).
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Remarque 22. Dans la suite spectrale du Théoréme 10, les morphismes extrémaux sont les
morphismes naturels

RPG(F (X)) — RPGF(X) et R'GF(X)— G(RIF(X)).
De plus, la suite exacte a cinq termes associée est

0—— R'G(F (X)) — R\GF(X) — G(R'F(X)) — RG(F(X)) — R*GF(X).

On peut donner une preuve (peut-étre) un peu plus détaillée (mais moins élégante) et
suivant le méme schéma, sans utiliser explicitement les foncteurs hyperdérivés et ceci permet
d’éviter les considérations techniques des Lemmes 12 et 13. Cette démonstration est tirée de
[5], Théoréme 20.9.6.

Démonstration. Soit un objet X dans A. On peut, par hypothése, choisir une résolution
injective X — I°. En appliquant F', on obtient un complexe F(I*), pour lequel on peut
choisir F'(I*) — J** une résolution de Cartan-Eilenberg décrite dans le diagramme

G(J**) est alors un complexe double, pour lequel on peut considérer Tot ®(G(J**)) et ceci
donne lieu & deux suites spectrales ('EP?) et (! EP9).
Fixons p. On a une résolution injective F'(I?) — JP* et il vient

def { GF(I?) siq=0

Ipg ,® 1el _
B = Hy(G(*) 2 RGF) = ¢ T A

par hypothése. Ainsi, (IEf’q) s’effondre en 'F, et on a

1 :{ HI(GF(I*)) siq=0 }d:ef{ RPGF(X) siq=0

0 sinon 0 sinon

et donc
TEPI — RPHGF(X) ~ HPM(Tot (G(J**)))
ce qui entraine que
HEP — RPHIGF(X).

Ensuite, ZP(F(I)) — ZP*(J,d"), BP(F(I)) — BP*(J,d") et HP(F(I)) — HP*(J,d") sont des
résolutions injectives et on a des suites exactes courtes, scindées par injectivité des termes

0 —= Z9P(J,d") — J9P — > BILr( ] dh) —>0 .
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ainsi que
0 — B?(J, d") — 797 (], d") —= H?(J, d") —=0

Ensuite, comme G envoie une suite exacte courte scindée sur une suite exacte courte scindée,
on a, par la premiére et la seconde suite exacte respectivement :

H(G(*#)) = GZ7(1,dY) [ G(pan(g,ary) = GUH(J,d")),
d’ou
"EYT = HY(HJ(G(J*))) = HY(G(H®(J,d"))) = RPFG(HY(F(I*))) = RPG(RF(X)),

ce qui termine la démonstration. O]

Corollaire 10. (Suite spectrale homologique de Grothendieck)

Soient A, B, C trois catégories abéliennes telles que A et B aient assez de projectifs et
F:A— B, G:B— C des foncteurs exacts a droite tels que F' envoie les projectifs de A sur
des G-acycliques. Il existe alors une suite spectrale homologique de premier quadrant pour

tout objet X de A :
B2, = L,G(LF(X)) = Ly GF(X).

De plus, la suite exacte a cing termes associée est alors

LoGF(X) — LyG(F(X)) —= G(L 1 F(X)) — LiGF(X) —= L, G(F (X)) —=0 .

Démonstration. On peut considérer F'°P : AP — B et GP : B’ — C et le résultat découle
directement du Théoréme 10, en utilisant L,F" = RPFP, etc. O

Exemple 8. Soient R, S des anneaux commutatifs, f : R — S un morphisme d’anneaux et
A un S-module. Les foncteurs

Hom r(S,— Hom g(A,—
>

R — DMod L5 — Moo L 9b = 7 — Mod

satisfont les hypothéses du Théoréme précédent, comme on le vérifie aisément a 'aide du
lemme 31 de [3], de [11], Exercise 2.3.5 et Proposition 2.3.10 et on a

GF = Hom s(A, Hom g(S, —)) ~ Hom g(A, —).
La suite spectrale de Grothendieck est alors de la forme
Ext%(A, Ext 4(S, B)) = Ext%™(A, B).

De méme, si B est un S-module, en appliquant le Corollaire 10 &

Mod — R——22 ~ 9od — § ———2 - 9l
on obtient la suite spectrale
S R R
Tor ) (Tor (A, S), B) = Tor (A, B).

26



Neuviéme partie
Application a la cohomologie des

groupes : Suite spectrale de
Lyndon-Hochschild-Serre

Nous terminons notre étude des suites spectrales par une application fondamentale en
cohomologie des groupes. Nous allons plus particuliérement appliquer le Théoréme de Gro-
thendieck et exposer ce que 'on appelle la suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre. Nous
supposerons ici connus les fondements de la cohomologie des groupes, tels que présentés par
exemple dans [3].

Nous commencons par une petite digression sur la notion de "foncteurs adjoints" :

Définition 24. ([12|, Definition 3.2.1)

Soient /': C — D et G : D — C deux foncteurs entre catégories abéliennes. On dit que
G (resp. F') est adjoint a droite (resp. a gauche) a F' (resp. & G) si on a un isomorphisme de
foncteurs

Mor p(F—,?7) ~ Mor¢(—, G?).

On dit alors que (F, G) est une paire adjointe.
Autrement dit, pour tout objet fixé 7 —” les foncteurs en la variable ”?” sont équivalents
et pour tout objet fixé¢ 77”7, les foncteurs en la variable 7 —” sont équivalents.

Exemple 9. Pour tous anneaux R, S, si M est un R-S-bimodule, on a, en vertu du point 4
du lemme 2 de ’Annexe de [3], une paire adjointe

(M KRg —,HOIIlR<M, —))

Lemme 15. (F,G) est une paire adjointe si et seulement si pour tous objets C' de C et D de
D, on a une bijection

7 = 7cp : Morp(F(C), D) = Mor¢(C,G(D))
telle que pour tous [ : C' — C" et g: D — D', le diagramme suivant commute :

Mor p(F(f),D) Mor p (F(C),g

Mor p(F(C"), D) Mor p(F(C), D) )MorD(F(C’),D’)

lTC’D lTCD lTCD’

Mor ¢(C’, G(D)) ) Mor¢(C,G(D)) Mor¢(C,G(D"))

Mor ¢ (f,G(D) Mor ¢(C,G(g))

Démonstration. C’est une simple traduction de la Définition 24, en développant ce que 1'on
entend par "isomorphisme fonctoriel". m
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Lemme 16. 1. Si un foncteur additif G : D — C est adjoint a droite a un foncteur exact
F :C — D et sil est un injectif de D, alors G(I) est un injectif de C. On dit alors que
G préserve les injectifs.

2. Si un foncteur additif F': C — D est adjoint & gauche a un foncteur exact G : D — C
et si P est un projectif de C, alors F(P) est un projectif de D. On dit dans ce cas que
F' préserve les projectifs.

Démonstration. 11 suffit de traiter le premier cas, le second étant dual. Il s’agit de montrer
que Mor¢(—,G(I)) est exact. Soit une injection f : C'— C’ dans C. Le diagramme

Mor p(F(f),I)

Mor p(F(C"), I) Mor p(F(C), 1)

JT A

Morc(C’,G(I)) MOI‘(3<C,G([>>

Mor ¢ (f,G(I))

commute par le Lemme 15. Comme F est exact et [ injectif, Morp(F(f), ) est surjectif,
donc Mor¢(f, G(I)) est surjectif et donc G(I) est bien injectif. O

Ceci étant dit, revenons a la cohomologie des groupes et fixons G un groupe.

Lemme 17. Soient A un G-module et 7, considéré comme G-module trivial. Alors, on a
Ag >~ 7 Rz[q] A

et
A% ~ Hom z¢/(Z, A).

Démonstration. Ag est le plus grand quotient de A qui soit un G-module trivial. On en
conclut que le foncteur —g est adjoint a gauche au foncteur trivial Ab — G — 9M00. Ainsi,
—¢ est un foncteur exact a droite. De méme, A® est le sous-module trivial maximal de A,
donc —¢ est adjoint & droite au foncteur trivial Ab — G —900. Ainsi, —¢ est exact & gauche.

Considérant Z comme un Z-Z[G]-module, le foncteur trivial Z — Mod — Z[G] — Mod est
le foncteur Hom z(Z, —). D’aprés 'Exemple 9, Z ®yz(q) — est son adjoint a gauche. On doit
donc avoir Z ®z(q — =~ —¢. Pour la seconde assertion, on utilise

Hom ¢(Z, A) ~ Hom g4(Z, A®) ~ A,

Proposition 10. Soit A un G-module. Alors
Ho(G,A) = Lo(—c)(A),
H*(G, A) = R*(=S)(A).

En particulier, on retrouve bien

Ho(G,A) = Ag et H(G,A) = A°.
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Démonstration. Par définition et par le Lemme 17, il vient
HL(G, A) % Tor {92, A) = Lo(Z @50 =)(4) = La(=)(A).
ainsi que
H*(G, 4) % Bxt (2, A) = R*(Hom i) (Z, ))(4) = R*(=)(A)
[l
Soient H un autre groupe, A un G-module (i.e. un module sur Z[G]) et un morphisme

de groupes p : H — G. Le foncteur d’oubli associé p* : G — Mod — H — Mod est exact. On
définit les invariants et coinvariants respectivement par

A% :={ac A; ga=a, Vge G},
et
Ag =43,

ot S est le sous-G-module engendré par {ga —a, g € G, a € A}. On a alors une surjection

naturelle
(P'A)y — Ag

ainsi qu'une injection naturelle
AY — (A

Ces deux morphismes s’étendent de maniére unique en deux morphismes p, =: cor& appelé
corestriction et p* =: res$ appelé restriction :

cor : Hy(H, p*A) — H,(G, A)

et
res? : H*(G, A) — H*(H, p*A).

On peut le voir a I'aide de la résolution libre

= Z[G] —— Z[G]? —— T[] —= T ——0

(avec Z|G]®" := Q;_, Z[G]) permettant de calculer H, et H® (cf [3], 4.2). Alors, H*(G, A)
peut par exemple étre vu comme Uensemble des classes de certaines fonctions f : [[7, G — A.
Un cas particulier important et donnant leur légitimité aux noms "restriction" et "cores-
triction", est celui ou H < G est un sous-group de G. Dans ce cas, Z|G| est un Z[H]-module
libre, pour lequel tout ensemble de représentants des classes a gauche modulo H est une bhase.
Ainsi, tout G-module projectif est un H-module projectif et on peut utiliser n’'importe quelle
G-résolution projective P — Z pour calculer I’homologie et la cohomologie de H.

Remarque 23. Si A est un G-module, on a cor$, = Hy(a) et res$ = H*(3), avec o : PQy A —
P®g Aet f:Homg(P,A) — Hom y(P, A).

On peut aller un peu plus loin, et définir rapidement I’hyper(co)homologie des groupes,
en utilisant la Partie 7 :
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Si A, est un complexe de chaines de G-modules, les foncteurs hyperdérivés L, (—¢)(As)
forment "’hyperhomologie de G & coefficients dans A, :

H, (G, As) :=L,(—¢)(As), n > 0.
De méme, si A® est un complexe de cochaines de G-modules, on écrit
H"(G, A®) := R"(=%)(A*), n >0,

c’est 'hypercohomologie de G a coefficients dans A°.
Par les Propositions 7 et 9, on a des suites spectrales

HE;Z,q = HP<G7 Hq(A-)) — Hp+q<G7 A,),

IEI%JJ = HP<HQ(G7 A.)) - Hp+q<G, A.)’

si A, est minoré ; ainsi que
L = HY(G, HY(AY) =55 HP(G, A%)

et
TERY = HP(HY(G, A%)) = HP*(G, A*),

si A® est minoré.

Revenons a la cohomologie classique des groupes :
Soit N < G et soit A un G-module. On définit 'inflation :

inf : H* (G /N, AY) 55 H*(G, AN) — H*(G, A)
ainsi que la coinflation :

coinf : Hy(G,A) = Ho(G, Ax) 3 Ho (G /N, An).

Proposition 11. Pour n # 0, les composées
H" (G /N, AV) 5= H"(G, A) ==~ H"(N, 4)

et
H,(N,A) "~ H,(G, A) "L {7, (G /N, Ax)

sont nulles.

Démonstration. On ne traite que le premier cas, le second étant dual. On a le diagramme

H (G /n,AV) ot H™(G, A) —=— H"(N, A)

= /

H'(G, AN)
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Un élément de H" (G /N, AN) peut se voir, en considérant la résolution standard
- —=Z|G]* —Z|G)** —Z|G| —=Z ——0,
comme la classe f d’une certaine fonction

f:ﬁG/N%AN.
=1

En notant 7: G — G /N et v : N < G, on a alors
@(f) [ 6 =1, G/~ A
—~ n " n f
pres(f)) : [Iim, G —1Ii- G/N ——AN—— A

res(o(te5(f))) : 1y NS T, G =T, G /N —L= AN 4

et o™ =0, donc res(inf(f)) = res(p(res(f))) = 0, d’ou le résultat. O

Etablissons un lemme, avant ’étude de la suite de Lyndon-Hochschild-Serre :

Lemme 18. 5i N < G et A est un G-module, alors Ay et AN sont des G/N -modules. De
plus, le foncteur d’oubli p* : G/N — Mod — G — Mod admet —y pour adjoint & gauche et
—N pour adjoint & droite.

Démonstration. Un G / N-module est un G-module sur lequel N agit trivialement. Ainsi, par
construction, Ay et AN sont bien des G / N-modules. Les propriétés universelles de AY < A
et A — Ay se traduisent par des isomorphismes naturels

Hom G(A, pﬁB> ~ Hom G/N(AN7 B)

et
Hom ¢(p*B, A) ~ Hom g/n(B, AV),

d’ou les adjonctions souhaitées. O

On en vient finalement au résultat annoncé :

Théoréme 11. (Suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre)
Pour tout sous-groupe distingué N d’un groupe G et tout G-module A, il existe des suites
spectrales de premier quadrant convergentes

Eiq = Hp (G /Nv Hq(N> A)) = Hp+q(Ga A)
EY'=[r (G /N, HI(N, A)) = HP™(G, A).
De plus, les morphismes extrémauxr Ho(G,A) — H, (G/N,AN) et Hy(N,A)g/n —
Ho(G,A) (resp. H* (G /N, AY) — H*(G,A) et H*(G,A) — H*(N,A)%~) sont ceuz in-

duits par la coinflation et la corestriction (resp. Uinflation et la restriction).
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Démonstration. Tout d’abord, les foncteurs — et —¢ se factorisent a travers la catégorie
G /N — 9Mod comme suit :

G — Moo G/N —9Mod et G —9Mod G /N — 9Mod

X A X‘ "o/
A6

2Ab

En effet, si A est un G-module, alors AY et Ay sont des G/N—modules. Le groupe abélien
(ANn)q/n est obtenu & partir de A en quotientant d’abord par les relations na —a, n € N et
ensuite par les relations ga —a, g€ G /N . Sigest la classe de g € G, alors ga — a = ga — a,
donc on a

(An)a/n =~ A/I(ZG)A = Ac

avec I(ZG) = ker(Z|G] — 7). De méme, (AN)S/N est obtenu & partir de A en restreignant
d’abord & {a € A ; na = a, Vn € N} puis en restreignant ensuite & {a € A ; ga = a, Vg €
G/N}. Si g est la classe de g € G, alors ga = ga et donc

(AN)G/N _ AG.

Ensuite, d’aprés le Lemme 18, — y est adjoint & gauche & un foncteur exact et — est adjoint &
droite a un foncteur exact. D’aprés le Lemme 16, ceci implique que — y préserve les projectifs
et que — préserve les injectifs. On peut donc appliquer les Théorémes de Grothendieck
(Théoréme 10 et Corollaire 10) et le résultat en découle alors immédiatement. O

Remarque 24. Dans la premiére suite spectrale, la différentielle de seconde page
d3o: B3 =Hy (G /N, Ayx) = Hi(N, A)g/v = Eg,

est appelée cotransgression ; on la note d%,o =: ctg. De méme, dans la seconde suite spectrale,
la différentielle

dy' 1 Byt = HY(N, AN — 7> (G /N, AY) = E3°

. . 01 _ .
est appelée transgression et on la note dy =: tg.

En appliquant le Théoréme 2 et le Corollaire 1, on en déduit alors :

Corollaire 11. (Suites exactes a cing termes)
St G est un groupe, A un G-module et N < G, alors on a deuzr suites exactes o cing
termes :

Hy(G, A) == <ol g, (G/N,AN) &Hl(N, A)g/y —= H,(G, A) <ol (G/N,AN) —0
et

0— H' (G ), AN) 2 HY(G, A) S HY(N, A)9/N £ g2 (G [y, AN) 2 g2(@, A)
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Annexe

Nous allons ici montrer que, pour une R-algébre A, la catégorie A — 9od posséde assez
d’objets injectifs, de telle sorte que 1'on peut choisir une résolution injective pour tout A-
module.

Nous commencons par établir un critére pratique pour savoir quand un module est injectif :

Lemme 1. (Critére de Baer)
Un A-module o droite M est injectif si et seulement si, pour tout idéal a droite J de A,
tout morphisme J — M peut étre prolongé en un morphisme A — M.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire, par définition d’un module injectif.

Réciproquement, soient un morphisme injectif de modules ¢ : P — (), ainsi qu'un
morphisme f : P — M. Soit aussi £ ’ensemble partiellement ordonné des morphismes
' P — M prolongeant f, avec P — P’ — @, V'ordre étant : f' < f” si f” prolonge f’. Il
est alors clair que & est inductif et par le lemme de Zorn, il existe un prolongement, maximal
f P > — M dans £. Tl nous reste a montrer que P = (. Supposons qu’il existe ¢ € () avec
q ¢ P. Lensemble J := {a € A; qa € P} est un idéal a droite de A. Par hypothése, le

morphisme J 4P M ose prolonge en un morphisme ¢ : A — M. Soit P le sous-module
P+ gA de Q et posons R
f P — M
p+ga — f(p)+e(a)

Ceci est bien défini car f(qa) = ¢(a), pour tout qa € PN gA, et f prolonge (strictement) 1
ce qui est absurde. O]

Corollaire 1. Un groupe abélien M est injectif si et seulement s’il est divisible (i.e. si pour
tout r # 0 dans Z et tout m € M, il existe n € M tel que m = nr). En particulier, le groupe
abélien Q /7, est injectif.

Démonstration. Si M est injectif, soient 0 # r € Z et m € M. Définissons f : rZ — M telle
que f(r) = m. On peut prolonger f en f : Z — M et soit n := f(1). Alors nr = f(1)r =
F(r) = f(r) = m, donc M est divisible.

Réciproquement, soit J = rZ un idéal de Z et f : J — M un morphisme. Si r = 0,
I'existence du prolongement est évidente. Sinon, comme f(r) € M, il existe n € M tel que
f(r) = nr. On définit alors f:Z — M par f( ) :=n. Alors, si x € rZ, x = ry avec y € Z,

ona f(z) =ryf(1) =ryn=yf(r) = f(ry) = f(z), donc M est injectif.
Enfin, si 0 #r € Z et a € @/Z, en écrivant a = [’ﬂ et en posant n := [qﬂr}, il vient

q
preuve. O

nr=r [qﬂr} = [9} = a, donc Q/Z est divisible, donc injectif par la premiére partie de la
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Lemme 2. Le A-module
IO = HOHIQ[E, (A,Q/Z)

est non trivial et injectif.

Démonstration. Considérons le morphisme de groupes v : Z — A défini par v(1) = 1. On
distingue deux cas :

1. Soit kervy ~rZ, r > 2,
2. Soit 7y est injectif.

Si v n'est pas injectif, on dispose d’une injection Z /,7 < A. Considérons a présent le
diagramme

@/Z¥
Z/T’Z;;A

L’injectivite de Q /7, assure l'existence de la fléche en pointillés. On a alors un morphisme
non trivial A — Q /7.
Si 7 est injectif, un morphisme non trivial Z — Q /7, peut, comme précédemment, étre
prolongé a A. Dans les deux cas, il existe un morphisme non trivial A — Q /7,, donc Iy # 0.
Enfin, Uinjectivité de I, provient de celle de @ /7, et du Lemme 16. O

Pour un A-module M, définissons maintenant

(M= 1] o

Hom 4 (M,Io)
Alors, I(M) est injectif, comme produit d’injectifs et on dispose d’'un morphisme canonique

(Y M — [(M)
r = (f(‘r))fEHomA(M,Io)

Il reste & montrer que ey est injectif, et le résultat sera alors acquis.

Proposition 1. Le morphisme ey : M — I(M) est injectif.

Démonstration. Soit 0 # m € M. Considérons le morphisme de groupes Z — M donné par
1 +— m. Par injectivité de Q /7., on a un diagramme commutatif

Q/z

o N

L— M
Alors, g(m) # 0 et comme on a
Hom g (M,Q/Z) ~ Hom 4 (M, Hom g (A,Q/Z)) ~ Hom 4 (M, Iy)
¢ induit un morphisme f € Hom 4(M, Iy) tel que f(m) # 0. Alors ep(m) # 0 et ey est bien
injectif. O]
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