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Théoréme 1. (Grothendieck)

La dimension cohomologique d’un espace noethérien est au plus égale a sa dimension combi-
natoire.

Plus précisément, soit X un espace topologique noethérien, de dimension n > 0. Alors, pour
tout faisceau abélien F sur X, on a

Vi >n, H(X,F)=0.

Démonstration. Nous allons procéder par réductions successives des différents cas possibles.
Tout d’abord, on rappelle que si Y C X est un fermé et si U := X'\ Y, en notant les injections
j:Y = Xeti: U< X, ainsi que Fy = j,(Fy) et Fy = i)(Fy), on a une suite exacte
courte de faisceaux

0 Fu F Fy 0. (1)

On raisonne par récurrence sur n = dim X.

Tout d’abord, on peut supposer X irréductible. En effet, si X est réductible, considérons
Y une de ses composantes irréductibles (Y est fermé) et soit U := X \ Y. Pour un faisceau
abélien F sur X, la suite exacte courte (1) donne une suite exacte longue en cohomologie

o —— H"Y(X, Fy) — H{(X, Fy) — H/(X, F) — H(X, Fy) —> H*(X, Fy) — - --
et il suffit alors de montrer que
H'(X,Fy) =0=H'(X,Fy), Vi >n.
Mais, comme Y est un fermé irréductible, on a
H'(X, Fy) = H'(X, j.(Fy)) = H' (Y, Fiy) = 0.
Montrons ensuite qu’en notant temporairement U i) U <i> Xetj:=io0k,ona

Z.*kg./_']U ~ j!‘/t.\U d:ef .FU.

Posons G := Fjy. Alors, Fy = 51G = H*. Pour un ouvert V' C U, soit le morphisme naturel
nv:G(V)— I'(V,kG). Ceci induit un diagramme commutatif

H

Montrons que n : Fy — 1.kG est un isomorphisme en raisonnant sur les fibres. Soit donc
v € X.Siz ¢ U, alors (7G), = 0 = (i.kiG), et 1, est trivialement un isomorphisme. De
méme, si x € U\U, les fibres sont nulles. Siz € U, on a (jiG). ~ G, et (i.k1G), ~ (iG)e ~ G,
et sous ces isomorphismes, 7, correspond a l'identité, donc 7, et un isomorphisme pour tout
x € X et donc n est un isomorphisme de faisceaux. On en tire

H'(X,Fy) = H(X,i.khFr) ~ H (U, kF).

Or, U posseéde une composante irréductible de moins que X et donc, quitte a faire une ré-
currence sur les nombre de composantes irréductibles, on peut supposer ce dernier groupe de



cohomologie nul, et on obtient alors le résultat pour X.

Supposons donc X irréductible et de dimension 0 dans un premier temps. Alors, la topo-
logie sur X est grossiére car sinon, X contiendrait un fermé propre et on aurait dim X > 1.
On a donc une équivalence de catégories abéliennes

A(X) —  Ab
F — I'(X,F)

et en particulier, ['( X, ?7) est exact et donc

HY(X,F)=0, Vi >0, VF € Ab(X).

Supposons X irréductible de dimension n > 1 et supposons le résultat vrai pour les espaces
de dimension < n. Soit aussi F un faisceau abélien sur X. Posons B := J;c I'(U, F) et soit
A T'ensemble des parties finies de B. Si @ € A, on note F, le sous-faisceau de F engendré
par les sections dans a. Alors, A est un systéme codirect et on a

F=lin F,.

acA

En effet, pour o C 3, posons ¢4 5 : F,, — Fp l'injection canonique et soit G un faisceau, muni
de morphismes ¢, : F, — G vérifiant la condition de compatibilité de la limite inductive.
Soient U un ouvert de X et soit s € F(U). Si s € a, soit xy(s) := pa(s). Ceci est bien défini
carsi s € aN P, on a tanps(s) =S = tanpals), A0U ©u(s) = vans(s) = ¢s(s). Cela induit
un morphisme de faisceaux x : F — G rendant commutatif le diagramme suivant, pour tout
a € A,

F—=G

| A~

e

et y dit étre ainsi défini pour avoir la commutativité ci-dessus. Ainsi, F posséde la propriété
universelle de la limite inductive et donc F =~ hg Fo. On a de plus, par exactitude du foncteur
lng,
H'(X,F) ~ Hi(X,mnfa) ~ ling"(X, Fa)

et il suffit donc de montrer que le résultat est vrai pour les faisceaux de type fini (engendrés
par un nombre fini de sections). Ensuite, si F = F, pour « € A, soit u(F) le nombre minimal
t de générateurs de F. Sit > 2, on écrit F = Fis, 4, et soit F' := Fis,y. Alors, F” := f/]:'
est engendré par les images de sy, ..., s; dans le quotient, donc pu(F') =1, u(F") <t —1 et
la suite exacte longue de cohomologie associée a la suite exacte courte

0—sF —=F —=F'——=0

montre que, quitte a effectuer une récurrence sur le nombre minimal de sections engendrant F,
on peut supposer que F est engendré par une seule section s € F(U) pour un certain ouvert
U de X. On a alors un épimorphisme Zy — F. En effet, on a Zy = (Z;)*, ou Zy,; (V) = Z(V)
siV CU et Z;(V) = 0 autrement. On considére alors x(V) : Zy — F~ — F = Fyq, défini
par xy = 0 si V n’est pas inclus dans U et si V C U, avec 0 € Zy(V) = Z(V) =Z (V est
connexe), alors xy (o) := osjy € F (V) et ceci induit bien un morphisme X : Zy — F. Il



est clair que x, est surjectif pour tout x € X, donc  est surjectif et si R := ker’y, on a une
suite exacte courte de faisceaux abéliens

0 R Ly F 0

et par la suite exacte longue de cohomologie, il suffit de montrer que

H(X,R)=0=H(X,Zy), Vi >n.

Soient donc U C X un ouvert et R un sous-faisceau de Zy. On va montrer la double
égalité ci-dessus. Si R = 0, voir ’étape suivante. Sinon, I'(Vy, R) # 0 pour un certain ouvert
Vo € U. Le monomorphisme Ry — Zyy ~ Zjy permet d’identifier Ry avec un sous-faisceau
J de Zy. Considérons

d:=min{k € N ; 3W CU; k€ I(W.7)} = min(D(W,J) NN

et soit V' C U un ouvert tel que d € I'(V, 7). d correspond a I'élément m € I'(V,R) =
I'(V,Ry) et soit Zy > R le monomorphisme défini par

Zy(W)=Z — R(W)

WcCcVvV =
1 = Mmw

et considérons le monomorphisme induit ¢ : Zyy < Ryy. Soit x € V' et considérons

1 — my

Soit s, € Ry, que 'on écrit s, = [R(W),s], avec s € R(W) etz €¢ W CcV Cc U. As
correspond § € I'(W, 7). On écrit la division euclidienne § = gd+r avec r < d. Si r # 0, alors
r e I'(W,J) et ceci contredirait la minimalité de d. Donc 7 = 0 et donc s, = @.(q) et donc
¢, est un isomorphisme pour tout z € V' et donc ¢ : Zyy — Ry est un isomorphisme. Ainsi,
on a trouvé un ouvert V C U et un monomorphisme Z;, — R induisant un isomorphisme
sur V. Si V = X, on est ramené & ’étape suivante. Sinon, on a une suite exacte courte

0 Zy >R R/Zv—>0.

Soient Z := X \ V et G := R/ZV, ainsi que l'injection ¢ : Z — X. Alors, Z est un fermé
propre de X, donc dim Z < n et donc le résultat est vrai pour Z. Comme Gy = 0, on a un
isomorphisme canonique G ~ G et il vient alors

H'(X,G) ~ H(X,Gz) = H(X, 1. 'G) ~ H(Z,."'G) = H(Z,Gz)

et en utilisant I’étape suivante et la suite exacte longue de cohomologie, on obtient le résul-
tat : H(X,R) = 0.

On est alors ramené & prouver le résultat suivant : Si U C X est un ouvert, alors
H (X,Zy) = 0 pour i > n = dimX. Si U = (), ceci est évident. Sinon, soit le fermé
propre Y := X \ U. On a une suite exacte courte

0 Ly Z Ly 0.




Si U est propre, alors Y est un fermé propre non vide de X et donc dimY < n et on a le
résultat pour Y, d’ou

HY(X,Zy) = H(X,i,Z)y) = H(Y,Z)y) =0, ¥i > n

et par la suite exacte longue de cohomologie, il suffit de montrer que H'(X,Z) = 0 pour
¢ > n. On est aussi ramené a ce cas si U = X puisque dans ce cas Z = Zy. Mais on a le
résultat, puisque par irréductibilité de X, le faisceau constant 7Z sur X est flasque et ceci
achéve la démonstration. O]



Théoréme 2. (Suite spectrale de Leray)
Soit f : X — Y une application continue entre espaces topologiques. Alors, pour tout faisceau
abélien F sur X, on a une suile spectrale cohomologique de premier quadrant convergente

EP? = HP(Y, RUf,F) — H"" (X, F).

Démonstration. Les catégories abéliennes 2Ab(X) et 2Ab(Y") posseédent assez d’objets injectifs.
Ensuite, si J € 2Ab(X) est un faisceau injectif, alors J est flasque, donc f.J est aussi
flasque. Ainsi, le foncteur f, : Ab(X) — 2Ab(Y) envoie les injectifs sur des flasques, donc
sur des ['(Y, 7)-acycliques. De plus, les foncteurs I'( X, ?) et ['(Y,?7) sont exacts & gauche et
comme, pour tout faisceau abélien H sur X, on a

LY, (1)) =T(f1(Y), H) = T(X, H),

le diagramme suivant commute

A6(X) I A6(Y)
x /
2Ab
On peut alors appliquer le théoréme de la suite spectrale de Grothendieck pour obtenir

21 = RU(Y.?)(RO£(F)) = HY(Y, ROLF)) = RPHOT(X,7)(F) = HY9(X, F).

Corollaire 1. Si f : X — Y est continue entre espaces topologiques et si F est un faisceau
abélien sur X, alors on a une suite exacte courte a cing termes

00— HYY, f.F) —= H'(X,F) —=TD(Y, R\ [.F) 2= H(Y, [.F) — H*(X, F) .



Théoréme 3. (Serre)
Soit F un faisceau algébrique quasi-cohérent sur un schéma affine X. Alors, on a

Vi >0, H(X,F) =0.
Autrement dit : Sur un schéma affine, tout faisceau algébrique quasi-cohérent est acyclique.
Démonstration. Posons R :=T'(X,Ox) et U := {D(f), f € R}. On peut écrire F = M pour

un R-module M et soit i : D(f) — X linclusion. Pour f,g € R, on a (Ry), ~ Ry, donc
(My)y =~ My, et si D(g) C X, il vient

I'(D(9), pinF) =T(D(g) N D(f), Fipip)) = T(D(fg), F) = My = (My),

d701\1 —~ —_

D(f)‘F & Mf = F(X7f>f7
ot My est considéré comme un R-module. Ainsi, ppF ~ I'(X, F)s est quasi-cohérent. Par
récurrence, on peut supposer que H'(X,F) = 0 pour tout 0 < 7 < n et tout faisceau

algébrique quasi-cohérent F sur X. Or, on a vu que ppF est quasi-cohérent, pour tout
D(f) € U et donc, pour 0 < i < n, il vient

HY(D(f), Fipip)) = H' (X, iu(Finp)) = H(X, ppF) = 0.

Maintenant, X est quasi-compact. En effet, si on a un recouvrement ouvert X = J,.,; Ui,
soit V; := X \ U; = V(I;) avec [; un idéal de R et on a alors § = (", V(L;) =V (>_, ;). Si
>, 1; était propre, il existerait un idéal maximal m de R contenant ) I;. Comme V() est
I'ensemble des idéaux premiers de R contenant I, on am € V(m) # () mais comme »_ I; C m,
on doit avoir V(m) C V (3, ;) = 0 et ceci est absurde. Ainsi, on a >, I; = R et il existe
donc une partie finie J C I, des éléments a; € R et f; € I; tels que 1 = > ._;a;f; et donc
X = Ujej U; et X est bien quasi-compact.

Soit aw € H"(X, F). On peut choisir un sous-recouvrement ouvert ¥V C U tel que 'image
de o dans H"(X, yF) soit nulle, pour tout V' € V. Or, comme X est quasi-compact, on peut
supposer que V = {V4,...,V,} est fini, avec V; € U. L’image de o dans H" (X, F) est nulle
pour tout 1 < i < p et donc I'image de a dans

P v (X, v F) ~ H" (X, & Vi]—")

1<i<p 1<i<p

jeJ

est nulle. Ainsi, la suite exacte longue de cohomologie associée & la suite exacte courte de
faisceaux quasi-cohérents

0—>F @ ,F—G—0

montre que @ € §(H" (X, G)). Sin > 1, 'hypothése de récurrence montre que H" (X, G) =
0. Si n =1, on sait que le foncteur I'(X, —) est exact sur les faisceaux quasi-cohérents, donc
d = 0 et dans tous les cas, on a a = 0. Ceci montre que H"(X,F) = 0 et achéve la
démonstration. ]



Théoréme 4. (Leray)
Soient X un espace topologique, F un faisceau abélien sur X et U = (U;);er un recouvrement
de X par des ouverts dont toutes les intersections finies sont acycliques. Alors, on a

H*U,F)~ H*(X,F).

Démonstration. Choisissons
0

N

une résolution injective de F dans 2Ab(X). On considére le bicomplexe de premier quadrant
(ainsi que ses suites spectrales)

crt="Egp = [ J°U.)= [] 7°W,n---nU,) =C'U,T7),

lo|=g+1 ip<++<ig

que 'on peut visualiser par

02(U,j0) éCQ(ua \71) ﬁ.CQ(Z/I):]Q) -

U, g% — U, J") —=C U, J?) — -

U, J% —C'U, JY) —=C'U, T?) — - - -
Pour o C I avec |o] < o0, on a que j"UU est flasque (si ¢ > 0) et comme on a
H'(U,, Fy,) =0, Vi > 0,
la suite exacte longue du foncteur dérivé montre que la suite
00— F(U,) —=TJ°U,) —= T (U,) —- -

est exacte. Ainsi, la suite spectrale (H Ef’q)oo (filtration par lignes) s’effondre en premiére
page et donne -
CIU,F) sip=0

0 sinon

IIE?‘I — Hﬁ (IIEE,(I) — {

et les differentielles verticales d? : EY? — EY9*! sont (au signe prés) celles de C*(U, F),
d’ou

.o HYC*U,F)) sip=0 -
npp = ey = { OHETD S0 S0 g )
Ensuite, comme J? est flasque, on a
: : HP(I(X, J°)) siqg=0
TEPT = Hj, (IEg q) - { 0 sinon Og0H" (X, F).



Or, comme le bicomplexe (C**) est de premier quadrant, on a les convergences
TEPT — HPT(Tot(C)) et "EP! = HPT(Tot(C))
et par effondrement en premiére page, il vient finalement (n = p + ¢ > 0)

H (U, F) ="E)" = H"(Tot(C)) = 'E}* = H*(X, F).

Corollaire 2. Soient X une variété algébrique séparée, U un recouvrement ouvert affine de
X et F un faisceau algébrique quasi-cohérent sur X. Alors, on a des isomorphismes

Vi >0, H'U,F)—==H(X,F).
Démonstration. Comme X est séparée, les intersections finies d’ouverts dans U est un ouvert

affine et par le Théoréme d’acyclicité de Serre, comme F est quasi-cohérent, les hypothéses
du Théoréme de Leray sont satisfaites et son application donne le résultat. O]



Théoréme 5. (Serre)
Soient X une variété algébrique projective et F un faisceau cohérent sur X. Alors,

1. Pour tout i >0, H (X, F) est un espace vectoriel de dimension finie.
2. 1l existe ng = no(F) € Z tel que

Vd > no, Vi >0, H'(X,F(d)) = 0.

Démonstration. On supposer X plongée dans P = P"(k) via i : X — P™ (X est alors fermée
dans P"). On a alors ‘ ‘
Vi >0, Hi(X,F)~ H(P",i,F)

et on peut alors supposer que X = P". En outre, les faisceaux Opn(d) vérifient bien les deux
assertions du théoréme ci-dessus. .

Posons S := k[Xo, ..., X,]. On sait que F = M ou M est un S-module gradué de type
fini. Si les générateurs xq,...,x, de M sont homogénes de degrés respectifs ny,...,n,., on a
une surjection naturelle

T L= é;S(—ni) — M
i=1

qui, au °™¢ vecteur de base de L, associe x;. Considérons N := ker 7. Comme S est noethérien,
N est un S-module gradué de type fini et en passant aux faisceaux, on a la suite exacte courte

de faisceaux cohérents

oll on a noté

De plus, £ est un faisceau dont la cohomologie vérifie le résultat.

Montrons 1) par récurrence descendante sur i. Si i > n+ 1, par le Corollaire 2 et le Théo-
réeme de Grothendieck, on a H'F = 0 car F est (quasi-)cohérent et P séparée. Supposons le
résultat vrai pour ¢ + 1 et tout faisceau cohérent et passons a i. On a la suite exacte courte

f

RN © (8 y S— S L Ny HiL HiF Lo g+ o

et donc
h'F = dimy,(H'F) = 1g(f) +1rg(9) < dimy(H'L) + dimy(H ' N) = h'L + b N

et on a h'L < oo, ainsi que h'"'N < oo par hypothése de récurrence. Donc h'F < oo et on
a le premier point.
Pour 2), on procéde aussi par récurrence descendante sur 4, en établissant les proptiétés

Vi > 1, (P):VF € Coh(P"), 3ng € N; Vp >4, Vd > no, h"F(d) = 0.

Il est clair que (P,41) est vraie par le Théoréme de Grothendieck. Soit donc 1 < ¢ < n,
supposons (P;y1) vraie et montrons (P;). Soient F cohérent et soient £ et A/ comme ci-
dessus. 11 existe dy tel que si d > do et p > i + 1, on ait h?(N(d)) = h?(F(d)) = 0, par
hypothése de récurrence (on prend dy > max(dyr, dz)). On pose alors

no := max(dp,ny —n,...,n. —n).

10



Pour d > ng, on a la suite exacte longue
oo ——=H'L(d) — H'F(d) —= HTN(d) — - - -

Comme d—n; > —n, on a h'L(d) = 0 et comme d > dy, on a "' N (d) = 0, d’ou h'F(d) = 0
et ceci montre que (F;) est vraie. La véracité de (P;) termine alors la démonstration. O

11



Théoréme 6. (Bézout)
Si F,G € k[X,Y,T] sont deuz polynémes homogénes, sans facteur commun et de degrés
respectifs s et t, alors on a

SR = Y (G =st

zcP? 2€V,(F)NVp(G)

Démonstration. On rappelle qu’on a une structure de schéma fini sur l'intersection Z =
Vo(F,G) =V(F,,G,) Ck*et quon a p,(F,G) =0six € P2\ Zet, siz € Z,

1o(F,G) = 1o(F), G,) = diny (Ok%z / (F, Gb)) = dim (Oﬂm%z / (F, G)x) :

donc
> 1a(F,G) =) pe(F,.G) =) dim (Ok /(Fb, Gb))
reP? x€Z z€”Z
= dim (H Okz,x/(Fbi)> € dimT(Z, 0y).
TEZ

Ensuite, pour un faisceau algébrique sur une variété algébrique X, on pose
Vi >0, h'F = h' (X, F) :=dimy(H (X, F))

et par le Théoréme de Serre, si X est projective et F cohérent, on a h'F < oo. Il s’agit alors
de montrer que
hOOZ = st.

On a deux suites exactes courtes

0 Tz Op2 Oy 0

et
0 ——> Opa(—8 — t) —> Opa(—$) ® Opa(—t) — Ty —=0.

On obtient donc les deux suites exactes longues de cohomologie
o —=H"YO0z) —= H'(J7) —= H'(Op2) —= H'(Oz) —= H*(Jz) — - -

e HH(Opa(—s — 1)) —— H'(Opa(~5)) & HH(Opa(~1)) —= HH () —= -+

La premiére suite en ¢ = 1 donne

0 —— (P2, Jy) —> [(P2, Ops) —[(P2, O) — H'(P?, J) — H' (P2, Ops) — - - -

Or, on sait que h'Op2(n) = 0 pour tout n € Z et que T'(P?, Opz) = k d’o1l la suite exacte
0——T(P2, Jy) —= k —=T(P?,0,) —= HY (P, J;) —0..

De plus, on a

T(P%, J,) ¥ T(P,i,J,) = T(Z, J5) = T(Z, (Op)p22) = 0 car Oy = (Op2) 2.

12



Au final, on obtient la suite exacte
0——k—=T(P?,04) — HYP?, Jz) —=0
et donc 1 — h°O4 + W1 J; = 0, ce qui entraine
RO, =14 W' Jy.

Ensuite, Z est un espace noethérien de dimension 0, donc par le Théoréme de Grothendieck,
on a

Mo, =h*0, =0

et par la premiére suite exacte longue en ¢ = 2, il vient
W2 Ty = h*Op2 = h°Op2(—3) = 0.

Par la seconde suite exacte longue en i = 2, on obtient de plus (puisque h'Op2(—s) =
htOpz(—t) = 0),

0—— HY(Jz) — H*(Op2(—5 — t)) —= H*(Op2(—3)) ® H*(Op2(—t)) —=0
et ceci implique
hljZ — hQO]PQ(—S — t) + h20]p2<—$) -+ hQOPQ(—t) = 0.

Par ailleurs, on a

2—d- -1
vd €z, hZ@m(d):hOOpa(—d—Z):( . 3):( ‘ )

Finalement, on en tire
t—1 -1 t—1

D 1a(F,G) =0z =14 h' Ty = st,

rEP2

d’ou le résultat. O

et donc

13



Théoréme 7. (Riemann-Roch)
Soient C une courbe projective lisse irréductible de genre g et D un diviseur sur C.

1. On a
XOc(D) € HO:(D) — h'Oc(D) = deg D + 1 — g.

2. Il existe N € N tel que, si deg(D) > N, alors h'Oc(D) = 0 et donc
h°Oc(D) = deg(D) + 1 — g.

Démonstration. Pour 1), on décompose D = Dy — Dy avec D; > 0. On a alors une suite
exacte courte

0—>Oc(—D2) —>00(D) ODl 0
d’ou xOc(D) = xOc(—D3) + xOp,. On a aussi une suite exacte courte
0 —— Oc(—Ds) Oc Op, 0

qui donne xYOc(—D3) = xO¢ — xOp,. Mais, par définition du genre, on a yOc =1 — g et
pour le schéma fini D;, on a avec le Théoréme de Grothendieck :

xOp, = h’Op, = deg(D;)
et, en récapitulant, il vient

XOc(D) = xOc + xOp, — xOp, =1 — g+ deg(D;) — deg(Ds) = deg(D) +1 —g.

Pour 2), on peut supposer qu’on a un plongement C' < P" et si H est une section
hyperplane de C, on désigne encore par H le diviseur hyperplan (défini dans le groupe de
Picard de C). On a

Vn € 7, thC(nH) = hl(OC(n)
et ceci est nul pour tout n > ng; ce dernier entier étant donné par le Théoréme de Serre
(qu’il est licite d’appliquer puisque O¢ est cohérent sur C'). Soit donc D un diviseur. Par le
premier point, on a
h°Oc(D — noH) > xOc(D — noH) = deg(D —noH) +1—g

et cette quantité est strictement positive dés que deg(D) > N := ngdeg(H) + g. De plus, si
cette condition est remplie et si f € I'(C, Oc(D —nogH)), avec f # 0, on a D > noH —div(f),
ou encore, D = D; + (ngH — divf), avec D; > 0. Ensuite, on a une suite exacte courte de

faisceaux
0——s Oc(noH - lef) _— Oc(D) —_— ODl —0

et la suite exacte longue de cohomologie associée s’écrit (en degré 1)
o ——= H'Oc(nogH — divf) — H'O¢(D) — H'Op, —=0

car H2O¢(noH — div f) = 0 par le Théoréme de Grothendieck. Comme noH —divf = ngH €
Pic(C), on a
Oc(noH — divf) >~ Oc(noH)
et donc
H'Og(noH —divf) ~ H'O¢(noH) ~ H'O¢(ng) = 0,
par le Théoréme de Serre. Enfin, comme D; est fini, on a aussi h'!Op, = 0 et il vient
R'Oc(D) =0

et ceci achéve la démonstration. OJ
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Théoréme 8. (Grothendieck-Hirzebruch-Riemann-Roch)

Soit f : X — Y un morphisme projectif lisse entre variétés quasi-projectives lisses. Alors,
pour tout x € K(X), on a

ch(fi(x)) = fi(ch(z)td(F})),

dans A(Y) ® Q, ot Ty est le faisceau tangent relatif de f.
Autrement dit, le diagramme suivant commute

K(X)—L— K(Y)
td(JF)chx L Lchy

GrK(X)® QL CGrK(Y)®Q
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Bonus : Suite spectrale liant cohomologie de Cech, coho-
mologie locale et foncteur dérivé

Lemme 1. Sild = (U,);es est un recouvrement ouvert d’un espace topologique X et si T est
un préfaisceau abélien injectif sur X, alors on a

Vn >0, H*(U,T) = 0.

Démonstration. On procéde en plusieurs étapes. On va construire un complexe de chaines
K(U). de préfaisceaux représentant le foncteur de Cech C* (U, —), puis on montrera que ce
complexe est acyclique, puis on conclura grace a 'exactitude de Hom (—,Z) garantie par
I'injectivité de Z. Dans la suite de cette preuve, pour un ouvert U, on notera ZUY := j,Zy
(extension par zéro du préfaisceau constant Zy via j : U < X)) le préfaisceau

e {28V CY
0 sinon
1. Pour ip < --- < i, € I et 0 < j < p, on considére le morphisme de préfaisceaux

ZYio v — 7, t0iiin - donné par (—1)7 fois le morphisme canonique. On obtient ainsi
un complexe de chaines de préfaisceaux

IC(Z/{>* N ...é®i0<i1 ZUiO’il é@io ZU70 é()é

De plus, ce complexe représente le foncteur C* U, -).
En effet, si U C X est ouvert et F € PRAby, on a par adjonction, des isomorphismes
naturels en F

Homcnglbx (ZU,F) ~ HOI’H:BQ[[,X (jp!ZU,.F) ~ Hom‘BleU (ZU,j_IF)
= Homqggth(ZU,ﬂU) ~ F(U)
Ceci donne un isomorphisme naturel en F :

OP(U,F) = H «F(Uio,...,ip) ~ H HOHquQ[bX<ZUi0 """ ip,f)

10<---<t1 10<--<t1

~ Hommmbx < @ ZUio ,,,,, 1p7f> = Hommth(lca/{)p,f),

10 <--<i1

donc K(U), représente bien le foncteur F épgu,f). De plus, par le lemme de
Yoneda, la différentielle de Cech d : CP(U, F) — CP* (U, F) induit une différentielle
K(U)p+1 — KK(U), et on obtient bien le complexe représentant désiré.

2. Posons Zy :=im (6D, ZY" — Zx). Alors, on a

Zy sin=20
Hy(KU).) = { Ou sinon
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En effet, considérons le complexe augmenté

RU). : - —— @, Vit —= @, ZV0 — Ly —0

et montrons qu’il est acyclique. Puisque 'on travaille avec des préfaisceaux, le foncteur
(W, —) est exact pour tout ouvert W C X et il suffit donc de montrer que le complexe

K(U)«(W) est acyclique. On va montrer qu’il est homotope a zéro. Soit I; := {i €
I; WcCU}. Sil =0, alors K(U).(W)=0et il n’y arien a prouver. Sinon, on a

vp, KU),W)= P z

et la différentielle est donnée par

p+1
(ds)zo ..... ip — Z Z (_1)]520 Tj—1,0i5,emip
Jj=0 i€y

i1 <1<ty

Fixons k € I; et définissons h : IE(Z/{)p(W) — IE(L{)pH(W) par

Siig =k, on a
(dh 4+ hd)(8)ig,...i, =

ZZ Z (—1)jh(S)io,...,z’j,l,i,ij,...,ip+(d5)i1 ..... ip

Jootj—1<i<iy

(dh + hd)(s)i..... ip = d(hs)i,..., ip = Z Z (—1)jh(s)io,...,ij,l,i,z’j,...,ip = Sig,....ip-

Jooti—1<i<iy

Dans les deux cas, on a (dh + hd)(s) = s soit dh + hd = id et le complexe K(U),(W)
est bien homotope a zéro, donc acyclique.

. Comme T est injectif, le foncteur Hom gop, (—,Z) est exact et on peut donc écrire
VYn >0, H"(U,T) = H"(C*(U,T))

= H"(Hom gy (K(U)+, Z)) = Hom g, (Ha (K(U).), Z) = 0,

d’ou le résultat.
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Théoréme 9. (Suite spectrale de Cech)
Soient X un espace topologique, U = (U;)ier un recouvrement ouvert de X et F un faisceau
abélien sur X. En notant H*(X, F) = H*(F) le préfaisceau de cohomologie locale de F, il
existe une suite spectrale de premier quadrant aboutissant a la cohomologie de X a valeurs
dans F :

EPY = HP(U, HY(X,F)) = HPTI(X,F).

Démonstration. Considérons la catégorie abélienne Abx (resp. PAby) des faisceaux (resp.
préfaisceaux) abéliens sur X, ainsi que les foncteurs

Ab x> PAb, —F> Ab

F étant le foncteur d’oubli et G = H°(U, —). Remarquons que le composé G o F est le
foncteur I'(X, —) des sections globales, que les catégories 2Abx et PAb, possédent assez
d’objets injectifs et que les foncteurs F' et G sont exacts a gauche. Rappelons également que
pour tout p > 0, le préfaisceau HP(F) est défini par

HP(F):Uw— HY(U,F)=H"(U, Fo),

au sens des foncteurs dérivés. Soient p > 0 et F un faisceau abélien sur X. Montrons que
l'on a

RPF = HP(X,—) et RPG = HP(U, —).

Soit donc F = J* une résolution injective de F dans Abyx et soit U C X un ouvert. On

calcule

RPF(F)(U) € HP(F(T*)(U) = HY(T*(U))

= H*(Jp(U)) = B*(L(U, Jpy)) = HP(U, Fio) = H'(X, F)(U),

le passage de la premiére a la seconde ligne se faisant en remarquant que Fy K jﬁ] est une
résolution puisque le foncteur - est exact; d’ou le résultat pour F. Pour G, comme R*G
est un foncteur dérivé, c’est un J-foncteur universel et en vertu de la proposition 11, 2.2.1 du
[Tohoku], il suffit de montrer que H*(U, —) est aussi un d-foncteur universel. Tout d’abord,
H' (U, —) est effacable pour tout i > 0. En effet, si G est un préfaisceau abélien sur X, comme
la catégorie 2Ab admet assez d’injectifs, si x € X, on peut choisir un groupe abélien I, et
un monomorphisme G, < I,. En notant :* : {x} — X l'inclusion, on pose Z := [], .y ¢ 1.
Alors, 7 est un faisceau abélien sur X et on a un monomorphisme de préfaisceaux G — 7.
De plus, 7 est injectif dans by car, pour tout faisceau abélien G sur X, on a

Hom gey (G,7) = [ ] Homuey (G, ¢*L) "2 [ Homae,,, ()76, 1) = [] Hom oy (G, L),

zeX zeX zeX

donc le foncteur Hom g, (—,Z) est exact, comme composé de foncteurs exacts. Ensuite, par
la propriété universelle de la faisceautisation, il est aussi injectif dans PRAb . Par le Lemme
précédent, puisque Z est un préfaisceau injectif, on a H(U,Z) = 0 pour tout i > 0. Ceci
entraine que H'(U, —) est effacable. Il nous reste donc & montrer que H*(U, —) est un foncteur
cohomologique (i.e. un d-foncteur exact défini pour tous les degrés). En fait, ceci résulte du
fait que H *(U, —) est défini sur les préfaisceaux. En effet, si on a une suite exacte courte de
préfaisceaux

0 g’ g g” 0,
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alors, pour tout ouvert U C X, on a une suite exacte courte de groupes abéliens
0——G(U) —— G(U) —— G"(U) —0
et ceci nous donne donc des suites exactes courtes, pour tout p > 0,
0—1Tij<ci, 9'Wio,...in) — I ig<.ci, GWio,...i,) — 1 Lig<..ci, 6" (Uig..iiy) — 0
et ceci nous donne donc une suite exacte courte au niveau des complexes de Cech
0—C*(U,G")—=C*(U,G) —C*(U,G") —0.
Cette suite nous donne donc une suite exacte longue fonctorielle en cohomologie de Cech
o HTYU,G") 2 HI(U,G) — H'(U,G) — H'(U,G") = AU, G) — -

On en conclut que H*(U, —) est bien un d-foncteur universel et comme G = H°(U, —), on
obtient bien 1’égalité désirée. De plus, on a vu que F préserve les injectifs, et comme les
injectifs sont flasques et que les flasques sont Cech-acycliques, F' envoie les faisceaux injectifs
sur des préfaisceaux G-acycliques. Par le théoréme 2.4.1 de Grothendieck, on a une suite
spectrale convergente de premier quadrant

B9 = RPG(RIF(F)) = RPYGF(F),

et, puisque le triangle suivant commute

Ab y %) Ab
X /

P2Aby

les calculs menés ci-dessus montrent que le résultat découle d’une simple réécriture de la suite
spectrale de Grothendieck. O
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Corollaire 3. Sous les mémes hypothéses, on a une suite exacte a cing termes

0— H'(U,F)— H' (X, F) — H U, H (X, F)) — H>U, F) — H*(X, F) .

Démonstration. Ceci est simplement la suite exacte & cing termes
0— By —H'— B 4o B2 p2
associée a la suite spectrale du Théoréme 9. O
Corollaire 4. Soient X un espace topologique, U = (U;);er un recouvrement ouvert de X et
F un faisceau abélien sur X. On suppose que F est localement acyclique, sauf peut-étre en
degré 1. Alors, on a une suite exacte longue
o H(X, F) — H" YU, H(F)) — H""" (U, F) — H"" (X, F) — .

Démonstration. Ceci résulte du lemme des deux lignes, qu’il est licite d’appliquer puisque

H?(F) =0 a moins que ¢ = 0, 1. On obtient une suite exacte longue

. H" E;z—l,l d E;H‘LO Hntl

qu’il suffit d’évaluer en les foncteurs qui nous intéressent pour obtenir la suite exacte longue
voulue. O]

Corollaire 5. (Théoréme de Leray)
Soient X un espace topologique, F un faisceau abélien sur X et U = (U;)ier un recouvrement
de X par des ouverts dont toutes les intersections finies sont acycliques. Alors, on a

H*U,F)—"=H*(X,F).

Démonstration. L’hypothése signifie que, si i, ...,17, € [ et si V :=Uj, . ;,, alors on a

Vp >0, H*(V,Fv) = 0.

Ceci entraine que HP(F)(V) = 0 et donc que le complexe de Cech du préfaisceau HP(F) est
nul, donc que 1'on a ]
Byt = HPU,HI(F)) =0, ¥p >0, Yg #0.

Ainsi, la suite spectrale de Cech s’effondre en seconde page et on en tire que
Yn >0, H"U,F) = H"U,H"(F)) = Ey° = E=* = H"(X, F).

Remarquons que I'on peut aussi dériver le résultat directement du Corollaire 4. O
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Corollaire 6. (Suite exacte longue de Mayer-Vietoris)
Soient X un espace topologique recouvert par deux de ses ouverts U,V et F un faisceau abélien
sur X. Alors, on a une suite exacte longue en cohomologie

w—— H"(X, F)— H"(U,F)® H"(V,F) —= H"(UNV,F) —6>H”+1(X,]:) L
De plus, le résultat demeure si F est un faisceau de modules sur un espace annelé (X, Ox)

et en particulier, si F est un faisceau algébrique sur une variété algébrique ou un schéma.

Démonstration. On considére le recouvrement ouvert U = {U,V'}. Pour tout préfaisceau
abélien G sur X, on a

Vp>2, CPU,G) =0 = Vp#0,1, H'U,G) =0,

d’ou
Vp#£0,1, EF"=0

donc, par le lemme des deux colonnes on obtient, pour tout n > 1, une suite exacte courte

00— Ey" ! H" Eo" 0

qui se réécrit ici

0— H' (U, H"YF)) — H*(X, F) — H° U, H"(F)) —=0.
Remarquons que pour tout £ > 0, on a

COU, HH(F)) = HENF)(U) x HE(F)(V) = HYU, F) @ H*(V, F),

et
CYU,HNF)) =HNFYUNV)=HNUNV,F).

Considérons alors o™ la différentielle de Cech :

an - HYU,F)e HY(V,F) — H'UNV,F)
(s,t) = Sunv — tunv

ainsi que le morphisme canonique " = H"(/3), ol

g X, F) — T'(UF)el(V,F)
s — (s, 8v)

On calcule ensuite
(W1 () & CHUH ) fim (0 — ¢
= "N (UNV,F) /im an—1 = coker a1,

ainsi que

H(U,H"(F)) = ker(CO(U, H"(F)) — C*(U,H"(F)) = ker o™

Dong, la suite exacte courte ci-dessus sécrit aussi

0 — coker "' —— H"(X, F) —=kera" —0.
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On peut donc recoller ces suites exactes courtes pour obtenir une suite exacte longue

e HYU NV, F) =2 HY(X,F) 2 B (U, F) & H(V, F) = H' (U OV, F) — -

I

coker a1 ker o™

qui est bien la suite de Mayer-Vietoris.

Corollaire 7. Soient X un schéma recouvert par deux ouverts affines U,V et F un faisceau
algébrique quasi-cohérent sur X. Alors, pour tout n > 0, on a un isomorphisme

HY(UNV,F)—>H"(X,F).

Démonstration. Ceci est une conséquence directe du Corollaire 6 et du Théoréme 3 de Serre.
m
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